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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educacao nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sdo acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo em
Ciéncias da Computacao Aplicada, em colaboragdo com 18 instituigbes parceiras africanas

de 16 paises. Um total de 156 mddulos foram desenvolvidos ou traduzidos para garantir
disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram disponibilizados

como recursos de educacgdo aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este médulo em sua instituicdo, para
sua propria educacao, compartilhd-lo o mais amplamente possivel e participar ativamente da
AVU Comunidades de pratica de seu interesse. Estamos empenhados em estar na linha de

frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizacdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar significativamente o acesso a educacéao e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicagédo
de informacg&do. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagao Intergovernamental, foi
assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania, Mali,
Costa do Marfim, Tanzania, Mogambique, Republica Democrética do Congo, Benin, Gana,
Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gémbia, Guiné-Bissau, Etidpia
e Cabo Verde.

As seguintes instituigdes participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3) Université
Lumiére de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes; (5) Universidade
de Nouakchott na Mauritania; (6) Université Gaston Berger no Senegal; (7) Universidade

das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de Administragédo e
Administragdo Publica do Gana; (?) Universidade de Ciéncia e Tecnologia Kwame Nkrumah
em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton no Quénia; (12)
Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14) Universidade

de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey no Niger; (16)
Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagdgica em Mogambique; E
(18) A Universidade da Gadmbia na Gambia.
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O Reitor
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Descri¢ao Geral do Curso

Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo(a) Matematica Discreta

Neste modulo vocé ird estudar a Matematica Discreta. é uma disciplina da area de
Matematica que estuda os sistemas finitos. Por ser o computador uma estrutura finita, muitas

das suas propriedades podem ser entendidas no &mbito dos sistemas matematicos finitos.

Sendo assim, a Matematica Discreta é uma ferramenta muito importante para o Curso
de Informatica Aplicada, uma vez que através dela voce poderad adquirir conhecimentos
absolutamente necessérios para compreensao e aplicagdo de contelidos desta area de

estudos.

Pré-requisitos

Para o estudo deste médulo vocé deve conhecer os conjuntos numéricos: O conjunto dos
numeros naturais, o conjuntos dos inteiros relativos - Z, o conjunto dos nimeros racionais - Q
e o conjunto dos nimeros reais - R. Também deve efectuar as operagdes com nimeros reais:

adigdo, subtracgdo, multiplicacdo, divisdo, radiciagdo e potenciagéo.

Materiais

Os materiais necessarios para completar este curso incluem:

e Bibliografia:

1. Gersting, J. I. (2007). Mathematical Structures for Computer Science:
A Modern Approach to Discrete Mathemetics. (6. ed). New York: W. H.

Freeman and Company.

2. Gersting, J. |. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de
Computacao. (L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC
- Livros Técnicos e Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

3. Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

4. Sofware: Mapple ou semelhante.
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Objetivos do Curso

Apds concluir este curso, vocé deve ser capaz de ler e construir argumentos matematicos
que surgem nas demonstrages de proposicoes légicas. Também, deve ser capaz de resolver
diversos tipos de problemas aplicando os conhecimentos sobre célculo combinatdrio, teoria
de grafos, fungdes recursivas, etc., principalmente os problemas que envolvem a construgao

de algoritmos.

Unidades
Unidade 0: Conjuntos numéricos (N, Z, Q, R) e operacoes (soma,
multiplicacao, divisao, radiciacdo, potenciacao)

Pretende-se que se adquira conhecimentos a nivel dos elementos dos conjuntos dos nimeros

naturais, dos nimeros inteiros relativos, dos niimeros racionais e dos nimeros reais.

Pretende-se que se efectue operagbes de adigdo, subtracgdo, multiplicagdo, divisao,

potenciagdo e radiciagdo no conjunto dos nimeros reais.

Pretende-se também que se determine um conjunto a partir de uma condigéo.

Unidade 1: Légica

Aborda-se sobre os simbolos formais que séo utilizados na légica proposicional e na légica dos

predicados bem como o valor-verdade de uma expressao nestas logicas.

Estuda-se também a légica boleana, as suas propriedades e o isomorfismo entre eles.

Unidade 2: Conjuntos . Calculo Combinatério

Esta unidade aborda sobre as operagbes entre conjuntos: unido, interseccao, diferenca,
complemento e produto cartesiano. Estuda-se também as operagdes binarias e unarias sobre
conjuntos. Determinagdo do nimero de elementos de um conjunto finito, ganha especial

interesse.

Faz-se também a resolugdo de problemas de contagem. Usa-se as férmulas de permutagdo e

combinagdo, com e sem repeti¢des, de objectos num conjunto de objectos, .

Unidade 3: Relagoes, Matrizes e Demonstracoes

Trata da relacdo binéria e as suas propriedades, com destaque para relacdo de equivaléncia e

ordenacao parcial.
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Estuda-se fungdo, como caso particular de uma relagdo. O estudo de fungdes sobrejectivas e a
determinagdo das respectivas inversas tem grande interesse. Define-se recursivamente certas
sequéncias (muito importantes para a légica de programagéo). Estuda-se também as matrizes

€ as suas operagées.

A Técnica de demonstragdo por indugao finita deve ser muito bem explorada.

Unidade 4: Teoria de grafos

Estuda-se as propriedades de grafos (e arvores, como casos particulares). Discute-se o

conceito de planaridade e o problema de coloragdo de grafos.

Os algoritmos serao utilizados para resolugdo de problemas aplicando teoria de grafos.

Avaliacao
Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliacdo formativa a fim de verificar

o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sao apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no modulo.

A implementacédo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliagdo sugerida é a seguinte:

1 Avaliagdo Formativa 30%
2 | Avaliagdo Sumativa | 30%
3 | Avaliagdo Sumativa Il 40%
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Calendarizacao
Unidade Temas e Atividades Estimativa do
tempo
Unidade 1: Proposicdo: representacao simbdlica e tabela de 20 horas
Légica verdade
Conectivos logicos e valores-verdade;
Quantificadores, predicados e validades;
Légica boleana
Unidade 2: Conjuntos: 40
Conjuntos
,J 1.1. Subconjuntos e igualdade de conjuntos;
e Célculo
Combinatdrio 1.2. Elementos de um conjunto; definicdo de um
conjunto (finito e infinito)
1.3. Relagdes entre conjuntos;
1.4. Conjuntos de conjuntos: partes de um conjunto;
1.6. Operagdes em conjuntos (unido; intersecgdo;
complemento; produto cartesiano) e propriedades;
1.7. Conjuntos contaveis
1.8. Ndmero de elementos de um conjunto finito.
Anélise Combinatéria:
2.1. Contagem
2.2. Arranjo, permutacdo e combinagdo (com e sem
repeticoes)
2.3. O Polinémio binomial - O Tridngulo de Pascal
Unidade 3 Relagdes - &ria em um conjunto, 30 horas
Relagbes, 1.1. RelagBes binarias e suas propriedades: relagdo de
Matrizes e equivaléncia e relagdo de ordem parcial; classes de
demonstragéo. equivaléncia;

1.2. Fungdo: definicdo e terminologia; funcdo bijectiva

e inversa de uma fungdo; composicdo de funcdes;
1.3. Conjuntos equivalentes e cardinalidade;
1.4. Permutagdo de um conjunto;

1.5. Recurs3o e relagdo de recorréncia

10
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Matrizes
2.1. Definicéo e terminologia;

2.2. Operagbes com matrizes e suas propriedades:

Soma, multiplicagéo;

2.3. Matrizes boleanas.

Demonstragao

3.1. Técnicas da demonstracéo: inducéo finita;

Unidade 4.

Grafos e arvores

Teoria de grafos

1.1. Caminho eureliano;

1.2. Ciclo hamiltoniano;

1.3. Caminho Minimo e Arvore Geradora Minima

1.3. Algoritmo de busca.

30 horas

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos deste curso s3o:

Unidade O

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e Manuais do 8°, 9° e 10° anos de escolaridade da autora Maria Augusta Ferreira
Neves.

Unidade 1

Leituras e outros recursos obrigatorios:

* Gersting, J. |. (2007). Mathematical Structures for Computer Science: A Modern

Approach to Discrete Mathemetics. (6. ed). New York: W. H. Freeman and
Company.

* Gersting, J. . (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computacéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e

Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

11
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Leituras e outros recursos opcionais:

* Lipschutz, S. & Lipson, M. (2004). Matemética Discreta. (H. B. Medeiros, Trad.). (2°
ed). Porto Alegre: Artmed Editora S. A. (Obra original publicada em 1997)

* Menezes, P. B. (2005). Matematica Discreta para Computacao e Informatica. (2°
ed). Porto Alegre: Editora Sagra Luzzatto S/A

Unidade 2

Leituras e outros recursos obrigatorios:

* Gersting, J. |. (2007). Mathematical Structures for Computer Science: A Modern
Approach to Discrete Mathemetics. (6. ed). New York: W. H. Freeman and
Company.

e Gersting, J. I. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computagéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

® Leituras e outros recursos opcionais:

e Lipschutz, S. & Lipson, M. (2004). Matematica Discreta. (H. B. Medeiros, Trad.). (2°
ed). Porto Alegre: Artmed Editora S. A. (Obra original publicada em 1997)

* Menezes, P. B. (2005). Matematica Discreta para Computacao e Informatica. (2
ed). Porto Alegre: Editora Sagra Luzzatto S/A

Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatorios:

* Gersting, J. |. (2007). Mathematical Structures for Computer Science: A Modern
Approach to Discrete Mathemetics. (6. ed). New York: W. H. Freeman and
Company.

e Gersting, J. I. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computagéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

® Leituras e outros recursos opcionais:

e Lipschutz, S. & Lipson, M. (2004). Matematica Discreta. (H. B. Medeiros, Trad.). (2°
ed). Porto Alegre: Artmed Editora S. A. (Obra original publicada em 1997)

* Menezes, P. B. (2005). Matematica Discreta para Computacao e Informatica. (2
ed). Porto Alegre: Editora Sagra Luzzatto S/A

12
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Unidade 4

Leituras e outros recursos obrigatérios:

* Gersting, J. I. (2007). Mathematical Structures for Computer Science: A Modern
Approach to Discrete Mathemetics. (6. ed). New York: W. H. Freeman and
Company.

e Gersting, J. I. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computagéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

® Leituras e outros recursos opcionais:

* Lipschutz, S. & Lipson, M. (2004). Matematica Discreta. (H. B. Medeiros, Trad.). (2°
ed). Porto Alegre: Artmed Editora S. A. (Obra original publicada em 1997)

® Menezes, P. B. (2005). Matemética Discreta para Computagao e Informética. (2°
ed). Porto Alegre: Editora Sagra Luzzatto S/A

13
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Unidade 0. Diagnéstico

Introducao a Unidade

O propésito desta unidade ¢ verificar a compreensdo dos conhecimentos que vocé possui

relacionados com este curso.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

e |dentificar os elementos do conjunto N, Z, Q e R;

e Determinar os elementos de um conjunto, cujos elementos tém uma
determinada propriedade.

* Determinar o valor de uma expressdo numérica.

14



Unidade O. Diagnéstico

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Teste Diagnostico sobre conjuntos numéricos e operagdes com seus elementos.

Instrucoes
Este é um teste diagndstico, com caracter meramente informativo, que permite avaliar o seu
perfil de entrada no curso de Matemética Discreta.
Critérios de Avaliacdo
Sao dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos.
Escala de avaliacdo:
Insuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);
Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);
Bom: 140 a 170 (exclusivo);

Muito bom: 170 a 200.

Os alunos com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com condicdes para iniciar o

médulo.
Avaliacao

1. Represente por extensdo os seguintes conjuntos:
1.1. A={x X N:x X par e x X menor que 25}
1.2. B={x X Z: [x~2-x/2+1/2=0}] ~
1.3. C={x X Q: [x~2—-x/2+1/2=0}] ~
1.4.D={x X R: [x~(2)+1=0}] ~
1.5. E={x € N:x >0 e x<4}

2. Determine o valor das seguintes expressdes numéricas:

2.1. =5=(=7)+5+3X5=

2.2. (1/2+3-1/4)/(1/2+1/3%X3) =

2.3. / ((=4)~2)+K ((—=3)~3 ) —5/2=

2.4. (2~4+2X2~(=1))/2~3 =

2.5. Sabendo que é par, que é impar e que é um real qualquer, determine

J(n&a”n )+ J(m&a”m )

15
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Leituras e Outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Outros

Recursos do curso”.h.1ksv4uv

16



Unidade 1. Légica

Unidade 1. Légica

Introducao a Unidade

A logica tem uma importéncia capital para qualquer ciéncia, e em particular para a Ciéncia de
Computagao. Através da Logica, obtém-se uma linguagem rigorosa, uma forma muito util de

abstrair e um raciocinio muito rigoroso.

Pretende-se nesta unidade oferecer ferramentas da Légica Matematica que permitam uma

forma de pensar organizado e cuidadoso. Estuda-se a légica boleana.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

* Determinar o valor l6gico de uma proposi¢édo e de um predicado.
* Determinar o valor de verdade de alguma interpretacdo na logica de predicados.
e Construir a tabela de verdade de uma proposicao.

* Representar afirmagdes na lingua portuguesa utilizando a légica proposicional e
de predicado.

e Demonstrar relagdes na dlgebra boleana.

17
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Unidade 1. Légica

Actividades de Aprendizagem

Actividade 1.1 - Proposicao: representacao simbdlica e tabela

de verdade

Introducao

Nesta unidade pretende-se que se conhega o conceito de proposicao e de féormula bem-
formada. Pretende-se que se determine a tabela de verdade de uma férmula bem-formada, e
estabelecer correspondéncias entre as férmulas bem-formadas. Traduzir uma proposigdo para
a linguagem simbdlica e determinar o seu valor l6gico é uma meta a alcancar. As actividades

propostas servem essencialmente para melhorar a capacidade de abstracéo.

Detalhes da actividade

Proposi¢do. E uma frase, ou uma expresséo, da qual faz sentido dizer que é falsa ou que é

verdadeira (valor de verdade, ou valor légico, de uma proposicao).

Exemplo.

1. "Acidade de Paris fica em Inglaterra” é uma proposigdo com valor légico
falsa.

2. "2+2=4" é uma proposi¢do pois é verdadeira.
" z . n ~ s . ~ . ~ ’ .

3. Azul é uma linda cor” nao é proposigdo pois esta frase ndo é rigorosamente
verdadeira , nem falsa.

4. "Olivro é do Jodo ou do Rui” é uma proposicédo, pois esta frase pode ser

verdadeira (caso o livro seja de um deles) ou falsa (caso o livro ndo seja de
nenhum deles).

Principios. A légica que se vai estudar baseia-se em dois principios:

* Principio do terceiro excluido - uma proposicdo é verdadeira ou falsa;

* Principio da ndo contradigao - uma proposicdo ndo pode ser verdadeira e falsa
ao mesmo tempo.

Conectivo légico, ou operador légico. E um simbolo (ou palavra) usado para conectar, ou unir,
duas proposi¢des de modo que o valor da verdade da proposi¢do obtida dependa apenas dos

valores l6gicos das proposi¢des conectadas e do conectivo utilizado.

Os conectivos l6gicos mais comuns s3o:
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Conjuncgéo (e): “A” ou “&” ou “”. Conjuncdo de duas proposicdes p e q,
escreve-se normalmente pAq (p e q).

Disjungao (ou): “v”. Disjuncdo de duas proposi¢cdes p e g, escreve-se
normalmente pvq (p ou q).

“«_n

Negacédo (ndo): “=” ou “~". Negagado de uma proposicdo p, escreve-se
normalmente —p (ndo p, ou ndo é verdade que p).

Implicacdo material ( se ..., entdo): “=” ou “=”". uma proposicédo p implica
uma proposicao g, escreve-se normalmente p—q (se p entdo g, p sé se g, q
é a condigdo necesséria para p, p é a condigao suficiente para g), neste caso
diz-se que p é antecedente e que g é consequentemente. Associada a uma
implicagao p—q esté associada mais duas proposi¢des: q—p, a sua reciproca;
e 7q—"p, a sua contraposta.

"__n

Bicondicional, ou equivaléncia formal, ( se e somente se): “=” ou “&” ou
ou "=". Uma proposi¢do p é equivalente g, escreve-se normalmente peq
(p equivalente a q).

Tabela de verdade. Os valores l6gicos de uma proposicdo sdo resumidos em uma tabela,

denominada tabela da verdade.

Apresenta-se abaixo as tabelas da verdade da conjuncao, disjun¢do, negacao, implicagéo

material, bicondicional e disjun¢do exclusiva:

pPla|phg Pla|pVyg

Vivi V Vivi V p|p
VIF| F VIF| V V| F
F|V]| F F|\VvV| V F|V
F|F| F F|F| F

Plq|pP—4q pPlq|P—(q plq|pYyq
Viv]i V ViV VvV VIV] F
VIF| F VIF F VIF| V
Fl\V] V F\V| F FIVI V
FIF| V FIF| V F|F| F

Observagdo. Nota-se que:

* A conjungdo de duas proposicao é verdadeira se essas duas proposigdes sao
simultdneamente verdadeiras, e falsas em outros casos.
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Exemplo. A proposicéo “Praia é capital de Cabo Verde e Lisboa é capital de Portugal” é uma
proposicdo verdadeira. Mas a proposicao “Praia é capital de Cabo Verde e Lisboa é capital de

Guiné Bissau” é falsa.

* Adisjuncao de duas proposigdes ¢é falsa se essas duas proposicdes sdo
simltdneamente falsas, e verdadeiras em outros casos.

Exemplo. As proposicdes “Praia é capital de Cabo Verde ou Lisboa é capital de Portugal” e
“Praia é capital de Cabo Verde ou Lisboa é capital de Guiné Bissau” sdo verdadeiras. Mas a

propsicdo “Praia é capital de Portugal ou Lisboa é capital de Guiné Bissau” é falsa.

* Aimplicagdo de duas proposicoes ¢ falsa se o antecedente ¢ verdadeiro e o
consequente falso, e verdadeira em outros casos.

Exemplo. A proposicédo “se Praia é capital de Cabo Verde, entdo Lisboa ¢ capital de Guiné

Bissau” é falsa, mas “se Praia é capital de Guiné Bissau, entdo Lisboa é capital de Cabo Verde”
é verdadeira. Também a proposicdo “se Praia é capital de Guiné Bissau, entdo Lisboa é capital
|ll

de Portugal” é verdadeira. Mas “se Praia é capital de Cabo verde, entdo Lisboa é capital de
Cabo Verde” é falsa.

* A equivaléncia de duas proposi¢des é verdadeira quando essas proposi¢des tém
os mesmos valores l6gicos, isto é, ambos verdadeiros ou ambos falsos, e falsa
noutros casos.

* Anegagdo de uma proposi¢do tem valor l6gico contrario a essa proposicao.

Formulas bem-formadas (fof). Numa linguagem légica estuda-se dois aspectos, a sintaxe e
a semantica. A sintaxe diz respeito as regras de formagdes das expressdes logicas a utilizar,
chamadas férmulas bem-formadas, enquanto que a semantica diz respeito aos significados

dessas expressoes.
Na linguagem do calculo proposicional considera-se a sintaxe e semantica que se seguem:

Sintaxe. Uma varidvel proposicional é um simbolo p,q,r, etc., ao qual pode-se atribuir valor
l6gico V ou F. Uma proposicdo atdmica é uma varidvel proposicional ou uma constante, V ou
F. Uma féormula bem-formada que nao seja uma proposigdo atémica diz-se uma proposigao

composta. Uma férmula bem-formada fica definida da seguinte forma:

* Ve Fsédo férmulas bem-formadas e toda variavel proposicional é uma forma
bem-formada;

e Se P e Q sdo férmulas bem-formadas e c_i é um conectivo légico, entdo Pc_i Q é
uma férmula bem-formada.

* Toda férmula bem-formada é formada por estas regras
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Observacgao. Os parénteses funcionam como simbolos auxiliares que indicam como a férmula
bem-formada é formada. Para evitar o uso excessivo de parénteses, convenciona-se que as

seguintes operagdes légicas sdo consideradas pela seguinte ordem de prioridade:

Ordem de prioridade | Conectivo logico
1° -

2° A

3° V
N

—

40
50

Exemplo. A afirmagédo “fogo é uma condigdo necesséria para a fumaga” é equivalente a
afirmacdo “Se ha fumaga, entdo ha fogo”. Logo, se p representa a afirmacao “héa fumaga” e
q representa a afirmagdo “ha fogo”, entdo a proposicdo p—q é a representacdo da afirmacao

“fogo é uma condigdo necessaria para a fumaga” na légica proposicional.

Dada uma férmula bem-formada, interpretando cada uma das suas varidveis proposicionais,

ou , obtém-se uma interpretacdo para essa férmula bem-formada:

* Uma féormula bem-formda diz-se uma Tautologia se ela é verdadeiro para todos
os possiveis valores l6gicos das proposi¢cdes atémicas que a compdem.

* Uma férmula bem-formada diz-se uma contradicdo se ela ¢ falsa para todos os
possiveis valores légicos das proposi¢cdes atdmicas que a compdem.

e Uma férmula bem-formada diz-se uma contingéncia se ndo é nem tautologia nem

contradico.

A proposi¢ao pv-p é uma tautologia, pois:

p|l-p|pV-p
V %4
F %4

F
V

Exemplo. A proposi¢do pA=p é uma contradi¢do, pois:
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Equivaléncia légica. Duas formulas bem-formadas séo equivalentes, ou iguais, se elas tém
tabelas de verdade idénticas, ou seja, para os mesmos valores l6gicos das proposi¢des
atomicas que as compdem, essas formulas bem-formadas assumem os mesmos valores
l6gicos. Para indicar que duas férmulas bem-formadas P e Qsao equivalentes, escreve-se P=Q,

ou P&Q.

Exemplo. As féormulas bem formadas p—q e =pvq séo equivalentes. Com efeito:

pPlalp—q plp|q|pVg
Vi Vv Vi F V| V
F| F V| F|F| F
Vi Vv Fiviv, VvV
F| V FIF V| V

S EESES

De seguida, passa-se a indicar algumas equivaléncias entre algumas férmulas bem-formadas:
Lei do terceiro excluido: pv-p=V.
Lei da contradi¢do: pA-p=F.
Leis da identidade: pAV=P; pVF=p.
Leis da absor¢do: pvV=V; pAF=F.
Leis da idenpoténcia: pVp=p; pAp=p.
Lei da dupla negacéo: =(=p)=p.
Leis da comutatividade: pvq=qVp; pAQ=gAp.
Leis da associatividade: pv(qvr)=(pvq)Vvr; pA(gAr)=(pAg)Ar
Leis da distributividade: pv(gAr)=(pvq)A(pVr); pA(qVr)=(pAq)V(pAr).

Leis de De Morgan: =(pAq)=-pV-q; 7(pVq)=-pA-q.

Conclusao

Os conectivos l6gicos unem duas proposi¢des formando uma férmula bem-formada. Uma
formula bem-formada pode ser uma tautologia, uma contradigdo ou uma contingéncia. A
construgdo da tabela da verdade de uma férmula bem-formada é muito importante para
avaliar a natureza semantica de uma férmula bem-formada. Na construcdo de uma férmula
bem-formada, deve-se respeitar as regras de sintaxe. As propriedades de equivaléncias entre
as férmulas bem formadas podem ser utilizadas para deduzir outras equivaléncias entre as

formulas bem-formada.
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Avaliacao

Quais das seguintes frases sdo prosicoes:

a. 14 é um nimero impar.

b. Lisboa ¢ a cidade capital de Portugal.

c. Amarelo é uma cor linda.

Indique o valor légico das seguintes proposigoes:
a. é um nimero composto.

b. Canada é uma cidade.

c. O nimero 2 é primo ou 4 é par.

d. Se 2 nao for primo, entédo 4 é impar.

e. Se 2 néo for primo e 4 for par, entdo 4<2.

Identifique todas as proposi¢des atomicas nas frases seguintes e
represente-as por simbolos p, g, r, etc. Em seguida escreva as frases sob
a forma simbdlica:

o]

. Se os impostos forem aumentados ou os gastos governamentais forem

diminuidos, ndo havera inflacéo.
b. Se a Maria esté no ginasio, entdo a Marta estd no ginéasio.
c. Ele vira se tu avisares.

d. Amanha vou de autocarro se ele parar no Rossio, ou vou de téxi se tiver

dinheiro.
e. Se acabar o meu trabalho vou a praia se fizer bom tempo.
f. Uma condigdo necesséria para x ser primo é que x seja impar ou x=2.

g. Uma condigéo suficiente para que uma funcéo f seja continua é que f seja

diferenciavel.
h. Ela morre hoje a menos que consiga auxilio médico.
Construa as tabelas de verdade para as seguintes proposicoes:
a. pVv(gar)
b. (p—~q)A(q—q)
¢. (pvrq)e(rap)

Mostre que p—q é equivalente a sua contraposta, mas ndo é equivalente
a sua reciproca.

24




Unidade 1. Légica

Actividade 1.2 - Predicados, quantificadores e validades

Introducao

Pretende-se nesta actividade que vocé identifique um predicado e que determine o seu
valor légico. A tradugdo de uma afirmagéo da linguagem corrente para linguagem da légica
proposicional é um exercicio muito importante, e deve ser muito bem explorado, pois
permitird de uma certa forma analisar a veracidade de uma afirmagéo qualquer que se possa
fazer no dia-a-dia. Também vocé devedeterminar se uma determinada férmula bem-formada
é ou ndo valida, e em caso negativo identificar uma dada interpretagdo onde a férmula bem

formada é falsa.

Detalhes da atividade

Funcao proposicional, ou condicdo, ou predicado. Seja A um conjunto arbitrario. Uma
funcdo proposicional definida em A é uma expresséo p(x) tal que, para todo a€A, p(a) é uma
proposi¢do. O conjunto A é dito dominio de p(x) e o conjunto T_p de todo o valor a€A para o

qual p(a) é verdadeira é chamado conjunto verdade de p(x).

Exemplo.

Ache o conjunto verdade do predicado p(n) definida no conjunto N, dos inteiros positivos:
p(n): n é par. Entdo T_p={2,4,6,..}, isto é, o conjuntos dos inteiros positivos pares.

p(n): n+3<5. Entdo T_p={1,2}.

p(n): n+5=0. Entdo T_p=0.

p(n): n+3>3. Entdo T_p=N.

Quantificador Universal. Seja p(x) uma fungdo proposicional definida num conjunto A. A
expressdo (VxEA)(p(x)), ou Vx,p(x), 1é-se “para todo XEA p(x) é uma proposicdo verdadeira se

e s6 se T_p=A. O simbolo V, |é-se "para todo”, e denomina-se por quantificador universal.

Quantificador existencial. Seja p(x) uma funcdo proposicional definida num conjunto A. A
expressdo (IxEA)(p(x)), ou Ix,p(x), |é-se “existe um x€A tal que p(x) é uma proposigao
verdadeira se e sé se T_p#A. O simbolo 3, |&-se “existe um”, e denomina-se por quantificador

existencial.

Exemplo. Vai determinar-se o valor l6gico das seguintes proposicoes:

* (VneN)(2n+123) é uma proposicdo verdadeira, pois
neN e 2n+1=3 & neNen>1,

ou seja, T_p=N.
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* Seja p(x,y): x-y=0 uma fungéo proposicional definida no conjunto R"2. A prosicao
V(xy),p(xy) é falsa, pois T_p é o conjunto dos pontos da recta definida pela
equagdo y=x, logo é diferente de R"2. Evidentemente que, a proposicdo 3x,p(x,y)
€ uma proposicao verdadeiro.

* Seja p(x): x*2-1<0 uma funcéo proposicional definida em Z. A proposi¢ao 3x,p(x)
é falsa, pois T_p=0. Nota-se que

rER e 2 -1<0 & xc]-1,1[.

* Seja A={Pedro,Paulo,Manuel} e seja s a proposicdo “faz sol”. Seja também
a fungéo proposicional “p(x): x vai a praia” definida no conjunto A. Entdo, a
proposicdo “se faz sol, entdo alguém vai a praia” traduz-se em linguagem
simbdlica por s—3x,p(x); a proposi¢ao “se o Pedro e o Paulo vao a praia, entédo o
Manuel vai a praia” traduz-se em linguagem simbdlica por p(t)Ap(r)—p(s), onde t,
r e s representam, respectivamente, Pedro, Paulo e Manuel

Negacao de proposicoes com quantificadores.

o Vx,p(x) =3 xp(x);

e -3xp(x) =V x,p(x).

Fungdes proposicionais com mais de uma variavel. Seja A=A_1xA_2x...xA_n. Uma expressdo
proposicional (de n variaveis) definida em A é uma expressao p(x_1,x_2,...,x_n) tal que para

todo (a_1,a_2,...,a_n)€A, p(a_1,a_2,...,a_n) é uma proposigao.

Uma fungdo proposicional de n varidveis precedida de um quantificador para cada uma das

variaveis &€ uma proposigao.

Exemplo. Seja B={1,2,3,...,9}, e seja a funcdo proposicional p(x,y) definida por “x+y=10" em

A=BxB=B/2.. Entdo ¥x3y,p(x,y) € uma proposicdo verdadeira. Nota-se que

2[vx, 3y p(xy)]I=3x (- (Fyp(xy)))=3%,(Vy,p(xy))=3x,(Vyx+y#10)

é uma proposicao falsa.

Férmulas bem-formadas do célculo de predicado.

Sintaxe.

Os simbolos utilizados no calculo de predicados sao:
Variaveis: x, y, z, etc., eventualmente com indices.
Constantes: a, b, ¢, etc., eventualmente com indices.

Simbolos de predicados: p, g, r, etc., eventualmente com indices.
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Conectivos: 1, A, V, =, ©.
Quantificadores: v, 3.
Auxiliares: ()

Chama-se termo a toda variavel ou constante.

Um predicado atémico é toda expressao do tipo p(t_1,t_2,...,t_n) de neEN varidveis, onde

t_1,t_2,...,t_n sdo termos. V, F e todo simbolo proposicional sdo também predicados atémicos

e Todo o predicado atémico é uma férmula bem-formada.

* Se A e B sdo férmulas bem-formadas e x é uma varidvel, entdo as expressdes
seguintes sdo férmulas bem-formadas: (A), AAB, AVB, A—B, A<B, 3x,A, Vx,A.

Prioridade dos conectivos légicos.

Ordem de prioridade | Conectivo 16gico
1° - vV 4

2° A

3° V

N

—

40
50

Escopo de um quantificador.

* Na férmula bem-formada 3x,A, diz-se que A é escopo de 3x.

* Na férmula bem-formada vx,A, diz-se que A é escopo de Vx.

A ocorréncia de uma varidvel x numa férmula bem-formada diz-se limitada se ela figurar num

quantificador ou estiver no escopo de 3x ou Vx. Caso contrario, diz-se livre ou muda.

Exemplo. Seja 3x,(Vy (q(x; y) = q(y; z))) uma féormula bem formada num universo qualquer. O
escopo de Ix é Vy,(q(x; y) = q(y; z)) e o esopo para Vy é q(x; ¥) = q(y; z). Nesta férmula bem-

formada as ocorréncias das varidveis x e y sdo limitadas, enquanto que a variavel z ¢ livre.

Semantica.
Uma interpretagdo para uma férmula bem-formada de predicados consiste em:

Um conjunto D#@, chamado dominio, ou universo, da interpretacdo, juntamente com uma
correspondéncia que associa os simbolos da férmula bem-formada com os elementos de D,

do seguinte modo:
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* A cada simbolo de predicado corresponde a uma determinada relagdo entre os
elementos de D;

* Um predicado sem argumentos é uma proposicdo e atribui-se-lhe um dos valores
VouF;

* A cada variavel livre faz-se corresponder um elemento de D;

* Atodas as ocorréncias livres de uma mesma variavel faz-se corresponder o
mesmo elemento de D;

* A cada constante faz-se corresponder um e um s6 elemento de D;

* Atodas as ocorréncias de uma mesma constante faz-se corresponder o mesmo
elemento de D.

Exemplo. A férmula bem-formada vx,p(x) é verdadeira para a interpretagdo D=N e p(x): x>0.

Exemplo. A férmula bem-formada Vx,q(x,a) ¢ falsa para a interpretagdo D=7 e q(x,y): x>y e a=7.

Exemplo. A afirmagédo “todo papagaio é feio” (na linguagem corrente) pode ser escrita
utilizando simbolos da légica de predicado. Considere a férmula bem-formada vx,[p(x)—q(x)]
e a interpretagdo: o universo U é o conjunto de todas as coisas, o predicado p(x): x é papagaio
e que o predicado q(x): x ¢ feio. Para esta interpretacgdo, a afirmagéo acima referida é

equivalente a esta férmula bem-formada.

Observagdo. A ordem na qual os quantificadores aparecem numa férmula bem-formada é
muito relevante. Uma férmula bem-formada predicativa pode ter valor légico verdadeira ou

falsa, mas pode nao ter valor légico.

Exemplo. Sejam as férmulas bem-formadas Vx,(3y,q(xy)) e 3x,(Vy,q(xy)). Para o dominio D=Z e
predicado q(x,y): x>y, a primeira férmula bem-formada é verdadeira enquanto que a segunda

formula bem-formada é falsa.
Uma férmula bem-formada do célculo dos predicados diz-se:
Vélida ou tautologia se for verdadeira para todas as interpretagdes.

Exemplo. A férmula bem-formada vx,p(x)—3x,p(x) é valida, pois em qualquer dominio se
Vx,p(x) é verdadeira, entdo 3x,p(x) é verdadeira (recorda-se que uma implicacdo ¢ falsa se e s6

se o antecedente é verdadeiro e o consequente faso.
Satisfazivel se houver alguma interpretagdo onde ela é verdadeira;

Exemplo. A férmula bem-formada 3x,p(x)—=Vx,p(x) ndo é valida, pois se o universo é U=Z, p(x):
x é par , a formula bem-formada ¢é falsa para esta interpretacéo, isto é, quando o antecedente
for verdadeiro, o consequente é falso. No entanto é satisfazivel, pois é verdadeira para o

universo U de todos os nimeros pares e p(x); x é par.
Contraditéria, ou contradicdo, se for falsa para qualquer interpretacéo.

Uma interpretacéo diz-se satisfazer uma férmula bem-formada A se ela a torna verdadeira.
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Conclusao

As férmulas bem-formadas predicativas podem ser vélidas, satisfazivel ou contraditéria.

A interpretagdo de uma férmula-bem formada predicativa é muito importante para a

determinacdo da sua natureza. Para cada interpretagdo, uma férmula bem-formada pode

ser verdadeira ou falsa (nesse caso serd uma proposi¢do) ou ndo ter valor da verdade, isto

é, o valor da verdade de uma férmula bem-formada predicativa pode depender da sua

interpretacéo.

1.

Avaliacao

Seja A={1,2,3,4,5}. Determine o valor légico de cada uma das
proposicoes seguintes:

a. (Vx€A)(x+3<10)
b. (Vx€A)(x+3<7)
c. (3x€A)(x+3=10)
d. (3xE€A)(x+3<5)

Determine o valor légico de cada uma das proposi¢des seguintes, onde
o dominio é o conjunto U={1,2,3}:

a. IxVyx" 2<y+1
b. VxVyx"2+y”2<12
c. VxAyx"2+y*2<12

Expresse as seguintes afirmagdes na forma de calculo de predicados,
onde o dominio é o conjunto dos nimeros inteiros:

a. Sexestdentre 1 e 2, e sey estd entre 2 e 3, entdo a diferenca entre x e y

nao pode exceder 2.
b. Se x é divisivel por 4, entdo x ndo pode ser primo.

Suponha que o universo do discurso € um grupo de pessoas. Traduza
a seguinte afirmagdo em célculo de predicado: “Toda a gente aqui fala
inglés ou francés”.

No dominio de todos os animais, como se traduz as seguintes
afirmagdes em célculo de predicados:

a. "Todos os ledes sao predadores”.
b. “Sé os ledes rugem”.

c. "As aranhas comem insectos”.
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d. "Alguns ledes vivem em Africa”.
e. "Alguns animais comem insectos”.
f.  “As aranhas s6 comem insectos”.

Para cada uma das formulas bem-formadas abaixo indicadas, ache
interpretacdo na qual seja verdadeira e na qual seja falsa:

a. Vx[p(x)-3yq(xy) |-
b. [Vx,p(x)-Vx,q(x)]>Vx,[p(x)—~q(x)]-
¢ VxVy[p(xy)—qxy)l

d. 3Ix[p(x)AVyq(xy)]-

Verifique se cada uma das férmulas bem-formadas predicativas é valida,
satisfazivel ou contraditéria:

a. vx[p(x)vq(x)]-vxp(x)VVx,q(x).
b. [3xp(x)AIx,q(x)]=3x[p(x)Aq(x)]-
¢ Vxa(p(x))e[VxpX)]-
d. Ixp(x)e[vx(p(x))].

e. Vx,p(x)v3Ixq(x)=Vx[px)vq(x)].
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Actividade 1.3 - Légica Booleana

Introducao

Em Matemética certas propriedades sdo aplicadas em contextos diferentes, uma vez que
existem estruturas, reguladas por axiomas, e esses axiomas sao satisfeitos em circunstancias
diferentes. Estuda-se aqui a Algebra Booleana que é uma estrutura matematica que sirva de
base a légica proposicional e a teoria de conjuntos (que iremos estudar com mais pormenores

na unidade 2).

O isomorfismo entre duas algebras booleanas é um aspecto importante que ajuda a perceber

|u

a semelhancga “quase total” entre dois modelos da é&lgebra booleana que aparentemente séo

diferentes.

Detalhes da atividade

Algebra Booleana. Seja B um conjunto no qual s&o definidas duas operacdes binérias, que se

"o

denota por “+"” e por “-", e uma operagdo unaria, que se denota por “'". Sejam “0"” e “1"” dois

elementos de B. Uma algebra booleana é uma estrutura matematica [B,+,-,0,1] que satisfaz as

seguintes propriedades, para quaisquer X, y, z pertencentes a B:
Propriedade comutativa:
(L.a) X+Y=y+X; (1.b) xy=yx
Propriedade distributiva:
(3.a) x+(y-z)=(x+y)-(x+2); (3.b)  x(y+z)=(x-y)+(x'z)
Propriedades de identidades:
(4.a) x+0=x; (4.b) x1=x
Propriedades complementativas:

(5.a) x+x'=1; (5b) xx'=0

u_ i

O elemento “0” denomina-se por zero, o elemento “1” denomina-se por unidade e “x'”, para
" ”

todo x€B, denomina-se por complemento de “x”. Os resultados das operages “+" e “” sdo

denominado por soma e produto, respectivamente.

min «n

Nota. Por convengdo, a menos que se use parénteses, “*” tem prioridade acima de “-” e “” tem

prioridade acima de “+".

Exemplo. Seja B o conjunto formado pelos nimeros inteiros 0 e 1 (bits). Para todo x, y

pertences a B define-se as as seguintes operagdes:
x+y=max{x,y};

x-y=min{x,y};
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1'=0.

[B,+,-,,0,1] é uma algebra booleana. A demonstracao faz-se verificando as 10 propriedades
da definicdo. A laia de exemplo, demonstra-se as propriedades comutativas (adigdo e
multiplicagdo) e a propriedade distributiva da adicdo em relacdo a multiplicagao. O resto fica

para exercicios.
Comutatividade de "+":
0+0=04+0=max{0,0}=0;
0+1=max{0,1}=max{1,0}=1+0=1;
T+1=1+1=max{1,1}=1.
Comutatividade de “.":
0-0=0-0=min{0,0}=0;
0-1=min{0,1}=min{1,0}=1-0=0;
1-1=1-1=min{1,1}=1.

Distributividade de "+" em relacdo a “-":

x|y = v+ (y-2) (x+y) - (xr+2)

0/0[0[0+(0-0)=0+0=0|(0+0)-(0+0)=0-0=0
0/0[1|0+(0-1)=0+0= (0+0)-(0+1)=0-1=0
0[1]/0/0+(1-0)=04+0=0[(0+1)-(0+0)=1-0=0
0/1]1[0+(1-1)=0+1=1]O0+1)-(0+1)=1-1=1
0/0[0[1+(0-0)=1+4+0=1[(1+0)-(1+0)=1-1=1
1/0(1|14+(0-1)=140=1|(14+0)-(1+1)=1-1=1
L[1[(0[1+(1-0)=14+0=1|(1+1)-(1+0)=1-1=1
111 |1+(1-)=1+1=1|(1+1)-1+1)=1-1=1

Conclui-se desta forma que para todo x, y, z pertencentes a B, tem-se x+(y-z)=(x+y)-(x+z).

Exemplo. Seja nEN e n=2, e seja B_n o conjunto das sequéncias de n bits. A adicdo e a
multiplicagdo de dois elementos de B_n faz-se bit por bit, e o complemento de um elemento
faz-se bit a bit, de acordo com a adigdo, a multiplicagdo e o complemento de bits, vistos no
exemplo anterior. Entdo [B_n,+,-,0,1] & uma algebra boleana, onde “0” é uma sequéncia de n

zeros e "1" é uma sequéncia de n uns.
Exercicio. Sejam a=1100110, b=1100101 pertencentes a B_7. Calcule a+b, a'b,a’ e b.

Exemplo. Para todo o conjunto S, o conjunto das partes de S, P(S), com as operacdes de unido,

intersecgdo e complementar constituem uma algebra booleana, onde 0=0 e 1=S.

Exemplo. Seja B o conjunto das proposicoes (proposigdes logicamente equivalentes sao vistas

como iguais), onde para quaisquer a,b €B, tem-se:
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a+b=avb, a-b=aAbe a'=7a.
Entdo, [B,V,A,0,1] é uma algebra boleana, onde “0” é uma contradi¢do e “1” é uma tautologia.

Exemplo. SejaneN, e seja B=D_n, o conjunto dos divisores de n. Para quaisquer a,b€D_n,

tem-se:
a+b=m.m.c(a,b), a:-b=m.d.c(a,b) e a’=n+a.
[D_n,+,,0,1] € uma élgebra boleana, onde o zero, “0”, € o nimero 1 e a unidade, “1", é

Exercicio. Seja a algebra boleana [D_70,+,,0,1] definida acima. Determine: x=35-(2+7");
y=(35-10)+14"; z=(2+7)-(4-10).

Dualidade na algebra boleana. Cada propriedade na algebra booleana tem o seu dual. O

dual de uma propriedade Pobtém-se a partir desta trocando “+" por “-” e “1" por “0".
Exemplo. O dual de (a-1)-(0+a")=0 é (a+0)+(1+a’)=1.

Principio de dualidade. Na algebra boleana, o dual de um teorema é um teorema.
Pode-se deduzir outras propriedades da algebra booleana a partir das j& conhecidas.
Teorema. Seja [B,+,-,0,1] uma élgebra boleana arbitraria, e sejam x,y,z €B:

Propriedade idempotente. “x+x=x" e “x-x=x" . Demonstra-se:

t+r = (x+x)-1 Pela Prop. (4.b)
= (H—r) (x+2')  Pela Prop. (5.a)
= 2+ (z-2) Pela Prop. (3.a)
= 40 Pela Prop. (5.b)
= 7z Pela Prop. (4.a)

r-x = (x-x)+0 Pela Prop. (4.a)
(x-x)+ (z-2)) Pela Prop. (5.bh)

= x-(z+2) Pela Prop. (3.h)

= x-1 Pela Prop. (5.a)

= Pela Prop. (4.b)

Propriedade de limitagdo. x+1=1 e x-0=0.
Propriedade absorvente. x+(x-y)=x e x-(x+y)=x.
Propriedade associativa. (x+y)+z=x+(y+z) e (x-y)-z=x-(y-z).

Exercicios. Prove as propriedades B., C. e D.
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Teorema de unicidade de complemento. Seja [B,+,-,0,1] uma élgebra booleana. Se para todo

XEB, e existe um elemento x_1€B tal que x+x_1=1ex-x_1=0, entdo x_1=x".

Outras propriedades. Numa algebra booleana [B,+,-,0,1], para todo X, y, z pertencentes a B,

tem-se:
Propriedade involutiva. (x')'=x.
0'=1e 1'=0.
Propriedade de DeMorgan. (x+y)'=x"y’ e (x-y)'=x"+y"
Isomorfismo de algebras booleanas. Sejam [B,+,-,0,1] e [C,&,*", 0, 1 ] duas algebras boleanas.

Uma fungdo f:B—C é um isomorfismo destas algebras booleanas se f é bijectiva (injectiva e

sobrejectiva) e para todo x, y pertencentes a B tem-se:

*  fx+y)=f(x)&f(y);
*  flxy)=f()*(y);
e f(x)=(f())"

Teorema de élgebras booleanas finitas. Seja uma élgebra boleana com n elementos (neN). Se
existe um nimero natural m tal que 2/A(m )=n, entao essa adlgebra booleana é isomorfa a uma
algebra booleana cujos elementos sdo partes de um conjunto S com m elementos, com as

operagdes de reunido, intersecgdo e complementar.

Exemplo. Seja B={0,1,a,b}. A adicao (+), a multiplicacéo (-) e o complemento () dos elementos

de B, sdo conforme as tabelas que se seguem:

+ 10| 1|alb - 10| 1]lalb /

O|l0|[1]alb 0O[0]O0]0]O0 01
1111 1]1 1101 ]alb 110
alalllall alO0lalal]O alb
b |bl1]1]|b bl1O|b|O]b “bla

Seja S={x_1,x_2}. Entdo as algebras booleanas [B,+,,0,1] e [P(S),U,n,d,S] sdo isomorfas. Neste

caso, o isomorfismo f:B—P(S) define-se como se segue:

o f(0)=0;
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A maneira como se definiu a fungédo f, ndo deixa duvida que f é:

* Injectiva, isto é, objetos diferentes correspondem a imagens diferentes;

e Sobrejectiva, isto €, o conjunto das imagens de f coincide com o conjunto de
chegada.

No entanto, é necessario mostrar que f satisfaz as propriedades 1., 2. e 3. Como o dominio é
finito e conhece-se a imagem de cada objeto, pode-se verificar estas propriedades analisando

todos os casos possiveis. Por exemplo, para a propriedade 1., pode-se proceder da seguinte

forma:
z |y | flz+y) fl@) U fly) |y | flety) | fl@)Uf(y)
00| f(0)=0 Pud=0 10| f(1y=S|sSub=S
01| f(1)=S5 pus==5 1|1 f(1)=85|5uS=S
0al| fla)=Ax1} | DU{x} = {x1} 1la| f(1)=5|SU{x}=S
0] b | flb) ={x2} | DU {za} = {22} LIb] f(1)y=8|0U{x} =S8
vy | fa+y | AU ) vy fz+y) | f2)Ufy)
a|0]| fla)=Az1} | {z1}UD={x:1} b 0| fib) ={xa} | {z2} UD = {x2}
a|l|f(1)=S {rijusS=S5 bl1| f(1)=8 {z2}US=S
alal| fla)={m} | {z1}U{z1} = {z1} blal| fil)=95 {z2} U {1} =8
alb|fl)y=5 {nfU{e}=2"5 b | b| flb) ={wa} | {wo} U {wa} = {a0}

S&o 16 casos. Para a multiplicagdo, também serd 16 casos. Ja para complemento seré 4 casos.

Estes dois Ultimos casos ficam como exercicios.

Nota. Algebras booleanas isomorfas sio praticamente iguais, diferenciam-se apenas pelos

nomes dos seus elementos e das suas operagdes.

Ordem na algebra boleana. Uma relagdo < num conjunto S diz-se uma ordem parcial se:
Para todo a€s, a<a;
Para quaisquer a,b €S, se a<b e b<a, entdo a=b;
Para quaisquer a,b,c €S, se a<b e b=<c, entdo a=c.

Neste caso, o conjunto S associado a ordem parcial, diz-se conjunto parcialmente ordenado.

u_n

Se a,b €S e axb, diz-se que “a” é um antecessor, ou predecessor, de “b".
Escreve-se também:

ax<b, se a<b e a#b;

a>Db, se b<a;

a>b, se b<a.
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Sucessor imediato. Um elemento beS é um sucessor imediato de um elemento a€S, sea<be

ndo ha elemento x€S tal que, axx<b.
Dois elementos a e b dizem-se ndo comparaveis se a e b ndo estdo em relagdo.

Teorema. Seja [B,+,-,0,1] uma &lgebra boleana arbitraria. Entdo B é um conjunto parcialmente

ordenado pela ordem:
a<b&a+b=b, a,b €B.

Exemplo. Seja B a colecgdo de subconjuntos de um conjunto S. B com as operagdes de
unido, intersecgdo e complemento, é uma algebra boleana com zero igual ao conjunto vazio e
unidade igual ao conjunto S. Nesta dlgebra boleana um conjunto A precede um conjunto B se
ACB, ouseja, AUB=B.

Conclusédo

O Conceito da algebra booleana é de suma importancia, uma vez que permite determinar
objectos matematicos com as mesmas propriedades. Algebras booleanas isomorfas
diferenciam-se apenas pelos nomes dos seus elementos e das suas operagbes. Toda algebra
boleana com n elementos e n=2"m, para algum meN, é isomorfa com uma algebra booleana
cujos elementos sdo as partes dum conjunto S com m elementos, com as operagdes de
reunido, interseccao e complementar. Os elementos de uma algebra boleana sdo parcialmente

ordenados, ou seja, a<b se e sO se a+b=b.

Avaliacao

1. Seja S={0,1}. Entao S"2={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}. Considera o conjunto B
composto por todas as fun¢des definidas de SA2 para S. Para todo
f_1,f_2€B, para todo (x,y)€ES"2, tem-se:

(f.1+f 2)(x,y)=max{f_1 (x,y),f 2 (x,y)}, (f.1-f 2)(x,y)=min{f 1 (x,y),f 2 (x,y)},
f1'(xy)=1sef 1 (xy)=0ef 1’(xy)=0sef 1 (xy)=1.

e Suponha que f_1 (x,y)=1 se x=y, f_1 (x,y)=0 se xzy; f 2 (x,y)=1sex=0ef_2
(x,y)=0 se x=1. Determine f_1+f 2 ;f 1", f 2" e f 1-f 2.

* Mostre que [B,+,,0,1] é uma élgebra boleana, onde 0 é a fungdo contante nula,
isto &, para todo (x,y)€S"2, 0(x,y)=0, e 1 é a fungdo constante, tal que para
todo (x,y)€S"2, 1(x,y)=1.

2. Seja [B,+,-0,1] uma algebra boleana arbitraria. Para todo x, y
pertencentes a B, define-se uma nova operagao @ tal que:
x@y=x-y'+yx". Mostre que, para todo x, y pertencentes a B:
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a. xPy=y®dx;
b. xPx=0;
c. 0bx=x;
d. 16Hx=x.

3. Seja [B,+,,0,1] uma algebra boleana arbitraria. Prove que para quaisquer
elementos x, Y, Z pertencentes a B, entao:

a. (x+y)-(x'+y)=y;
b. (x+y)-(y-x)=x+y;

C. X+y'=x+(xX"y+xy)"

Resumo da Unidade

Relativamente as proposi¢des vocé estudou: os conectivos légicos, tabela de verdade

(equivaléncia légica) e férmulas bem-formadas (tautologia, contradicao e contingéncia).

No que concerne aos predicados abordaou-se : quantificadores, fungdes proposicionais
com mais de uma variavel, formulas bem-formadas de célculo de predicados (satisfazivel e

contraditéria).

No que tange a Algebra Boleana vocé estudou o principio de dualidade na Algebra Boleana,

Algebras Boleanas isomorfas e ordem na Algebra Boleana.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Testes Sumativo - Légica proposicional e de predicados; l6gica boleana.

Instrucoes

O teste tem dez questdes, e cada uma vale dez pontos. Deve apresentar todos os célculos e
todos os fundamentos que sustentam as resolugdes feitas. O teste deve ser resolvido em duas

horas.

Critérios de Avaliacao

S&do dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos.
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Escala de avaliacao:

Insuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);
Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);
Bom: 140 a 170 (exclusivo);

Muito bom: 170 a 200.

O aluno com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com nivel de conhecimentos

suficientes para obter aprovagdo nesta unidade.

1.

Avaliacdo

Traduza a seguinte proposi¢do para a notagao simbdlica:
“Sempre que violetas sdo azuis, as rosas sdo vermelhas e o acucar é doce.”

Construa a tabela-verdade para cada uma das seguintes férmulas bem-
formadas. Diga se € uma tautologia, uma contradi¢gdo ou uma contingéncia:

a. (A—»B)e-AVB;
b. (AV-B)A-(AAB).

Verifique se cada uma das férmulas bem-formadas predicativas é vélida,
satisfazivel ou contraditéria:

a. A(a)—=3IxA(x);
b. Vx,A(x)e[Vx,A(X)];
c. VxA(x)e(Ix,A(x)).

Para cada uma das férmulas bem-formadas abaixo indicadas, ache uma
interpretagdo na qual seja verdadeira e na qual seja falsa:

a. vx,vy,[P(xy)-=P(yx)];
b. 3x,[A(X)]AVyY,B(xy).

Seja [B,+,,0,1] uma élgebra boleana arbitraria. Prove que Vx,y,z €B tem-se:
(x+y’)-z=[(x+2")-(y+2')]"-

Considere a algebra boleana [B,+,,0,1], onde B é o conjunto de todas as
fungdes do conjunto {0,1}x{0,1} ao conjunto {0,1}. Define-se as operagdes

uin

"4 e COmMo O que se segue:
vE 1 (xy).f.2 (xy) €B, V(x,y)€{0,1}x{0,1}

(f1+f 2)(x,y)=max{f 1 (xy).f 2 (xy)}, (f.1-f 2)(xy)=min{f_1 (xy).f 2 (x,y)},
f1(xy)=1sef1(xy)=0ef 1'(xy)=0sef 1 (xy)=1.

a. Defina um isomorfismo entre B e o conjunto P(S), onde S={1,2,3,4}.
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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Unidade 2. Conjunto e Calculo
Combinatdrio

Introducao a Unidade

Na Ciéncia de Computacdo muitos conceitos sdo expressos em linguagens de conjuntos. Os
conjuntos finitos e numeraveis ganham especial interesse, pois na Ciéncia de Computagdo
trabalha-se mais com estes tipos de conjuntos. Estuda-se as operagdes binarias e unarias em
um conjunto, com intuito de verificar se um conjunto associado as operagdes nele definidas

formam uma estrutura algébrica.

A anélise combinatéria estudada nesta unidade é muito importante em ambientes onde se
trabalha com conjunto finitos, pois € um conjunto de ferramentas utilizadas para determinar o
nuimero de elementos de um determinado conjunto formado por uma determinada condigéo

(medigdo da eficiéncia de um algoritmo, é um exemplo de aplicagdo pratica).

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

1. Operar com conjuntos (unido, intersecgdo, complemento, diferenca e
produto cartesiano).

2. Demonstrar a veracidade de uma propriedade, aplicando propriedades
gerais.
3. Resolver problemas, aplicando propriedades de nimero de elementos de

conjuntos finitos.

4. Resolver problemas de contagem, aplicando Principio da Casa do Pombo,
Principio de Inclusdo e de Excluséo, Principio da Multiplicagéo, arranjo e

combinacédo.

5. Desenvolver a poténcia de um binémio.
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_n-(n-l)-(n—2)-...-(n-r+1)

rl

Actividades de Aprendizagem
Actividade 1.1 - Conjuntos: operacgoes e igualdades

Introducao

Conjuntos e suas operag¢des sdo fundamentais em ares de computacéao, pois nesta area quase
sempre trabalha-se na base de conjuntos (base de dados, por exemplo) .

Pretende-se com esta actividade introduzir a nogdo de conjunto, algumas das suas operages
e respectivas propriedades.

A introdugdo do conceito de operagdo (binéria e unaria) em conjunto, serve de base para
compreensao dos outros contetidos desenvolvidos neste médulo.

Como o computador trabalha com conjunto finitos, explora-se aqui esta nogédo, com destaque

para o célculo do nimero de elementos de um conjunto finito.
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Detalhes da actividade
Conjunto. Conjunto é uma colecgdo ndo ordenada de objectos (de natureza qualquer).

Representacdo. Para representar um conjunto utiliza-se letras maisculas (A, B, C, D, etc.) e os
seus elementos por letras minusculas (x, y, z, a, b, ¢, etc.). Se um objecto a estd num conjunto
A, escreve-se a€A, se ndo, escreve-se agA. Um objecto dum conjunto chama-se elemento,

ou membro, desse conjunto. O conjunto que ndo tem nenhum elemento, denomina-se por
conjunto vazio, e representa-se por @. Geralmente numa determinada aplicagdo de teoria de
conjuntos, os elementos de todos os conjuntos em estudo, pertencem a um determinado

conjunto, que se chama conjunto universo.

Conjunto finito e infinito. Um conjunto diz-se finito se ele contém n objectos diferentes, onde

neN; caso contrério o conjunto diz-se infinito.

E possivel descrever conjunto de trés maneiras diferentes:

e Pode listar os seus elementos, um a um (possivel para conjuntos finitos; éptimo
para conjuntos finitos e pequenos). Isto é, para todo neN, se a_1,a_2,...,a_n sédo
elementos do conjunto A, entdo escreve-se A={a_1,a_2,...,a_n};

* Através da definicdo de uma propriedade que determina os seus elementos -
usa-se chavetas para delimitar o conjunto.

e Através da sua representacgdo gréfica.

Exemplo. Seja A o conjunto dos nimeros inteiros positivos menores que 7. Entao:

. A={1,2,3,4,56};
o A={x€EN: x<7}.

Exercicios. Escreva os elementos dos seguintes conjuntos:

o A={x€EN: x é par e x<15};
° B={x€N: x+4=3}.

Subconjunto. Sejam A, B conjuntos. Se para cada a€A, entdo a€B, diz-se que A é um
subconjunto de B, e escreve-se ACB (lé-se A contido ou igual a B), ou B2A (I&-se B contém ou
igual a A). Nota-se que para todo conjunto A, A é subconjunto de si préprio e o conjunto vazio
é subconjunto de A; entdo A e @ dizem-se subconjuntos impréprios de A. Subconjuntos de A
que nao sdo improprios dizem-se subconjuntos proprios. Se A é um subconjunto de B e A=B

escreve-se ACB (|é-se A contido em B), ou BDA (Ié-se B contém A).

Propriedades. Sejam A, B e C conjuntos de um certo universo U. Entdo:

o PSACU;
° ACA;
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e Se ASB e BC(, entdo ACC.

Igualdade de conjuntos. Sejam A e B conjuntos. A e B sdo iguais ou idénticos se tiverem os

mesmos elementos, isto &,
A=BoAcCB e BCA.

Conjunto cujo elementos sdo conjuntos. Seja A={{1,3,5,7},{2,4,6}} um conjunto. Os seus

elementos sdo:

e {1,3,5,7}, isto é, conjunto dos nimeros inteiros positivos impares menores que 8;

e {2,4,6}, isto é, conjunto dos nimeros inteiros positivos pares menores que 8.

Conjunto das partes. Para todo o conjunto A, existe um conjunto, denominado por conjunto
das partes, que se denota por 2"A, ou P(A), cujos elementos sdo os subconjuntos de A, ou

seja,
Be2"AeBCA.

Teorema. Seja A um conjunto finito, com neN elementos, num universo arbitrérioU. Entdo o

conjunto 2/A tem 2/n elementos.
Exemplo. Seja A={2,4,6}. Entao

2NA={0,A {2} {4},{6},12,4}{2,6}.{4,6}}.

Operacoes com conjuntos. Sejam A e B conjuntos.

* Intersecgdo de conjuntos A e B, escreve-se ANB, é o conjunto composto por
elementos x tais que X€A e XEB.

ANB={x: XEA e xE€B}.

Se ANB=0Q, diz-se que A e B sao disjuntos.

e Unido de conjuntos A e B, escreve-se AUB, é o conjunto composto por
elementos x tais que x pertence a pelo menos um dos dois conjuntos, A, B, isto é,
XEA ou XEB.

AUB={x: X€EA ou x€B}.

e Complementar de um conjunto. Seja A um conjunto arbitrario de um universo U.
Complementar de A, representa-se por A”c (ou A" ou _A) , é o conjunto cujos
elementos pertencem a U, mas nao pertencem a A.

Arc={x: x€U e x¢A}.
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¢ Diferenca de conjuntos. Sejam A e B conjuntos dum universo U. Diferenca de A e
B, denota-se A\B ou A-B, é o conjunto cujos elementos pertencem ao conjunto A,
mas ndo pertencem ao conjunto B.

A\B={x: x€EA e x¢B}.

Exemplo. Sejam os conjuntos A={1,2,3,4} e B={2,4,6,8} e C={3,4,5,6}, no universo
u={1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Entdo:

e BAUB={1,2,34,6,8);
e ANC={34};

. AN c)={5,6,7,8,9};
. B\C={2,8}.

Teorema. Sejam A e B conjuntos dum universo U. Se ACB, entdo:

ANB=A e AUB=B.

Teorema. Sejam A, B, C conjuntos dum universo U. Entéo:

1.

2.

9.

Propriedades Idempotente: AUA=A; ANA=A.

Propriedades Associativa: (AUB)UC=AU(BUC); (ANB)NC=AN(BNC).
Propriedades comutativa: AUB=BUA; ANB=BNA.

Propriedades distributiva: AU(BNC)=(AUB)N(AUC); AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
Elementos neutro: AU@=A; ANnU=A.

Elementos absorvente: AUU=U; AN@=0.

Propriedade Involutiva: [(A*c))"c=A.

Propriedades de Complemento: AUA"c=U; ANA*c=0; U"c=0; @"c=U.

Leis de DeMorgan: [(AUB)]*c=A"(c )NB”c; [[(ANB))"c=A"(c )UB*(c).

Principio de dualidade. Seja E uma expressao envolvendo conjuntos, num universo U, e suas

operagdes. Dual de E é uma expressao EA* que se obtém de E substituindo cada ocorréncia

dey,n,Ued, porn, U, @ e U, respectivamente.

Teorema. Seja E uma expressdo envolvendo conjuntos, num universo U, e suas operagdes. Se E

é um teorema, entdo o seu dual EA* é um teorema.

Exercicios. Aplicando as propriedades de operagdes com conjuntos, prove as seguintes

propriedades, para quaisquer conjuntos A, B dum universo U:
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A. AN(AUB); AU(ANB) - Lei de absorvéncia.

AU(ANB) = (ANnU)U(ANnB) Elemento neutro

= An(UUB) Prop. Distributiva
= ANn(BUU) Prop. Comutativa
= ANnU Elemento Neutro
= A Elemento Neutro
AN(AuB) = (Aud)N(AuB) Elemento neutro
= AU(0n B) Prop. Distributiva
= Au(BNH) Prop. Comutativa
= AUl Elemento Neutro
= A Elemento Neutro

B. (AUB)N(AUB~c)=A; (ANB)U(ANB”c)=A.
C. (B*cnU)N(A*cu®)=[(AUB)]"c. Indique o seu dual.

Numero de elemento num conjunto finito. Seja A um conjunto finito num universo U. n(A)

representa o nimero de elementos diferentes de A.

Teorema. Sejam A, B conjuntos finitos num universo U. Entdo AUB e ANB s&o conjuntos finitos
e:

1. n(AUB)=n(A)+n(B)-n(ANB), logo
2. n(AnB)=n(A)+n(B)-n(AUB).
Consequéncia. Se A e B sdo disjuntos, entdo n(AUB)=n(A)+n(B).
A partir deste teorema pode-se deduzir o seguinte:
Teorema. Sejam A, B, C conjuntos finitos num universo U. Entdo AUBUC é finito e:

n(AUBUC)=n(A)+n(B)+n(C)-n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)+n(ANBNC).

Pois:
n(AuBUC) = nl(AUBLC
= n(AUB)+n(C)-nl[(AuB)NnC
n(A)+n(B)=n(ANB) +n(C)~[(ANC)u (BNC)

n(A)+n(B)+n(C)=n(ANB)~n(ANC)+n(BNC) = n((ANC)N(BNC)))
= n(A)+n(B)+n(C)=n(ANB)-n(ANC)-n(BNC)+n(ANBNC)

Nota. Nota-se que para quaisquer A, B num universo U, tem-se:
1. AUB=AU(B\A)
2. B=(AnNB)U(B\A).

Entdo como A e B\A s&o disjuntos tem-se:
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1. n(AUB)=n(A)+n(B\A).

Como também ANB e B\A sdo disjuntos tem-se:
2. n(B)=n(ANB)+n(B\A).

Desta feita, tem-se:

n(B\A)=n(B)-n(ANB).

Nota. Se ACB, entdo n(AUB)=n(B) e n(AnNB)=n(A).

Exercicios. Resolve os seguintes problemas aplicando as propriedades de nimero de

elementos de conjuntos finitos:

1. De 32 pessoas que recolhem papéis ou garrafas para reciclagem, sabe-se
que 30 pessoas recolhem papéis e que 14 pessoas recolhem garrafas.
Determine:

* O ndmero de pessoas que recolhe papéis e garrafas;
* O ndmero de pessoas que recolhe sé papéis;

* O ndmero de pessoas que recolhe sé garrafas.

Resolugdo. Sejam A o conjunto de pessoas que recolhem papéis e B o conjunto

de pessoas que recolhem garrafas.

* n(ANB) da o nimero de pessoas que recolhem papéis e garrafas.
n(ANB)=n(A)+n(B)-n(AUB)=30+14-32=12.

* n(A\B) d& o nimero de pessoas que recolhem sé papéis.
N(A\B)=n(A)-n(ANB)=30-12=18.

* n(B\A) dé o nimero de pessoas que recolhem sé garrafas.

(

n(B\A)=n(B)-n(BNA)=14-12=2.

2. Suponha que numa universidade, 100 dos 120 estudantes de Ciéncias
de Computagdo estudam pelo menos uma das trés linguas: portuguesa,
francesa e inglesa. Suponha também que: 65 estudam a lingua francesa;
45 estudam a lingua portuguesa; 42 estudam a lingua inglesa; 20 estudam
as linguas francesa e portuguesa; 25 estudam as linguas francesa e
inglesa; 15 estudam as linguas portuguesas e inglesas.

a. Determine o nimero de estudantes que estudam simultdneamente as 3

linguas;

b. Determine o nimero de estudantes que estudam exactamente uma lingua;

e o nimero de estudantes que estudam exactamente duas linguas.

Produto cartesiano de conjuntos. Sejam A e B conjuntos. Produto cartesiano destes

conjuntos é o conjunto
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AxB={(a,b): a€A e beB}.

Exemplo. Sejam A={1,2,3} e B={a,b}. Entdo:
AxB={(1,a),(1,b),(2,a).(2,b),(3,3),(3,b)}.

Propriedade. Sejam A e B conjuntos finitos. Entdo AxB é finito e
n(AxB)=n(A)-n(B).

Operacao binaria num conjunto. Seja S um conjunto arbitrario. Diz-se que a operagao “*"
é bindria em S, se para todo x,y €S, x*y é Unico e pertence a S. Neste caso, diz-se que o

"y

conjunto S é fechado para a operagédo "*".

Exemplo. A adigdo usual, “+"” é uma operagdo binaria no conjunto N, pois a soma de dois

"

nUmeros naturais € um nimero natural. Contudo a subtragao usual, “-", ndo é uma operagao

bindria em N, pois, por exemplo, 1,2€N, mas 1-2=-1¢N.

Operacao unéria num conjunto. Seja S um conjunto arbitrario. Uma operagdo """ é unaria em

S, se para todo x€S, x" é Unico e pertence a S.

Exemplo. A operagdo complementar de um conjunto é uma operagdo undaria, no conjunto 2/A,

para todo conjunto A du universo qualquer.

Exercicios. Diga, justificando, se cada uma das seguintes operacdes, no conjunto S indicado, é

unéria, bindria ou nem uma nem outra:

ax*y=x+y,x,y € 5=0Q.
b.PxQ=PUQ;P,Q € §=24.

c.x"=\x,xeS=R*"".

Conclusao

Um conjunto por si s6 tem pouco interessse para estudos, ha que conhecer as operagdes nele

definidas, como séo as operagdes binérias e unarias.

As operagdes com conjuntos num dado universo, obedecem avérias propriedades, com muito

interesses para estudos a légica de programagéo e ndo so.

O estudo de nimero de elementos de conjuntos finitos obedecem propriedades fundamentais

na resolugdo de problemas na area de informética e nas outras areas de estudos.
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Avaliacdo
1. Indique os elementos dos seguintes conjuntos, no universo Z (conjunto
dos ndmeros inteiros relativos):
a. A: conjunto composto pelos nimerros entre 3 e 12.
b. B: conjunto composto pelos nimeros ndo negativos menores que 15.
c. Determine: AUB; ANB; A’ e B
2. Sejam os seguintes conjuntos
A={x: X€N e 1<x<50};
B={x: x€R e 1<x<50};
C={x: XEZ e |x|225}.
a. Quais das afirmacdes sdo verdadeiras:
1. ACB;
2. QCSB;
3. {x:XEZex"22625}C(;
4. {0,1,2}€A.
5. AcC.

3. Cem estudantes foram questionados acerca das trés areas, Matematica,
Informatica e Fisica, que pretendem frequentar os estudos. Os
resultados foram os seguintes: 45 pretendem Matemética; 38
pretendem Informatica; 21 pretendem Fisica; 18 pretendem Matematica
e Informatica; 9 pretendem Matemética e Fisica; 4 pretendem
Informética e Fisica e 23 ndo pretendem nenhuma destas trés areas.

a. Determine o numero de estudantes que pretendem frequentar curso:
i.  Em exactamente uma area de estudos;
i. Em exactamente duas areas de estudos.
4. Escreva o dual da seguinte expressdo: [(ANU)]*cNA=0.
5. Demonstre a seguinte propriedade: A=(B*cUA)N(AUB).
6. Demostre a propriedade que se segue, e indique o seu dual:
[AU(BNC)]N([AU(BNC)]N(BNC))=0.
7. Determine o conjunto 2/A, onde A={1,2,3,4}.

8.  Sabendo que P(A)={8,{x}{y}.{xy}}-
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9. Diga, justificando, se as seguintes operagdes sao binarias ou unarias nos
conjuntos indicados?

i. x*y=x+4, onde x,y EN;
ii. x*y=x+y-3, onde x,y €EN;
iii. x”=In(x), onde x€R;

iv. x"=x"2, onde X€EZ.

Actividade 1.2 - Contagem

Introducao

Apresenta-se aqui alguns principios de contagem, com varias aplicagdes na resolugdo de
problemas. Desta feita, algumas actividades apresentadas visam a interiorizagdo desses

principios, enquanto que outras actividades consistem na resolugdo de problemas.

Detalhes da atividade

Principio Fundamental de Contagem. Se um determinado evento pode ocorrer de n_1
maneiras diferentes, e se, a seguir a esse evento, um segundo evento pode ocorrer de n_2
maneiras diferentes, e se, a seguir a esse segundo evento, um terceiro evento pode ocorrer de
n_3 maneiras diferentes, ..., entdo o nimero de maneiras que esses eventos podem ocorrer na

ordem indicada é:
n_Txn_2xn_3x....
Exemplo.

A uma crianga é permitida escolher uma entre dois confeitos, um vermelho e outro preto, e um
entre trés pastilhas elastica, amarelo, lilas e branco. Quantos conjuntos de doces diferentes a

crianga pode ter?
Resolugado. Pelo Principio Fundamental de Contagem, a resposta é:
3x2=6,

pois sdo dois eventos seguidos, o primeiro com 3 possibilidades, e o segundo com duas

possibildades. A tabela que se segue ajuda a compreender o resultado:
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Confeitos Pastilhas Elasticas | Escolhas Possiveis
\ A {V, A}
\ L {v, 1}
\ B {V, B}
P A {P, A}
P L P, 1
P B {P, B}

V - VERMELHO; P - PRETO, A - AMARELO, L - LILAS, B - BRANCO
Quantos nimeros de quatro digitos comegam com 4 ou com 57?

Resolucdo. Para a primeira posi¢do ha duas possibilidades e para as restantes dez

possibilidades cada, pelo que a resposta é:
2-10-10-10=2000.
Quantos nimeros pares, maiores ou igual a 100 e menores que 999, existem?

Exercicios.

e Quantos nimeros de 4 digitos existem?

* De quantas maneiras diferentes se pode escolher 3 funcionarios num grupo de
257
Principio de inclusdo e de exclusdo. Dados os conjuntos A_1,A_2,...,A_n, com nEN e n=2,

tem-se:

- Z Pingd,) — Z Cin(4, nA) + Z Lin(4,

1=i=n 1=i<j=n 1=i<j<k=n

NA; NA)—...+
+-D" @A, N4, NLNAY).
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Casos particulares.

* 7 =2 (visto na actividade anterior)
nid, WA =nlA) +nld) —nld, nA).

& n =3 (visto na aclividade anterior)

A WA VA =nlA0 + A +nlA0) —nldy N —nlAy N A —nld n Ay +
+rlA; NA, NAL

e n=4
A WA VA DA = nld)) +nld) +riA)) +n(d) —
—n(A, NA)—n(A;, NA—n(A, NA) —niA NnA) —nld, NA) —n(A;, NA+

+nid, NA, N4 +n(Ad, N4, NnA) +n(d, NnA; NA) —nid, nA; nA; nA).

Exercicio. Encontre a equagdo do Principio de Inclusdo e de Exclusédo, para n=5.

Exercicio (Aplicagao do Principio de Inclusdo e de Exclusao).

e Uma quitanda vende apenas brocolis, cenoura e quiabo. Num determinado dia,
a quitanda atendeu 208 pessoas. Sabendo que 114 pessoas compraram apenas
brécolis, 152 pessoas compraram cenouras, 17 pessoas compraram quiabos,
64 pessoas compraram brécolis e cenouras, 12 pessoas compraram cenouras
e quiabos, e 9 pessoas compraram todos os trés, quantas pessoas compraram
brécolis e quiabo?

Resolucao.

Sejam:
. A_1 o conjunto de pessoas que compraram brécolis;
. A_2 o conjunto de pessoas que compraram cenoura;
. A_3 o conjunto de pessoas que compraram quiabo.

Entdo: n(A_1)=114; n(A_2)=152; n(A_3)=17; n(A_1nA_2)=64; n(A_2nA_3)=12; n(A_1nA_2nA_3)=9;
n(A_1UA_2UA_3)=208.

Pede-se para calcular n(A_1nA_3).

Pelo Principio de Inclusdo e exclusao,
n(A_1UA_2UA_3)=n(A_1)+n(A_2)+n(A_3)-n(A_1NA_2)-n(A_1nA_3)-n(A_2NA_3)+
+n(A_1nA_20A_3)

&
n(A_1nA_3)=n(A_1)+n(A_2)+n(A_3)-n(A_1NA_2)-n(A_1UA_2UA_3)-n(A_2NA_3)+
+n(A_1nA_20A_3)

=
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n(A_1nA_3)=114+152+17-64-208-12+9=8.

Principio da Casa do Pombo. Se mais do que k objectos sao distribuidos em k caixas, entdo

pelo menos uma caixa conterd mais de um objecto.

Exemplo (Aplicagao do Principio da Casa do Pombo). Quantas pessoas precisam estar no
mesmo quarto para se garantir que pelo menos duas pessoas tém sobrenomes iniciados pela

mesma letra?

Resolugdo. Existem 26 letras. Se no quarto houver pelo menos 27 pessoas, entdo pelo menos

duas pessoas terao sobrenomes iniciados pela mesma letra.

Exercicio. Quantas vezes um Unico dado precisa ser langado para se garantir que um valor (1, 2,

3, 4, 4 ou 6) saia duas vezes?

Conclusédo

Os principios de, Multiplicagdo, da Casa do Pombo e de Inclusdo e Exclusdo permitem resolver

problemas relacionados ao nimero de elementos de um conjunto finito.

Avaliacdo

1. De quantas maneiras se pode escolher 3 funcionérios de um grupo de
25 pessoas, se uma pessoa puder acumular mais de um cargo?

2. Determine o nimero de chapa matriculas que se pode constituir,
sabendo que cada chapa matricula é formada por duas letras diferentes
e 4 digitos diferentes.

3. Em um grupo de 42 turistas, todos falam inglés ou francés. Existem
35 pessoas que falam inglés e 18 pessoas que falam francés. Quantos
turistas falam inglés e francés?

4. Em um grupo de 24 pessoas que gostam de rock, country e musica
classica, 14 gostam de rock, 12 gostam de musica cléssica, 11 gostam
de rock e country, 9 gostam de rock e musica cléssica, 13 gostam
decountry e musica classica e 8 g ostam de rock, country e musica
classica. Quantos gostam de country?
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Actividade 1.3 - Factorial, Permutacoes e combinacoes

Introducao

Introduz-se aqui as principais ferramentas na resolucdo de problemas que envolvem a
determinacdo de nimeros de um conjunto formado por determinadas condigdes: permutagéo,
arranjo e combinagdo. As férmulas para célculos de permutagéo, arranjo e combinacdo

serdo apresentadas em funcdo do conceito de factorial de um ndmero inteiro ndo negativo.

A combinagéo dos principios da contagem e das férmulas anteriormente mencionadas, vai
permitir a resolugdo de problemas mais complexos. A introducdo do conceito de binomial vai

permitir o desenvolvimento de poténcia de um binémio, com todas as suas consequéncias.

Detalhes da atividade

Factorial. Seja neN_O (conjunto dos nimeros inteiros ndo negativos, isto €, NU{0}. Chama-se

factorial de n ao nimero
n!=1-2-3-...-(n-2):(n-1)-n, se n#0e n!=1, se n=0.
Exemplo. 5!=1-2-3-4-5=120
Exercicios.
Escreva as seguintes expressdes em funcdo de factorial:
n-(n-1)-(n-2)-...(n-r+1).
Resolucdo. Como n!=n:(n-1)-(n-2)-....(n-r+1)-(n-r)!, logo:
n-(n-1)-(n-2)-...-(n-r+1)=n!/((n-r)!).
35-34-33
Simplifique as seguintes expressdes:
(n+1)H/n!
Resolucao.
((m+1))/n!=((n+1)n!)/n!=n+1.
n!/((n-2)!)

Coeficiente binomial. O simbolo (L1}, onde r,n € M, e r < n, define-se por

iy a-(n—1)(n—2)w-(n—r+1)
{:...rr:] — ~ .
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Propriedades.
1. (i) = r1[ﬂ;ﬂl
2. (ZIZ.‘Z,) = (i, T] isto &, se n = a + b, entdo (L)) = (i)).
..... 1

Exemplo. (1) = =1 ™y = () = 1 (ver propriedade 2.); ({15 = 3?; =

BT6 _ o - _
H_B 7 =56.

Teorema de um bindmio e Tridngulo de Pascal.
Teorema (de um binémio). Sejam a,b €R. Entdo
[(a+b)]*n=Y._(r=0)n([_r"n})a*(n-r) b r
Exemplo.

=a*+ 5:1*& + 1!){131:3 - 1l:'.=::[2.113 + 5ub"' + b3

Triangulo de Pascal. Os coeficientes das poténcias sucessivas de “a+b"” podem ser
organizados em linhas de um triangulo, de acordo com a figura abaixo (exemplo de um

tridngulo com 7 linhas), que se denomina por tridngulo de Pascal. O Triangulo de Pascal tem
as seguintes propriedades:

* O primeiro nimero e o Ultimo nimero de cada linha sao iguais a 1;

* Todo o outro nimero numa linha pode ser obtido adicionando os dois nimeros
que estdo nas linhas obliquas imediatamente acima.

1 5 10 10
1 6 15 20 15 6 1

9]
[

- A primeira linha déa os coeficeintes de [(a+b))"0;
- A segunda linha dé os coeficeintes de [(a+b))"1;

- A terceira linha da os coeficientes de [[(a+b))"2;
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- A n-ésima linha da os coeficientes [(a+b)]*(n-1);
- A (n+1)-ésima linha da os coeficientes de [(a+b)]"n;

Exemplo.

G+ 2y)° = x® + 6x7(2y) + 15x* (2% + 2023 (2y)° + 152220 " + 6x(2y)°
+@»°
= x%12x%y + 60x*y? + 160x3y* + 240x%y* + 192xy° + 64y°,
Consequéncia. 2" = (1 + 1)" = (Li]) + (LD+. . +ELD.

Permutacgdo. Seja neN. Permutacdo de n elementos distintos, representa-se por P_n, é um
agrupamento ordenado desses elementos.

Teorema. Seja neN. Entao P_n=nl.

Arranjo (sem repetigdo). Sejam n,p EN_O e n=p. Um arranjo de n elementos dispostos p a p,
representa-se por A_p”n, é uma escolha de p elementos entre esses n elementos, na qual a

ordem importa.

Teorema. Sejam n,p EN_O e n=p. Entdo
A_p/~n=nl/((n-p)}).

Nota. P_n=A_n"n.

Combinacao (sem repeti¢do). Sejam n,p €N e nzp. Combinagdo de n elementos p a p,

representa-se C_p”'n, é uma escolha, ndo ordenada, de p elementos entre esses n elementos.
Teorema. Sejam n,p EN e nzp. Entéo

C_p n=nl/(pl(n-p))=([_p"n)).

Exercicios.

1. De quantas maneiras pode-se escolher um presidente e um vice-presidente
dentre um grupo de 20 pessoas.

Resolucdo. Nota-se que a ordem na escolha de duas pessoas importa, pois
pessoa P na presidéncia e pessoa Q na vice-presidéncia é diferente de pessoa Q
na presidéncia e pessoa P na vice-presidéncia. Entdo, a solugéo deste problema

passa-se pelo célculo de

A%D — 201 — 20-19-18! —20-19 = 38[”

(20-2)! 18!

Nota. Nota-se que este problema, como qualquer outro problema que envolve

arranjo, pode ser resolvido aplicando Principio de Multiplicagéo.
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2. De quantas maneiras diferentes se pode constituir uma comissdo de 3
pessoas, dentre um grupo de 12.

Resolucdo. Nota-se que a ordem na escolha das 3 pessoas ndo importa. Entao a

solucdo deste problema passa-se pelo célculo de

12! 12-11-10
E§3= = =2-110= 220.
39| 3-2
Nota. A diferenca entre a permutagéo e a combinagao reside no facto de que
os objectos sdo seleccionados e ordenados, no caso de permutacéo, e apenas

seleccionados, no caso de combinacéo.

3. Quantas anagramas distintas podem ser formadas com letras da palavra
“FLORIDA"?

Resolucao. H& 7! anagramas distintas.

Nota. O nimero de subconjuntos de um conjunto S com n elementos, pode ser
calculado utilizando a nogédo de combinagéo, isto é, para cada O<r<n, deve-se
determinar C_rAn, obtendo o nimero de subconjuntos de S com r elementos.
Nota-se que C_0”n=1, diz que existe um Unico subconjunto de S com zero
elementos, o conjunto vazio (@); e que C_n”n=1, diz que existe um Unico
subconjunto de S com um sé elemento. Sendo assim, o nimero de subconjuntos
de S é:
—_— - —_— — -
(ig) + )+ i)+ Hag ) =27
Exemplo de aplicagdo. De quantas maneiras pode-se escolher pelo menos 3 pessoas num

grupo de 12?

Resolucao. O nimero total de subconjuntos de um conjunto com 12 pessoas é 2°12. Como
queremos subconjuntos com pelo menos 3 pessoas (isto é, com 3 ou4 ou5ou ... ou 12
pessoas), deve-se subtrair de 2212 a soma C_0712+C_1712+C_2/12, ou seja, o nimero

pedido é:
2N 2-(C_0M2+C_1M2+C_2M2)=4096-(1+12+66)=4017.

Permutagdo (com repetigdo). Suponha que existam n objetos dos quais n_1 sao iguais entre si,
outro n_2 sdo também iguais entre si, e assim por diante, até n_k objetos que sdo iguais entre

si. O nimero de permutagdes distintas desses n objetos é

n!/(n_1-n_2-..n_k).

Exemplo.

Quantas anagramas distintas podem ser formadas com letras da palavra “MISSISSIPI"?

11 _ 111098765 _ 11-10-3-7-6-5 = 69300,

4! 4! 4-3-2
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Combinagao (com repeticdo). Suponha que se pretende escolher r objectos, ndo
necessariamente distintos, dum conjunto com n objectos distintos, onde a ordem nao importa.

Entdo o nimero total de escolhas é

[rin-1 __ (r+n=1j!
F rin-1)t
Exemplo. Seis criangas escolhem um pirulito cada, dentre pirulitos vermelhos, verdes e

amarelos. De quantas maneiras essa escolha pode ser feita?

Resolucdo. Neste caso a ordem da escolha ndo importa e as criangas podem eventualmente
escolher pirulitos da mesma cor. Entdo esta-se perante uma combinagdo com repeticdo. Logo

o nimero pedido é

ct=2=%_728

2

I

Conclusao

Vérios problemas podem ser resolvidos aplicando calculo combinatério. Contudo, deve-se
analisar bem um problema para decidir se 0 método de resolugédo passa por uma permutagdo
(com ou sem repeticao), arranjo ou combinacdo (com ou sem repeticao). Com a introducdo do

coeficiente binomial, tornou-se possivel o desenvolvimento de poténcia de um binémio.

Avaliacao
1. Simplifique as seguintes expressoes:
n+1)!
g, oHr
m-13!
(n—ri
" (n—r-2)!

2. Desenvolva [(2x+y))*7.

3. Quantas anagramas distintas sao possiveis com as letras da palavra
“MONOFASICOS"?

4. Quantas permutagdes distintas das letras da palavia COMPUTADOR
existem? Quantas delas terminam por uma vogal?

5. Num debate participaram trés rapazes e duas raparigas. De quantas
maneiras podem sentar-se em filas se:
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a. As meninas devem sentar-se juntos?
b. Os rapazes devem sentar-se juntos e as meninas também?

6. O controle de qualidade deseja testar 25 chips de microprocessadores
dentre os 300 que sdo produzidos diariamente. De quantas maneiras
isto pode ser feito?

7. Um estudante precisa responder 8 das 10 questdes apresentadas num
exame. Diga de quantas maneiras ele pode escolher as 8 questoes?

8. De quantas maneiras pode um professor escolher pelo menos 1
estudante num grupo de 6?

9. Uma gelataria dispde de cinco sabores de gelados. De quantas
maneiras uma pessoa pode comer dois gelados?

10.  Podendo escolher entre 5 tipos de queijo e 4 marcas de vinho, de
quantos modos é possivel fazer um pedido num restaurante, com duas
qualidades diferentes de queijo e 3 garrafas de vinho (da mesma marca
ou ndo)?

Resumo da Unidade

Nesta unidade tratou-se sobre o estudo de conjuntos e suas operagdes. Os principios de

contagem dos elementos em um conjunto finito tém grande aplicagdo na resolugdo de
problemas. Através do célculo combinatério, e da sua combinagdo com os principios de
contagem, pode-se resolver problemas mais complexos sobre o nimero de elementos de um

conjunto cujos elementos estdo de acordo com determinadas condigdes.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Testes Sumativo - Conjuntos e célculos combinatérios

Instrucoes

O teste tem dez questdes, e cada uma vale dez pontos. Deve apresentar todos os célculos e
todos os fundamentos que sustentam as resolugdes feitas. O teste deve ser resolvido em duas

horas.
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Critérios de Avaliacao

S&o dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos.

Escala de avaliagdo:

Insuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);

Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);

Bom: 140 a 170 (exclusivo);

Muito bom: 170 a 200.

O aluno com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com nivel de conhecimentos

suficientes para obter aprovagao nesta unidade.

Avaliacdo

1. Sejam A={x€R:x"2-4x+3<0} e B={x€R:0<x<6}. Diga, justificando, se AcB.

2. Uma senha de usuério, em um computador de grande porte, consiste
em trés letras seguidas de dois digitos. Quantas senhas diferentes sdo
possiveis, sabendo que o conjunto dos alfabetos tem vinte e seis letras?

G O controle de qualidade em uma fabrica introduziu 47 pegas com
defeitos, de pintura, na embalagem ou na parte electrénica, na linha
de montagem. Dessas pecas, 28 tinham defeitos de pintura, 17 tinham
defeitos de embalagem, 7 tinham defeitos na embalagem e na parte
electrénica e 3 tinham defeitos na pintura e na parte electrénica.
Alguma peca tinha os 3 defeitos?

4. De quantas maneiras catorze pessoas podem ser divididas em seis
comissdes, em que duas das comissdes contém trés membros, e as
outras, dois?

— [

5. Simplifique m-r+i)

(n=r=1)!

6. Suponha que exista n pares de distintos de sapatos em um armario.
Mostre que, se se escolher aleatoriamente n+1 sapatos no armario, com
certeza havera pelo menos um par de sapatos.

7. Ache o nimero de permutagdes distintas que se pode formar com
todas as letras da palavra “SUCESSO".

8. Prove que: ([_( N*m+D)))=([_(n+1)*(n)))+((_r"n)).

9. Prove a seguinte identidade: (AUB)N(AUB”c)=A.

10.  Determine o complementar do conjunto A={1,2,3} no universo R.
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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Unidade 3. Relagses e Funcaes,
Matrizes e Demonstracéo por
Inducéio Matemadtica

Introducao a Unidade

Os elementos de um conjunto muita vezes apresentam ligagSes especiais entre si que podem
ser descritas como uma relacdo. Nesta unidade vocé ird estudar a relagcdo binaria e as suas
propriedades, com destaque para relagdo de equivaléncia. As relagdes n-arias constituem a
base dos bancos de dados relacionais. Também estuda-se fungdo, como caso particular de
uma relagdo e permutagdes de um conjunto, como caso particular de fungdes. O estudo

de fungdes sobrejectivas e a determinacdo das respectivas inversas tem grande interesse.

Define-se recursivamente certas sequéncias (muito importante para a légica de programagéo)

Estuda-se também as matrizes e as suas operagdes: adigdo e multiplicagdo. O estudo de
matrizes boleanas ganha especial interesse, pois o computador processa com dois bits. As

matrizes podem ser utilizadas para representar grafos e relagbes.

A Técnica de demonstragdo por indugao finita deve ser muito bem explorada, pois é util no

desenvolvimento de capacidade de raciocinio no campo de programagéo e outros.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deveré ser capaz de:

1. Identificar as propriedades de uma relagdo binaria.

2. Operar com relagdes binarias.

3. Classificar fungées.

4. Operar com matrizes.

5. Demonstrar proposi¢des utilizando a indugdo matematica.
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 1.1 - Questionario - Relacdes binarias

Introducao

Estuda-se a relagdo n-arias em conjuntos, especialmente as relagdes binarias . Uma relagéo
binaria pode satisfazer determinadas propriedades ou ndo. Conforme for as propriedades
satisfeitas pode-se ter uma relagdo de ordem parcial (neste caso os elementos podem ser

representados através de um grafo) ou uma relagdo de equivaléncia (neste caso os elementos
podem ser agrupados em classes).

Relagbes n-arias constituem a base de banco de dados relacionais, isto €, permite realizar
diversas pesquisas num banco de dados relacionais.
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Detalhes da actividade
Recorda-se que o produto cartesiano entre conjuntos A e B define-se da seguinte forma

AxB={(a,b):a€A e beB}.

Por exemplo: Seja A={a,b} e B={1,2,3,4}, entdo:

AxB={(a,1),(a,2),(a,3).(a,4),(b,1),(b,2),(b,3),(b,4)}

Relacdo binaria: uma relagdo binéria p em conjuntos A e B é um subconjunto do produto
cartesiano AxB. Uma relacdo binéria p num conjunto S, é um subconjunto do produto

cartesiano SxS=SA2,
Se um par (a,b) pertence a uma relacao binaria p, escreve-se a p b, isto é: (a,b)€Epe=aph.

Por exemplo: Seja S= {1,2}. Entdo $72={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2)}. Considere a relacdo p definida
em S da seguinte forma: Va,b €S, a p b se a+b é um nimero impar. Nota-se que os pares (1,1)
e (2,2) ndo pertencem a p uma vez que 1+1 e 2+2 sdo nimeros pares. Mas, os pares (1,2) e

(2,1) pertencem a relagdo p, pois 1+2 e 2+1 sdo nimeros impares. Logo p={(1,2),(2,1)}.

Relacdo n-arias em conjuntos S_1,S_2,...,.5S_n, n EN e n>2, é um subconjunto do produto
cartesiano S_1xS_2x...xS_n. Uma relagdo n-arias em um conjunto S é um subconjunto de

SAn=SxSx...xS (produto cartesiano com n factores todos iguais a S).

Exercicios

® Para cada relagdo binaria p nos conjuntos A e B determine quais dos pares
ordenados apresentados pertence a p:

- A=B=Neapb ea=b+1; pares ordenados: (2,2),(2,3),(3,3).(3,2).
- A=B=Neapb eadivide b; pares ordenados: (2,4),(2,5),(2,6).

Uma relagdo binéria p em conjuntos A e B diz-se:
* Um-para-um se para todo par (a,b)Ep ndo existe nenhum par (c,d)€p tal que a=c

ou b=d;

* Um-para-muitos se existe algum a€A tal que (a,b),(a,c)€p, para b,c€B e b=c;

Muitos-para-um se existe algum beB tal que (a,b),(c,b)Ep, para a,c € A e a=c.

* Muitos-para-muitos se é simultaneamente um-para-muitos e muitos-para-um.

Exercicios: nestes exercicios o estudante deve verificar se para cada uma das relagdes binarias

se verifica ou ndo as condicdes dos conceitos mencionados.
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Para cada relagdo p nos conjuntos A={2,5,7,9} e B={3,4,5} diga se p é uma relagdo um-por-um,

um-por-muitos, muitos-por-um ou muitos-por-muitos:
P={(53).(7.5),(9.3)};
P={(2:4),(5,5),(9.3)};

p={(7,4),(2,5),(8,4),(2,3)}.

Por exemplo: no exercicio da alinea (a) nota-se que os pares ordenados (5,3) e (9,3) satisfazem

as condigdes de muitos-para-um, logo esta relagdo é uma relagdo muitos-para-um.
Uniao, interseccao e complementar de relagées binarias num conjunto S.

Seja U o conjunto de todas as relagdes em um determinado conjunto S. Dado quaisquer

relacdes p,u € U, tem-se:
pup e Ue (xy) € pupe(xy) € pou (xy) € 1;
pnpeUe (xy) € pnue(xy) Epe (xy) €W
p’ € U, onde p’ é o complementar de p, e (x,y) € p’ & (xy) € p.

Exercicios:

e Sejam p e p duas relagdes binarias definidas no conjunto dos nimeros naturais N

por:

(a,b)eEp < a=be (a,b) € p < a<b.

e DeterminepUp,pnypep.

Por exemplo: (a,b) Epup < (a,b)Ep ou (a,b)Ep <> a=b ou a<b & asb. Isto é, a relagao pup ¢é tal
que: (a,b)epup < a<b.

Propriedades de uma relagao binaria num conjunto

Seja p uma relagdo binaria num conjunto S. Diz-se que p é:

e Reflexiva se: Vx€eS (x,x)€p;

® Simétrica se: VXS VyeS se (x,y)€S = (yx)ES
VXES Vy€eS VzeS se (x,y)€ES e (y,z)€S = (x,z)€ES

® Anti-simétrica se: VXES VyeS se (x,y)€S e (y,x)€S = x=y.
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Por exemplo: considere a relagdo p definida em N da segunite forma: (a,b)€p « as<b.

* VXEN xsXx, pois x=x, logo (x,x)€Ep, isto &, p é reflexiva.

* (2,3)ep, pois 2<3, mas (3,2)&p pois 3>2, isto é, 3=2e 3 ndo é menor que dois,
logo p ndo é simétrica.

e VvxeN VyeN VzeN se xsy e y<z = x<z,logo p ¢ transitiva.

Vx,yEN se x<y e y<x =x=y , logo p é anti-simétrica.

Nota: As relagSes de simetria e anti-simetria ndo sdo opostas, isto é: uma relagdo binaria p
num conjunto S pode ser simétrica e anti-simétrica ao mesmo tempo; pode ser simétrica e nao
ser anti-simétrica, pode ser anti-simétrica e ndo ser simétrica e pode ndo ser nem simétrica

nem anti-simétrica.

Por exemplo: a relagdo p={(1,3),(3,1),(1,4),(2,4)} em N ndo é nem simétrica, pois por exemplo,

(1,4)ep mas (4,1)&p, nem anti-simétrica pois (1,3)€p e (3,1)€p, mas 3=1.

Contudo se p € uma relacdo binaria em S simétrica e anti-simétrica, entdo p é uma relagcdo
de igualdade. Pois, seja um elemento arbitrario (a,b)€p. Por simetria de p, (b,a) €p; por anti-
simetria de p, a=b. Como (a,b) € um elemento arbitrario de p, entdo tem-se: (a,b)ep—a=b, isto

é, p € uma relacdo de igualdade.
Exercicios:

1. Verifique se cada uma das relagdes que se seguem definidas num conjunto
S é reflexiva ou transitiva ou simétrica ou anti-simétrica:

a. S=N e (x,y)€pex+y é um nimero par.

b. S=N e (x,y)Epey=nx,para algum neN.

c. S={0,1} e (x,y)Epe>x=yN2.

d. S={x: x € um aluno da sua sala} e (x,y)Ep<x senta na mesma fila que y.

Fecho de uma relagdo: uma relagdo binaria pA* num conjunto S diz-se fecho de uma relagédo
binaria p também definida no conjunto S em relagao a propriedade P (reflexiva ou simétrica ou

transitiva) se:
1. p/*tem a propriedade P;
2. pcph%;

3. p~* éamenor relagdo que contém p e que satisfaz as propriedades (1) e
(2), isto é, qualquer relacdo p que satisfaz as propriedades (1) e (2) contém p/A*
(pA ).

Um fecho em relagédo a propriedade reflexiva diz - se fecho reflexivo, em relagado a propriedade

simétrica siz - se fecho simétrico e em relagdo a propriedade transitiva diz - se fecho transitivo.

Por exemplo. Considere a relagdo p definida no conjunto S={1,2,3,4,5} por: p={(1,1),(3,3),(1,3).(
1,4),(2,4),(4,5)}.
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1. O fecho reflexivo de p é:
p~*={(1,1),2,2),(3,3),(4,4),(1,3),(1,4),(2,4),(4,5)}.
2. O fecho simétrico de p é:
p~*={(1,1),3,3),(1,3),(1,4),(2,4),(4,5),(3,1),(4,1),(4,2),(5,4)}
3. O fecho transitivo de p é:
p A*={(1,1).3,3),(1,3).(1,4),(2,4),(4,5),(1,5),(2,5) }
Exercicio:

e Seja p={(a,a),(b,b),(c,c),(a,c),(a,d),(b,d),(c,a).(d,a)} no conjunto S=f{a,b,c,d}.
Determine o fecho simétrico; o fecho reflexivo e o fecho transitivo de p.

Ordenacéo parcial: seja p uma relagdo binaria num conjunto S. Diz-se que p é uma relagdo de
ordem parcial no conjunto S se p é reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Por exemplo : A relagdo p num conjunto N, definida por(a,b)€p < b=na, para algum neN, é

uma uma ordem parcial em N. Pois:
a. péreflexiva:vae N a=l.ae(aa)ep;
b. p é simétrica: se (a,b)ep e (b,a)€Ep « b=na e a=mb, para alguns m,neN. Tem-se:
b=nacsb=n(mb) © nm=1<n=m=1, isto &, a=b.

c. p é transitiva: se (a,b)ep e (b,c)€p, entdo b=na e c=mb, para alguns m,neN.

Logo, c=mna=ka, onde k=mn€eN, isto &, (a,c)ep.

Conjunto parcialmente ordenado: se p é uma ordenacédo parcial em S, par ordenado (S,p) é

denominado por um conjunto parcialmente ordenado.

Geralmente um conjunto parcialmente ordenado respresenta-se por (S,<), qualquer que seja a

ordenagédo parcial considerada.

Restricdo de uma ordenacao parcial: sejam (S,<) um conjunto parcialmente ordenado e ACB.
O subconjunto de < composto por pares ordenados de elementos de A denomina-se por

restricdo de < ao conjunto A. Nota-se que < é uma ordenagdo parcial em A.

Predecessor, predecessor imediato e sucessor: seja (S,<) um conjunto parcialmente ordenado.
Se ax<b,a,b€S, entdo ou a=b oua#b; para o Ultimo caso escreve-se axb e diz-se que a é um
predecessor de b e que b é um sucessor de a. se a é um prdecessor de b e se ndo existe

nenhum c€S tal que a<c e c<b, diz-se que a é um predecessor imediato de b.

Exemplo: considere a ordenagédo parcial < definida no conjunto S={1,2,3,6,12,18} por a<b < 3
n€N:b=na.

a. Escreva os pares ordenados (a,b)e<.

b. Escreva todos os predecessores de 6.
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c. Escreva todos os predecessores imediatos de 6.
d. Determine a restricdo de < ao conjunto A={3,6,18}.

Resolucao:

a. =={1,1),01,2),1,3),1,6),1,12),(1,18)} U {(2,2),(2,6),(2,12),(2,18)} U
(3,3).(3,6),(3,12),(3,18)} U {(6,6),(6,12),(6,18),(12,12),(18,18)}.

—~

b. Os predecessores de 6 sdo: 1, 2 e 3.
c. Os predecessores imediatos de 6 sdo: 2 e 3.
d. Arestricdo de < ao conjunto A={3,6,18} é a ordenaca parcial:

{(3,3),(3,6),(3,18),(6,6),(6,18),(18,18)}.

Representacao grafica de uma ordenacdo parcial num conjunto finito: se S é finito,

o conjunto parcialmente ordenado (S,<) pode ser representado através de um grafo
denominado diagrama de Hasse. Cada um dos elementos de S é representado por um ponto
denominado né, ou vértice, do diagrama. se a é um predecessor imediato de b, o né para b
deve situar-se acima do né para a e esses dois ndés devem ser ligados por um segmento de

recta.

Por exemplo: Do exemplo anterior, sabe-se que (N,<) é um conjunto parcialmente ordenado,
onde (a,b) € < & b=na,para algum neN. A sua representacao grafica obtém-se determinando
os predecessores imediatos de cada elemento e depois ordena-los de acordo com a descricdo
da diagrama de Hasse. Assim: predecessor imediato de 12 e 18 é 6, 2 e 3 sdo predecessores
imediatos de 6 e 1 é predecessor imediato de 2 e 3.Logo, os nés para 12 e 18 ficam mais
acima e ao mesmo nivel (pois eles ndo sdo predecessores de nenhum elemento), o né para 6
fica acima dos nés para 2 e 3 e esses Ultimos ficam ao mesmo nivel (pois um nao é predecessor

do outro) e, finalmente, o né para 1 fica mais abaixo.

12 18
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Nota: a partir do diagrama de Hasse de um conjunto parcialmente ordenado (S,<) pode-se

constituir o conjunto dos pares ordenados da ordenagéo parcial <.

Também, numa ordenagao parcial < num conjunto S pode acontecer que alguns elementos
de S ndo se relacionam entre si. Como exemplo, pode ver-se o exemplo anterior, em que o

elemento 2 ndo se relaciona com o elemento 3.

Maximo, minimo, maximal e minimal: seja (S,<) um conjunto parcialmente ordenado. Se
existe um elemento y€S tal que para todo elemento X€S, entdo y=<x, diz-se que y é um
elemento minimo de (S,<X). Se existe um elemento x€S tal que para todo elemento y€S, entéo
y=x, diz-se que x é o elemento maximo de (S,<). Um elemento y€S diz-se um elemento
minimal de (S,X) se ndo existe elemento z€S tal que z<x. Um elemento x€S diz-se um

elemento maximal de (S,<), se ndo existe weS tal que x<w.
O elemento minimo e o elemento méximo quando existem sdo Unicos.

Contudo pode haver mais que um elemento minimal e/ou mais que um elemento maximal

num conjunto parcialmente ordenado.

Exemplo: no conjunto parcialmente ordenado (N, <), onde (a,b) € < & b=na,para algum neN,
o elemento minimo e o elemento minimal coincidem e sdo iguais a 1, ndo existe elemento

maximo e existem dois elementos maximais, 12 e 18.

Nota: um elemento minimo é sempre minimal e um elemento maximo é sempre maximal,
contudo o reciproco ndo é verdadeiro. No diagrama de Hasse o né para o elemento minimo é
o mais abaixo e o né para elemento minimal ndo tem nenhum né abaixo dele. Também, o né
para elemento maximo é o né mais acima e o né para elemento maximal ndo tem nenhum né

acima dele.

Ordenacéo total ou cadeia: uma ordenagdo parcial < num conjunto S em que cada elemento
esté relacionado com todos os demais elementos do conjunto S chama-se ordenacéo total, ou

cadeia. O par ordenado (S,<) chama-se conjunto totalmente ordenado.

Nota: num conjunto totalmente ordenado o elemento minimal é sempre o elemento minimo e
o elemento maximal é sempre o maximo. O diagrama de Hasse para um conjunto totalmente

ordenado ¢ algo parecido com a figura abaixo:
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Exercicio:

1. Mostre que o conjunto (S,X) é parcialmente ordenado, onde S é o
conjunto de todos os subconjuntos do conjunto {1,2,3} e para A,B €S, (A,B)
€ < < ACB.

a. Faca o respectivo diagrama de Hasse.
b. Verifique a existéncia de elemento minimo e do elemento maximo.
Determine-os caso existam.
c. Quais sdo os elementos maximais e os elementos minimais.
2. Escreva os pares ordenados da ordenagao parcial representado

graficamente da seguinte forma:

5

1

Relacdo de equivaléncia: uma relagdo binaria p num conjunto Sque ¢é reflexiva, simétrica e

transitiva denomina-se por relagdo de equivaléncia.

Por exemplo: a relagéo binaria p em N, definida por (a,b)€p < a+b é par é uma relacédo de

equivaléncia.

Particdo de um conjunto: uma particdo de um conjunto S é uma colecgdo de subconjuntos de

S, ndo vazios, disjuntos e cuja unido resulta S.

Teorema de relacoes de equivaléncia e parti¢coes: uma relacdo de equivaléncia num
conjunto S determina uma parti¢do de S. Também, uma particdo de um conjunto S determina

uma relacdo de equivaléncia em S.

Classe de equivaléncia: sejam p uma relagdo de equivaléncia num conjunto S e x€S.
Chama-se classe de equivaléncia de , representa-se por [x], ao conjunto dos elementos de

Sque se relacionam com x, isto é:

[x]={y € S:xpy}.

Desta feita,

[x] =[z] ©xpz,

isto é, uma classe de equivaléncia pode ser representada por qualquer um dos seus elementos.

Por exemplo: considere a relagdo de equivaléncia p em N, definida por (a,b)ep < a+b é par.
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Qualquer nimero natural ou é par ou é impar. Um nimero par é representado por 2npara
algum n€N e um nimero impar por 2n+1 para algum neN. Sendo assim a soma de dois
numeros pares é par, pois: 2n_1+2n_2=2(n_1+n_2)=2k, com k=n_1+n_2€N, uma vez que.

Também, a soma de dois nimeros impares é par, pois: 2n_1+1+2n_2+1=2(n_1+n_2+1)

=2k, onde k=n_1+n_2+1€N, uma vez que n_1,n_2 €N. Contudo, a soma de um nimero para
com um ndmero impar é impar, pois: 2n_1+2n_2+1=2(n_1+n_2)+1 =2k+1, com k=n_1+n_2€N,
uma vez que n_1,n_2 €N. Desta feita, na relacdo de equivaléncia p os nimeros pares se
relacionam entre si e os nimeros impares se relacionam entre si, isto €, p determina uma
particdo de N em duas classes de equivaléncias: uma composta sé de nimeros pares e uma

outra composta sé de nimeros impares. Entdo:

e [2]=[4]=..={2n:neN};
e [1]=[3]=..={2n+1:neN}.

Exercicio:

Sejam S=Q={a/b:a,b€Z e b=0}e a relagdo p definida em S, tal que: a’/b p c/d < ad=bc.

Mostre que p é uma relagdo de equivaléncia e determine as partigdes de S determinada por p.

Congruéncia médulo n: sejam neN e S=Z. Define-se em Z uma relacdo p do seguinte modo:

para a,b €Z

apb < a=b (mod n) < a-b=kn,para algum keZ.

p é uma relagdo de equivaléncia, denominada congruéncia médulo n.
Vericacao:

Reflexividade: V a€Z, a-a=0=0.n e 0€Z, entdo a p a.

Simetria: Para a,b €Z, se a pb < a-b=kn,para algum K€Z, entdo b-a=-kn=k'n, com k’=-keZ. Mas

b-a=k'n,com k'eZ - bpa. Logo,seapb=bpa.

Transitividade: Para a,b,c €Z,seapb e b pc, entdo para alguns k,k' €Z, a-b=kn e b-c=k'n.
Ora, a-b=kn ©b=a-kn, entdo b-c=k'nea-kn-c=k'nea-c=(k'+k)nea-c=k"”n, com k”€Z, pois
sendo kK’ € Z = k+k'=k” €Z. Ora a-c=k"nk”€Zeapc.

Muito importante: para n€EN, a congruéncia médulo n determina uma particdo de Zem n

classes de equivaléncias. os nlimeros inteiros nao negativos,
0,1,2,....,n-1

pertencem a classes de equivaléncia diferentes, isto &, as classes de equivaléncias médulo n

s30:
[rl,comre€{0,1,2,....n-1}.

Seja um ndmero arbitrario a€Z:
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a € [r] & a=kn+r,para algum k€ Z,
ou seja,
[r]={kn+r:k€eZ}.

Exemplo: seja p a congruéncia médulo 5 em Z. Entdo existem 5 classes de equivaléncia que

podem ser representadas por:

e [0]={5kikeZ}={..-20,-15,-10,-5,0,5,10,15,20,..}.

o [1]={5k+1:k€Z}={..-19,-14,-9,-4,1,6,11,16,21,..}.
o [2]={5k+2:k€Z}={..-18,-13,-8,-3,2,7,12,17,22,..}.
o [3]={5k+3:k€Z}={..-17,-12,-7,-2,3,8,13,18,23,..}.
o [4]= {Sk+4:KEZ}={..-16,-11,-6,-1,4,9,14,19,24,..}.

588=5x117+3-588 € [3].
-588=5x(-118)+2 & -588 € [2].

Exemplo: para a relagédo de equivaléncia p no conjunto {a,b,c}, definida por p={(a,a),(b,b),(c,c),(

a,c),(c,a)k

. [a]={a,c}=[c];

*  [bl={b}

Exemplo: Dada as partigdes {a,b,c} e {d,e} determinadas pela relagédo de equivaléncia p no

conjunto A={a,b,c,d,e}. Determinar os pares ordenados de p.

A classe de equivaléncia [a]=[b]=[c]={a,b,c}, deriva dos pares ordenados: (a,a), (b,b), (c,c), (a,b),

(b,a), (a,c), (c,a), (b,c) e (c,b).
A classe de equivaléncia [d]=[e]={d,e}, deriva dos pares: (d,d), (e,e), (d,e) e (e,d).

Logo, p={(a,a).(b,b),(c,c),(a,b).(b,a).(a,c).(c,a).(b,c),(c,b),(d,d)} @ {(d,d),(e,e),d,e).led)}

Conclusao

As operagdes binarias num conjunto S podem satisfazer-se determinadas propriedades.

reflexividade, simetria, transitividade e anti-simetria.

De entre as relagdes binarias pode-se destacar a ordenagéo parcial, a ordenagdo total e a

relagdo de equivaléncia.
Mamixo, minimo, maximal e minimal definem-se em conjuntos parcialmente ordenados.

O diagrama de Hasse é uma forma de representar graficamente ordenagao parcial e
ordenacao total definida num conjunto finito. A partir do diagrama de Hasse de uma

ordenacdo pode-se constituir o conjunto dos pares ordenados dessa ordenacéo.
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Avaliacao

1. (Para cada uma das seguintes relagdes binérias definidas no conjunto N,

indique os pares ordenados que a pertencem:

a.

b.

G

d.

X py < x+y<7; (1,3), (2,5), (3,3), (4,4).
X py < x=y+2; (0,2), (4,2), (6,3), (5,3).
xpy < 2x+3y=10; (5,0), (2,2), (3,1), (1,3).

X py <y é um quadrado perfeito; (1,1), (4,2), (3,9), (25,5).

2. Para cada uma das seguintes rela¢des binérias definidas no conjunto Z,

indique os pares ordenados que a pertencem:

a.

b.

C.

x py < xdivide y; (2,6), (3,5), (8,4), (4,8).
x py < mdc(x,y)=7; (28,14), (7,7), (10,5), (21,14).

X py e x"2+y~2=z"2,para algum z€Z; (1,0), (3,9), (2,2), (3,4).

3. Indique os pares ordenados que satisfazem cada uma das relages

binarias seguintes:

a.

b.

C.

d.

p érelagdo binariaem Z, x py & x=-y; (1,-1), (2,2), (-3,3), (-4,-4).
p é relagdo binariaem N, x py © x € primo, (19,7), (21,4), (33,13), (41,16).
p érelacdo binariaem Q, x py & x<1/y, (1,2), (-3,-5), (-4,12), (1/2,1/3).

p é uma relagdo binaria em N*2, (x,y) p (u,v) © x+u=y+v; ((1,2),(3,2)),

((4,5),(0,1)).

4. Para cada uma das relacdes binérias definidas em S, abaixo indicadas,

diga se é um-para-um, um-para-muitos, muitos-para-um ou

muitos-para-muitos.

a. S=Nexpye x=y+1.
b. S=Ne p={(1,2),(1,4),(1,6),(2,3),(4,3)}.
c. Sé afamilia de todos os subconjuntos de A={1,2,3} e A p B & |A|=|B]|.
d. S=Nep={(9,7),(6,5),(3,6),(8,5)}.
e. SsRexpy e x=5.
f. S=Nep={(2,7),(8,4),(2,5),(7,6),(10,1)}.
5. Sejam p e o relagdes binarias em N definidas por x py < x divide y, x

oy © 5x<y. Indique os pares ordenados que satisfazem cada uma das

seguintes relacgdes:
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a. pus; (2,6), (3,17), (2,1), (0,0).
b. pna; (3,6), (1,2), (2,12).

c. % (1,5),(28), (3,15).

d. o’ (1,1), (2,10), (4,8).

6. Seja S={0,1,2,4,6}. Verifique se cada uma das relagdes binarias que se
seguem é reflexiva, simétrica, transitiva e/ou anti-simétrica:

a. p={(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(0,1),(1,2),(2,4),(4.6)};
b. p={(0,1),(1,0),(2,4),(4.2),(4.6).,(6,4)};

c. p={(0,1),(1,2),(0,2),(2,0),(2,1),(1,0),(0,0),(1,1),(2,2)};
d. p={(0,0),(1,1),(2,2),(4,4),(6,6),(4.6),(6,4)};

e p=0.

(6.1) Encontre o fecho simétrico, reflexivo e transitivo de cada uma destas

relacGes.

7. Verifique se cada uma das seguintes relagdes binarias em conjuntos
indicados S é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e/ou transitiva:

a. S=Nexpy e xyépar.

b. S=Nexpy e x éimpar.

c. $={0,1,2,3,4,5}expy < x+y=5.

d. S é a familias de subconjuntos de A={1,2,3,4,5,6,7,8,9}e ApB < |A|=|B|.
e. S é afamilias de subconjuntos de A={1,2,3,4,5,6,7,8,9} e ApB < |A|#|B|.
f. S=N"2 e (xy)p (u,v) © x<u e y<v.

(7.1) Quais destas relagdes sdo relacdes de equivalécia? Para cada uma das

relagdes de equivaléncia indique as classes de equivaléncia.

8. Seja S um conjuno com n elementos, n € N. Quantas relacdes binarias
pode-se definir em S?

9. Faca o diagrama de Hasse para cada uma das seguintes ordenagdes
parciais:

a. S={ab,c}, p={(a,a),(b,b),(c,c),(a,b),(b,c),(a,c)}.
b. S={ab,c,d}, p={(a,a),(b,b),(c,c),(d,d),(a,b),(a,c)}.

c¢. S={0{a},{ab}{c}{a,c}{b}}, ApB < A<B.
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(9.1) Para cada uma destas ordenagdes parciais indique o elemento minimo,
os elementos minimais, o elemento maximo e os elementos maximais, caso

existam.

10. Considere a relagdo p definida no conjunto A={1,2,3,4,5}por:p={(1,1),(2,
2),(1,2),(2,1),(1,3),(3,1).(3,2),(2,3),(3,3),(4,4)} U {(5,5),(4,5),(5,4)}. Determine as
classes de equivaléncias determinadas por p em A.

11. Para a relagdo de equivaléncia médulo 5 em Z, indique os elementos da
classe de equivaléncia [-3].

12. Considere as parti¢des {1,2} e {3,4} determinada pela relagdo de
equivaléncia p no conjunto A={1,2,3,4}. Determine os pares ordenados
de p.

Actividade 1.2 - Funcoes e Matrizes

Introducao

Fungdo é um caso particular de uma relagdo. Ela estabelece relagées muito interessantes entre
elementos de conjuntos. Tem diversas aplicagdes, principalmente na area de criptografia, que
garante a seguranca nas transagdes que se fazem utilizando os computadores. As fungdes sao

utilizadas também para medir o tempo de execugdo de um algoritmo.

Matriz é um caso particular de fungdo e é utilizada para representar varias situagdes em
Matematica, na drea de informatica em particular e nas situacdes do dia-a-dia. O estudo de

matriz boleana ganha especial interesse pois as suas entradas sdo zeros e uns.

Detalhes da atividade

Fungdo: Dados os conjuntos A e Dados os conjuntos A e B, uma fungéo f de A para B, f: A—B,
é uma correspondéncia que a cada elemento x do conjunto A associa um e um sé elemento
f(x) do conjunto B. Equivalente, uma fungdo de A para B, f: A=B, é um subconjunto do produto
cartesiano AxBonde cada elemento a€Aaparece uma vez s6 como primeiro componente de
um par ordenado. Neste caso, o conjunto A é o dominio e o conjunto B é o contradominio

da fungdo f. Se (a,b) pertence a f, entdo b denota-se por f(a); diz-se que b=f(a) é a imagem de
a pela fungdo f, que a é uma pré-imagem de b=f(a) pela funcao f e que f faz corresponder o

elemento a ao elemento b.
SCA, entdo f(S)={f(a):a€S} e se USB, entdo f*(-1) (U)={a:f(a)€U}.

Exemplo. Para cada uma das relagdes abaixo indicadas, indique aquela que é uma fungéo e

justifique por que razdo alguma delas nao é uma funcao:
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f: A -B, onde A=B={1,2,3} e f={(1,1),(2,3),(3,1),(2,1)}.
g: Z-N, onde g é definida por g(x)=Ixl, Vx€Z.
h: N=N, onde h é definida por h(x)=x-4, VxEN.

m: A =B, onde A é o conjunto dos polinémios do segundo grau na variavel x e com

coeficientes em Z, B=Z e m é definida por m(ax2+bx+c)=b+c, Vax2+bx+c€A.

Resolucdo.Na alinea a., verifica-se que o elemento 2 aparece duas vezes como primeiro
elemento de pares ordenados de f, logo f ndo é funcdo. Na alinea b., nota-se que 0€Z, mas
I0I=0¢N, logo g ndo é fungao pois 0 ndo é primeiro elemento de qualquer par ordenado
determinado por g. Na alinea c., os elementos 1, 2, 3 e 4 pertencentes a N ndo sao primeiros
elementos em qualquer par ordenado determinado por h, logo h ndo é uma fungdo. Nota-se
que: XEN e x-4¢N ¢ equivalente a x€N e x-4<0 & x€N e x<4 & x€{1,2,3,4}. Na alinea d., cada
elemento do conjunto A aparece uma sé vez como primeiro elemento de um par ordenado

determinado por m, pois para todo elemento ax"2+bx+c €A, b+c é um inteiro Unico.

Exemplo. Qual a imagem de 2x/2+3x-4 pela fungdo m, definida no exercicio anterior? Quais

sdo as pré-imagens de -5?

Resolugdo. m(2x"2+3x-4)=3-4=-1, ou seja, imagem de 2x"2+3x-4 é -1. Pré-imagens de -5:
f(-5)={ax"\2+bx+c€A:f(ax" 2+bx+c)=-5}, isto equivale a b+c=-5 e a€Z e a#0 <b=-5-c e a,c€EZ
e a=0. Entdo, pré-imagens de -5 sdo os polindmios da forma ax"2+(-5-c)x+c, tal que a,c€Z e

az0.

Igualdade de fungdes: duas fungdes sdo iguais se tém o mesmo dominio, o mesmo
contradominio e a mesma associacdo de elementos do dominio com elementos do

contradominio.

Exemplo. Sejam os conjuntos A={1,2,3} e B={1,4,9}. As fun¢des f:A—B, definida por f(x)=x"2,
VX€EA, e g:A-B, definida por g(x)= _(k=1)"n(4k-2))/2, VX€A, s&o iguais. Pois f(1)=g(1)=1,
1(2)=g(2)=4 e 1(3)=9(3)=9.

Propriedades de fungbes: Seja f:A—B uma funcdo. Diz-se que f é sobrejectiva se o
contradominio de f coincide com o conjunto de chegada B. Diz-se que f é injectiva se ndo
ha qualquer elemento de B que seja imagem de mais de um elemento de A. Diz-se que f é

bijectiva se ela é simultaneamente injectiva e sobrejectiva.

Nota: seja f:A—B uma funcéo. f é injectiva se sempre que f(x)=f(y), entdo x=y. f é sobrejectiva

se para todo elemento y€B, entdo existe um elemento x€A tal que f(x)=y.

Exemplo. A fungdo f:R—R definida por f(x)=x"3, VX€R, é sobrejectiva. Pois ela é injectiva,

isto é: f(x)=f(y) & x"3=y"3 & x=y, logo em f sempre que f(x)=f(y), entdo x=y. A fungdo f é
sobrejectiva também. Pois para todo y€R, f(x)=y © x"3=y & x=Vy€R, isto &, existe um x=Vy€R
tal que f(x)=y.

Exemplo. A fungdo g:R =R definida por g(x)=x"2, VXER, ndo é injectiva. Ou seja: g(x)=g(y)
© xN2=y"2 & Ixl=lyl © x=y ou x=-y, isto é, para todo x€R, g(x)=g(-x), equivalentemente
x\2 é imagem de x e de -x, para todo x€R. Ela ndo é sobrejectiva também, pois se yeR e

g(x)=y, entdo y=x”"2 o que equivale dizer que y é ndo negativa, isto é, o contradominio de g é
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diferente de R que é o conjunto de chegada.

Composicao de fungdes: sejam f:A—B e g:B—C fungdes. A composicao de fungdo g apods f é
uma fungdo gef:A—C, definida por (geof)(x)=g(f(x)) .

Exemplo. Sejam as fungdes f:R—R_0"+ definida por f(x)=x"2 e g:R_0"+-R_0"+ definida por
g(x)=y/x. Determine gof.

Resolucdo. gef:R—-R_0/+, definida por g(f(x))=/(x"2 )=Ix|, Vx€ER.
Propriedade: Composi¢do de duas funcdes bijectivas é bijectiva.

Funcao identidade: Dado um conjunto A, a funcdo i_A:A—A definida por i(x)=x, Vx€A,

denomina-se por fungdo identidade em A.

Fungdes inversas. Sejam f:A—B e g:B—A funcbes. Diz-se que f é inversa de g e que g é inversa
de f, se fog=i_B e gof=i_A. Neste caso, diz-se que f e g sdo fungdes inversas, e escreve-se

f=g/(-1) e g=fA(-1), e que cada uma delas é invertivel.

Propriedades.

e Uma funcdo f:A-B tem inversa se e somente se f é bijectiva.

® Se uma funcdo f:A-B tem inversa, a Inversa é Unica.

Exemplo. Seja f:R—R definida por f(x)=3x+4. Verifique se f tem inversa e, em caso afirmativo,

determine fA(-1).

Resolucdo. f(x)=f(y)=3x+4=3y+4=3x=3y&x=y. Logo f é injectiva. Para z€R,

z=f(x) ©3x+4=2&x=(2-4) /3€R, isto &, todo elemento do conjunto de chegada é imagem,
equivalentemente, f é sobrejectiva. Sendo f injectiva e sobrejectiva, entdo f é bijectiva. Logo
existe f~"(-1)=g. Entdo g:R—R e fog=i_R&f(g(x))=x,VxER=3g(x)+4=x,VxERSg(x)=x/4-4/3,VXER.
Entdo fA(-1) é a funcdo g:R—R definida por g(x)=x/4-4/3,Vx€R.

Exercicos.

* Sejam as fungdes f:R_0"+—-R_0"+ definida por f(x)=x"2 e g:R_0*+—-R_0"+ definida
por g(x)=y/x. Determine fog.

e Verifique que a fungdo g:R_0"+—R_0"+ definida por g(x)=\/x é invertivel e
determine g/\(-1).

Permutacdo de um conjunto: Permutacdo do conjunto A é uma fung&o bijectiva f:A—A. Ao
conjunto S_A de todas as permutagdes do conjunto A chama-se conjunto de permutagdes de
A.

Nota. Seja A um subconjunto de N. Uma permutagdo em A costuma-se representar por

uma matriz. Por exemplo, para A={1,2,3,4}, a permutacéo f={(1,2),(2,4).(3,1),(4,3)} pode ser
- 1 2 3 4
f= (2 4 1 3)
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Uma forma abreviada de escrever a permutagéo f é por intermédio de um ciclo, isto é:

f=(1,2,4,3)

Neste caso f faz corresponder cada elemento com aquele que esté a sua direita e faz
corresponder o Ultimo elemento com o primeiro. Se houver algum elemento do conjunto

A que ndo estiver no ciclo, entdo f fard corresponder esse elemento consigo préprio. Por

_ . {1 2 3 4
f_(l.J.l)_(:; 2 4 l)

Composicao de permutagées num conjunto A: por ser permutagdes num determinado

exemplo:

conjunto A fungdes cujos dominios e contradominios sao todos iguais a A, entdo pode-se

determinar a composi¢ao de permutagoes.
Exercicios.
Seja A={1,2,3,4,5} e sejam f,g€ES_A. Determine fog e gof para cada um dos casos apresentados:

a. =(5,2,3); g=(3,4,1). Apresente o resultado na forma de matriz e na forma de

ciclo.
b. f=(1,2,3,4); g=(3,2,4,5). Apresente o resultado na forma de matriz.
c. =(1,3); g=(2,5). Apresente o resultado na forma de matriz.

A laia de exemplo, resolve-se o exercicio da alinea a. Resolugdo: determinagdo de fog:
f(g(1))=f(3)=5; f(g(2)=f(2)=3; f(g(3))=f(4)=4; f(g(4)=H(1)=1; f(g(5))=f(5)=2. Entdo:

1§ 12345
fog=(1,5,2,3,4) = l) ; : f ;
Determinacéo de gof: g(f(1))=g(1)=3; g(f(2))=g(3)=4;:9(f(3))=g(5)=5; g(f(4)-=g(4)=1; g(f(5))=g(2)=2

Entao:

’ 9 v E =4
!,‘;-f:(l.:i.5.2.~l>=(.l‘ 4 f l' I;)

Permutacao Identidade: a pemutacdo num conjunto A que cada elemento de A corresponde
consigo proprio, chama-se permutacdo identidade, e representa-se por i_A. Nota-se que para

toda permutagao fES_A  tem-se:
foi_(A )= i_Aof=f,

Nota: nem sempre se consegue representar uma permutagdo por intermédio de um ciclo. No
entanto, se A é finito e se fES_A e f#i_Apode ser escrita como composicdo de ciclos disjuntos.

Por exemplo:

(1 2 3 4 5\_ 4 seiar
f—(‘l 5 & 1 :‘)_u,l.t,..,...;...,
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Matriz: Dados um conjunto P e dois nimeros naturais (inteiros positivos) n e m, uma matriz de
dimensdo mxn é um toda fungdo A: {1,2,3,... m}x{1,2,3,...,n}=P, definida por A((i j)=a_ij, para
todo (i,))€{1,2,3,....m}x{1,2,3,....n}.

Representacdo. Geralmente ndo se representa uma matriz através do simbolo funcional.

Utiliza-se as seguintes anotagdes para uma matriz A de dimensao mxn:

) tyo a1y

X an 79 “es aday,

A= |ay; ou A=\ . . .
imxn

Ayl Q2 o0 Uy

Para todo (i,j)€{1,2,3,...m}x{1,2,3,...,n}, o elemento a_ijeEP denomina-se por entrada.

Exemplo: as médias de temperaturas (em grau fahrenheit) em trés cidades, de um
determinado pafs, em cada més dum determinado ano, podem ser representados por uma
matriz de dimensdo 3x12. Nesse caso, cada linha registra as médias de temperaturas de uma
determinada cidade, enquanto que cada coluna registra as médias de temperaturas nas trés

cidades num determinado més:

23 26 38 47 S8 Tl TR U7 69 55 39 33
A=114 21 33 38 4 57 61 59 49 38 25 21
35 46 54 67 T8 86 91 94 89 5 62 51

Neste sentido, a entrada a_34 representa a média da temperatura da “terceira cidade” no més
de Abril.

Matriz linha. Uma matriz A denomina-se por matriz linha, se ela tiver uma linha e qualquer

nimero de colunas.

Matriz coluna. Uma matriz A denomina-se por matriz coluna, se ela tiver uma coluna e um

numero qualquer de linhas.

Matriz quadrada. Uma matriz A=[a_ij] em que o nimero de linhas m é igual ao nimero de
colunas n denomina-se por matriz quadrada de ordem n. As entradas a_ii de uma matriz
quadrada sdo denominadas entradas principais, e o seu conjunto é denominado diagonal

principal da matriz.

Matriz triangular superior. Uma matriz quadrada A=[a_ij] , de ordem n, denomina-se por
triangular superior, V(i,j), i>], a entrada a_ij=0, ou seja, as entradas abaixo da diagonal principal

sdo todos iguais a zero e as restantes entradas sdo escalares arbitrarios.

-

[a), @ @y ... @y ayy
0 ap apy ... (- an,,

0 0 a3y .. a3n -1 LR

” I) ” - a, lu-1 a, In
0 0 0 «se 0 Uyn J
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Matriz triangular inferior. Uma matriz quadrada A=[a_ij], de ordem n, denomina-se por
triangular inferior, se V(i,j), i<j, a entrada a_ij=0, ou seja, as entradas acima da diagonal
principal sdo todos iguais a zero e as restantes entradas sdo escalares arbitrarios.

ay 0 n ... 0 01
an axn 0 . 0 0
ay az Qzs - ) 0

Qp.1l Opa12 ez 00 Opein-l 0

Iy 2 Iy3 v LU | L

Matriz diagonal. Uma matriz quadrada A diz-se diagonal, se V(i,j), i#j, a entrada a_ij=0, ou
seja, as entradas principais sdo escalares arbitrarios enquanto que as outras entradas sao todos

iguais a zero.

Matriz escalar. Uma matriz escalar A é uma matriz diagonal em que toda as entradas

principais sdo iguais a um escalar qualquer.

AN O 0 .. 0]
0 X 0 ... 0

A=10 0 XN ... 0

0 0 0 ... A

Uma matriz diagonal de ordem n representa-se por Diag(A_1,A_2,..,A_n), onde Vi, A_i é um

escalar arbitrario.

Matriz escalar. Uma matriz escalar é uma matriz diagonal em que todas as entradas diagonais
sao iguais, ou seja:

A=Diag| MA.---.A
N, —

" oomponentes

Matriz identidade de ordem n. Uma matriz identidade A de ordem n é uma matriz escalar em

que cada elemento diagonal é igual a 1, ou seja:

A= Diag| 1,1,--+,1
N, —

n oovnpamienfes
Uma matriz identidade de ordem n representa-se por I_n.

Exemplo.

1 0 0
[y = Diag(1,1,1)=10 1 0
0O 0 1

Igualdade de matrizes. Sejam A=[a_ij] e B=[b_ij] matrizes. A é igual a B se:
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e o numero de linhas de A é igual ao nimero de linhas de B e o nimero de colunas
de A é igual ao nimero de colunas de B, ou seja, A e B tém dimens3oes iguais;

e Para todo (i,j), a_ij=b_ij.

Exemplo: Sejam as matrizes sobre o conjunto dos nimeros reais:

[y - -]

Determinar os valores reais de x,y,z,w de modo que A=B.

Resolucdo. Como as matrizes A e B tém as mesmas dimensdes, entdo A=B se para todo
(i,)e{1,2,31x{1,2}, a_ij=b_ij. Tem-se entdo:

x=3; y=6; z=2 e w=0.

Soma de matrizes. Para adicionar duas matrizes A=[a_ij] e B=[b_ij] é necessario que tenham as
mesmas dimensdes. Sendo assim, a soma A+B é igual a uma matriz C=[c_ij] tal que, para todo

Exemplo. Sejam matrizes

Entdo,

A-BT'I—Zi {412 3*13|_l4 6 20|

6+18 -3+(-9) 246 |4 -12 8

Multiplicagdo de duas matrizes. O produto AB de duas matrizes A=[a_ij] e B=[b_ij] é possivel
se o nimero de colunas de A ¢ igual ao nimero de linhas de B. isto ¢, se A tem dimenséo

mxn, entdo B tem dimensao nxp, onde m,n,p sao nimeros naturais arbitrarios.

Se A=[[a_ij]]_(mxn) e B=[[b_ijl]_(nxp), entdo o produto AB é igual a C=[[c_ij]]_(mxp), onde
para todo (i,)€{1,2,3,.... m}x{1,2,3,....p},

c_ij=a_il.b_1j+a_i2.b_2j+a_i3.b_3j+...+a_in.b_nj=) _(k=1)"n a_ik.b_kj.

Exemplo. Sejam as matrizes

1 2 " o 3
A=|: B=| - .
'.i l-> ’ [ L2 3 ’

Como o nimero de colunas de A ¢ igual ao nimero de linhas de B, entdo o produto AB é

possivel realizar-se. Logo:
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Multiplicacdo de um escalar por uma matriz. Seja A=[a_ij] uma matriz de dimensdo mxn
sobre um conjunto P, e seja um escalar AA€P. A multiplicagdo do escalar A pela matriz A é uma

matriz C=[AX.a_ij], para todo (i,j) pertencente ao conjunto {1,2,3,... m}»{1,2,3,...,n}.

Exemplo. Seja a matriz

e o escalar A=-3. Entao:

-3-(-1) -3-2 -3-3 T _h -
M=-34=|"" . —[“ ! "”

3-(-3) 3-5|
Nota: A matriz -A=-1A.
Subtracdo de matrizes. Sejam A e B matrizes da mesma dimenséo, entdo A-B=A+(-B).

Matriz nula. Uma matriz A diz-se nula se todas as suas entradas sdo iguais a zero. Uma matriz

nula representa-se por O, qualquer que seja a sua ordem.
Propriedades de operagdes com matrizes sobre o conjunto dos nimeros reais.
Adicdo. Sejam A,B,C matrizes de dimensdo mxn:
A.1. (A+B)+C=A+(B+C);
A.2. A+B=B+A,
A.3. A+O=A; onde O é a matriz nula de ordem mxn;
A4d. A+(-A)=0;
A.5.A(A+B)=AA+AB, para todo escalar real A;
A.6. (A+n)A=AA+pA, para quaisquer escalares reais A e p.
A.7. (AW A=A(pA)
Multiplicacao.

M.1. (AB)C=A(BC), onde A tem dimensdo mxn, B tem dimensédo nxp e C tem

dimenséao pxr;
M.2. A(B+C)=AB+AC, onde A tem dimensdo mxn e B,C tém dimensdo nxp;

M.3. (A+B)C=AC+BC, A,B tém dimensao mxn e C tem dimenséo nxp;
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M.4. (Ap)(AB)=(AA)(uB), onde A tem dimensao mxn e B tem dimens&do nxp.
M.5. Seja A uma matriz de dimensdo mxn. Entdo, Al_n=l_m A=A.

Nota.Nota-se que, se A é uma matriz de dimensdo mxn, entdo o produto AB e BA séo
possiveis se e s6 se B tem dimensado nxm. Neste caso AB é uma matriz quadrada de ordem
m, enquanto que BA é uma matriz quadrada de ordem n. Dai que, a existéncia do produto
AB ndo garante a existéncia do produto BA. Também, a condi¢do necessaria para que AB seja

igual a BA é que as matrizes A e B sejam quadradas da mesma ordem.

Matrizes comutaveis. Duas matrizes quadradas A e B com a mesma ordem sdo comutéveis se
AB=BA.

Exemplo. VA,BER, as matrizes

sao comutaveis. Com efeito:

A3 A-03
AB=BA = [{\_ 3y ._H‘

Transposta de uma matriz. Transposta de uma matriz A=[a_ij] de dimensdo mxn é uma matriz

AMt=[b_ij] de dimensdo nxm, tal que V(i,j), b_ij=a_ji.
Propriedades.

(AM)M=A.

(A+B)" t=A"t+B"t.

(AB) =B/t ANt

Matriz simétrica. Uma matriz quadrada A=[a_ij] , de ordem n, é simétrica se A=A\, ou seja,

v(i,j), a_ij=a_ji.

Matriz anti-simétrica. Uma matriz quadrada A=[a_ij], de ordem n, é anti-simétrica se A=-A\t,

ou seja, Y(i,j), a_ij=-a_ji.

Matriz regular, ou invertivel. Uma matriz A é regular, ou invertivel, se e sé se ela é quadrada,
de ordem n, e existir uma matriz quadrada B, da mesma ordem, tal que AB=BA=I_n. Neste
caso diz-se que B é inversa de A, e escreve-se B=A\(-1); da mesma forma, diz-se que A é

inversa de B, e escreve-se, A=BA(-1).

Exemplo. A matriz

0 11
A=|-1 0 1
|
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€ regular e a sua inversa é

Matriz boleana. Matriz boleana é uma matriz sobre o conjunto {0,1}, ou seja, cada entrada é

igual a 1 oua 0.

Sabe-se que a multiplicagdo e a adicdo boleana, define-se, respectivamente por:
xxy=xAy=min{x,y};

X+y=xVy=max{x,y},

onde x,y€{0,1}.

Multiplicagdo de matrizes boleanas. Sejam as matrizes boleanas A=[a_ij]_(mxn) e B=[b_ij]_(nxp).
O produto boleano AxB é uma matriz C=[c_ij]_ _(mxp), onde V(i,j)€{1,2,3,...m}x{1,2,...,p},

Cij = (a; A ,)1)‘] V(ap A b_r)) V...V(ajz A ’.I,,]’) = V (@i A ka'J
k=1

Outra operagdes com matrizes boleanas. Sejam as matrizes boleanas A=[a_ijle B=[b_ij], ambas

com dimensdo mxn. Entdo:
AAB é uma matriz C=[c_ij|] de dimensdo mxn, também, tal que: V(i,j), c_ij=a_ijAb_ij.
AVBé uma matriz C=[c_ij] de dimensdo mxn, também, tal que: V(i j), c_ij=a_ijvb_ij.

Exemplo. Sejam as matrizes boleanas

1 1 0 1 0 0
A 0O 1 0 ¢ B 1 1 1.
0O 0 1 0 0 1

Entdo:

(IADVIIADVOAD) (1A0VIATIVIOAD) (IAO)VIIAL)VIOAL) 111
AxB=OADVIAADVOAD (0A0VIALVOAD (DAD)V(IALVIOATL) :[ ‘
(OADVIOADVIAD (0AQVIOATIVIIAD) (DAD)VIOAL)V .jll’-lj

AANB=|0A1 1A1 0OA1

0A0 OAO0 1A1

IAl 1A0 OA l)‘
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1v1e 1vD ovao 1 1 0
Av D Oovl 1v1l ovli 1 1 1
Ovo ovo 1vl 0 o 1

Conclusao

O conceito de fungdo é de extrema importancia, pois muitas relagdes entre conjuntos sdo

nada mais, nada menos ,que fungdes.

A composicao de fungdes bijectivas é bijectiva. Nota-se que uma fungdo admite inversa se e

s6 se ela for bijectiva.

Permutacdes sdo fungdes bijectivas cujos dominios e contradominios s&o iguais a um

determinado conjunto.

As matrizes sdo utilizadas para representar um conjunto de dados na forma de uma tabela
rectangular. Pode-se multiplicar e adicionar matrizes, no entanto deve-se saber em que
condigdes. As operagdes com matrizes bolenas devem obedecer as regras de operacdes

boleanas.

Avaliacao

1. Sejam S={0,2,4,6} e T={1,3,5,7}. Verifique se cada um dos conjuntos de
pares ordenados é uma fungdo de dominio S e contradominio T. Em
caso afirmativo, verifique se é injectiva e se é sobrejectiva.

a. {0.,2).(2,4),(4,6),(6,0)};
b. {(6,3).(2,1),(0,3).(4,5)};
c. {2,3).(4,7).(0,1),(6,5);
d. {2,1).(4,5).6.3)}

e {(6,1),0,3),4,1),0,7),(2,5).

2. Determine a fungdo inversa de cada uma das bijec¢des do exercicio
anterior.
3. Quais das seguintes correspondéncias sdo fungdes para dominio

e conjunto de chegada dados? Quais sdo fungdes injectivas e/ou
sobrejectivas? Determine as inversas das fun¢des sobrejectivas.

a. fiZ-N, onde f é definida por f(x)=x"2+1;
b. f:Z—-Q, onde f é definida por f(x)=1/x;

c. fiZxN—-Q, onde f é definida por f(zn)=z/(n+1);
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d. f:N-N, onde f é definida por f(x)=2"x;

e. f:N-N, onde f é definida por

> . ~ o
f(x) 2 e O pat :
r+1 s xréimpar
f. f:R—R, onde f é definida por f(x)=1/V(x+1);
g. f:N-N, onde f é definida por
r+1 serépar
flx) = ! :
r—1 seréimpar
4. Seja f:R—R definida por f(x)=x"n, onde neN. Para que valores de n f é
bijectiva?

5. Sejam f:N-N definida por f(x)=x+1 e g:N—-N definida por g(x)=3x
funcdes. Determine:

Q

gof(5)
b. fog(5)
c. gof(x)
d. fog(x)
e. fof(x)
f. gog(x)
6. Sejam f:S—T e g:T-U fungdes.
a. Mostre que se geof ¢ injectiva, entdo f é injectiva.
b. Mostre que se gof é sobrejectiva, entdo g é sobrejectiva.

7. Seja A={1,2,3,4,5}. Escreva cada uma das seguintes permutagdes em A
na forma de ciclo:

s 1 2 3 4 5
f‘(:;lﬁ-l;z)

b. f={(1,4),(2,5).(3,2),(4,3),(5,1)};

a

8. Seja A={a,b,c,d}. Escreva cada uma das permutagdes em A na forma de
matriz:

a. f={(a,c).(b,b),(c,d),(d,a)};
b. f=(c,a,b,d);

c. f=(d,b,a);
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10.

1.

12.

13.

14.

d f=(ab)e(b,d)e(ca).

Seja A={1,2,3,4,5,6,7,8}. Determine cada uma das composi¢des dos ciclos
seguintes, que representam permutagoes em A:

a. (1,3,4)0(5,1,2)

Determine os valores reias de x,y,z de modo que:

r+y 2x-3yl [-4 -T
i—w 24+2w| |[-6 6|

Sejam A=3, 3=-2,

2 1
A= [41 0
3 4

Determine:

. B=

-] I O R
6 -1 5. c=[2 1. D=
1 3 2

a. A+D.

b. A-D.

c. CN2.

d. BD.

D

. (B)C.

Encontre uma matriz B, de modo que o produto BA seja possivel, onde

-1 1 2
‘4_[3 1 )]

Determine as matrizes comutaveis com

1 (11
a=|t )

Sejam

1 3 2.
A= [2 _zl e B= " 1
2

Verifique se B=AN(-1).
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15.  Seja

A= [“ ';l . com ad — be # 0.
C (

Mostre que a inversa de A é

d ~b
B ad = be  ad = be

C a

ad = be  ad - be

16.  Sejam as matrizes boleanas

1 0 0 1 0 1
A=1|1 1 0|, B=1|0 1 1].
0o 1 1 I 1 1

Determine AAB, AVB, AxB, BxA.

17. Prove que para toda matriz A, AA é uma matriz simétrica.

Actividade 1.3 - Demonstracao por Inducao Matematica

Introducao

Para demostrar proposi¢cdes em Matematica é necessério dispor de um conjunto de técnicas.
Nesta actividade vai analisar-se 0 método de demonstracao por indugao finita, que é muito
utilizado na Ciéncia de Computagao. Analisa-se também a recursdo que esté intimamente

ligada a indugdo finita.

Detalhes da atividade

Principio de Indugdo Matematica 1. Seja P uma proposicao definida no conjunto dos
numeros inteiros positivos N, isto é, para cada neN, P é verdadeira ou falsa. Suponha que P

tem as seguintes propriedades:

1. P(1) é verdadeira;

2. Para todo keN, P(k+1) é verdadeira sempre que P(k) é verdadeira.
Entdo, P é verdeira para todo neN.
Exemplo. Mostra-se que a soma dos n primeiros nimeros impares é n”2, isto é:
14+43+5+...+(2n-1)=n"2.

Nota-se que a proposi¢do P(n) é 1+3+5+...+(2n-1)=n"2. Entéao:
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e P(1) é a proposigcdo 1=112, que é verdadeira.

* Hipdtese de indugdo: suponha-se que a proposicdo P(k) é verdadeira, isto é,
1+3+5+...+(2k-1)=k"2. Entdo, a proposicdo P(k+1) é tal que:

14+3+5+...+(2k-1)+(2(k+1)-1).

Como por hipétese, 1+3+5+...+(2k-1)=k"2, entdo vem:
14+3+5+...+2k-1)+2(k+1)-1)=k 2+(2(k+1)-1)
—kA2+2k+2-1=kA2+2k+1=[(k+1)]2

Principio de Indugdo Matematica 2. Seja P uma proposicado definida no conjunto dos
numeros inteiros positivos N, isto é, para cada neN, P é verdadeira ou falsa. Suponha que P

tem as seguintes propriedades:

e P(1) é verdadeira;

* Paratodo keN e k=2, P(k) é verdadeira sempre que P(r) é verdadeira para todo
1<r<k.

Entdo, P(n) é verdadeira para todo nimero natural n.

Observacao.

® Sempre que se quer mostrar que alguma propriedade é verdadeira para todo o
numero natural, pode-se tentar o principio de indugdo matemética, pois podera
ser uma alternativa.

e Algumas vezes se quer provar que a proposicao P é verdadeira para o conjunto
de inteiros {a,a+1,a+2,...,a+k,...}, onde “a” é algum inteiro positivo arbitrario,

possivelmente zero. Nesse caso, deve substituir-se “1” por “a”em qualquer um
dos dois principios de indugdo matemética.

* Os “principios de indugdo 1 e 2" sdo equivalentes. Por vezes a aplicagdo de um,
em vez do outro, se encaixa melhor a um determinado tipo de problema.

Exemplo. Seja P(n) a proposicao definida no conjunto dos nimeros inteiros maiores que “2"

por: para todo neEN e n=2, ou n é um nimero primo ou n é um produto de niimeros primos.

Mostra-se que P(n) é verdadeira utilizando o “principio de indugdo matematica 2”. Neste caso,
deve-se substituir-se o nimero “1" pelo nimero “2"” na aplicagao do referido principio, pois a

proposicdo ¢é definida no conjunto {2,3,4,5,...}. Assim sendo tem-se:
* P(2) é verdadeira, pois “2" é um niimero primo.

* Hipdtese de indugdo: para todo keN e k=3, suponha-se que P(r) é verdadeira
para 2<r<k.
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Ora, se “k” for um nimero primo, entao P(k) sera verdadeira. Caso contrério, “"k” serd um
numero composto. Nesse caso, existira dois nimeros inteiros r_1 e r_2, tais que 1<r_1 <k,
1<r_2<k e k=r_1xr_2. Como os nimeros “r_1" e "r_2" vao satisfazer a hipétese de inducéo,
entdo ou serdo ambos nimeros primos, ou ambos produtos de nimeros niimeros primos

ou um deles serd um nimero primo e o outro produto de nimeros primos. De qualquer um
destes casos, resultard que ou “k”serd um ndmero primo ou “k” serd um produto de nimeros

primos, ou seja, P(k) sera verdadeira. Logo, P(n) é verdadeira, para todo nimero natural n=2.

Progressdo geométrica. é uma sequéncia de termos, onde existe um termo inicial “a”, e cada

"

termo subsequente é obtido pelo produto do anterior por um valor constante “r".

"o,

a” erazao "r":

|u

Exercicios. Sejam “n” termos de uma progressao geométrica de termo inicia
a,axraxrh2,...,ax[r™N JNn-1).

Mostre que a soma desses “n” termos é (ax(1-r"n))/(1-r).

Conclusao

A indugdo matematica é uma técnica usada para demonstrar proposi¢des definidas num
conjunto de nimeros inteiros positivos. Os dois principios de indugdo podem ser utilizadas
para demonstrar o mesmo resultado; no entanto, dependendo da situagdo, uma ou outra

abordagem pode ser mais facil de ser utilizada.

Avaliacao

1. Use um dos principios de indugdo matematica para demonstrar que
os resultados que se seguem sao validos para qualquer nimero inteiro
positivo n:

a. 2+6+10+...+(4n-2)=2n"2;

b. 14+3+6+...+(n(n+1))/2=(n(n+1)(n+2))/6.
2. Mostre que para todo nEN tem-se:

a. 7”n-2/\n é divisivel por 5;

b. 13/n-6"n é divisivel por 7.
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Resumo da Unidade

Nsta unidade abordou-se os conteldos relacionados com as relages binarias (propriedades e
operagdes), com destaque para as relagdes de equivaléncia e as de ordem. Também estuda-se
as fungdes (propriedades e operagdes; permutagdes) e matrizes (com um pequeno destaque

as matrizes boleanas). Analisa-se também o método de demonstragdo por indugéo finita.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Testes Sumativo - Relacdes e funcdes; matrizes e inducdo matematica.

Instrucoes
O teste tem dez questdes, e cada qual vale dez pontos. Deve apresentar todos os célculos e
todos os fundamentos que sustentam as resolugdes feitas. O teste deve ser resolvido em duas
horas.
Critérios de Avaliacao
S&do dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos.
Escala de avaliacéo:
Insuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);
Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);
Bom: 140 a 170 (exclusivo);
Muito bom: 170 a 200.

O aluno com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com nivel de conhecimentos

suficientes para obter aprovagdo nesta unidade.
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Unidade 3. Relagses e Fungses, Matrizes e Demonstracéo por Indugao Matematica

Avaliacdo

1. Use um dos principios de indugdo matematica para demonstrar que
os resultados que se seguem s&o vélidos para qualquer nimero inteiro
positivo:

a. 14272+...+n"2=(n(n+1)(2n+1))/6;
b. 5+10+15+...+5n=(5n(n+1))/2.
2. Prove que para todo neN, “n3+2n é divisivel por 3".

3. Seja A={1,2,3,4,5,6,7,8}. Determine cada uma das composi¢des dos
ciclos seguintes, que representam permutagdes em A:

a. (2,7,8)0(1,2,4,6,8).

4. Sejam as matrizes boleanas:

010 1 00
A=|1 0 1] B=|1 00
1 00 011

a. Determine AAB, AVB.
b. Determine AxB, BxA.

5. Faca o diagrama de Hasse para a ordenagéo parcial p no conjunto
S={2,3,5,7,21,42,105,210}, definida por x p y < x divide y. Indique:

a. O elemento minimo e o elemento méaximo, caso existam;
b. Os elementos maximais e os elementos minimais, caso existam.

6. Verifique se cada uma das seguintes relagdes binarias em conjuntos
indicados S é reflexiva, simétrica, anti-simétrica e/ou transitiva:

a. S=Qexpy e [x|<|yl.

b. expy e x-y éum inteiro multiplo de 3.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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Unidade 4. Teoria de Grafos

Introducao a Unidade

Teoria de Grafos é um ramo da Matemética que estuda as relagdes entre os objectos discretos
num determinado conjunto. Hoje em dia a teoria de grafos tem sido aplicado a diversas éreas,

nomeadamente na area de Informética.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

Identificar grafos e digrafos e especicar os seus elementos.
e Determinar a coloragdo de um grafo.

* Representar multigrafo (dirigido ou ndo) através de matrizes.
e Colorir um mapa;

e |dentificar caminhos eurelianos e ciclo hamiltoniano;

e |dentificar uma ordem numa &rvore enraizada ordenada
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Actividades de Aprendizagem

Actividade 1.1 - Grafo: definicdo e conceitos gerais

Introducao

Pretende-se aqui introduzir o conceito de grafo e os conceitos a eles associados. A
identificacdo de grafos é um objectivo muito importante a ser alcangado, isto é, deve-se
distinguir grafo e pseudografo (ou multigrafo). E muito importante a determinacéo de

caminhos e saber classifica-los.

Detalhes da actividade

Grafo. Um grafo G consiste de duas partes:

* Um conjunto V=V(G) cujos elementos sdo chamados vértices, ou pontos, ou nos;

* Um conjunto A de pares nado ordenados de elementos distintos de V(G),
chamados arestas.

Escreve-se G(V,A) quando se quer referir as duas partes do gréafico.

Ordem e dimensao de um grafo. O nimero de vértices de um grafo designa-se por ordem
desse grafo, e representa-se por IV(G) , ou n(G). O nimero de arestas de um grafo designa-se

por dimensédo do grafo, e representa-se por IA(G)l, ou m(G).

Vértices adjacentes. Dois vértices a e b de um grafo G dizem-se adjacentes se existe uma
aresta e que os une. Neste caso os vértices a e b sdo ditos extremos da aresta e e a aresta e

diz-se incidente nestes vértices.

Arestas adjacentes. Duas arestas distintas de um grafo dizem-se adjacentes se elas tiverem

pelo menos um vértice em comum.

Representacdo de um grafo simples. Um grafo é muitas vezes representado por um diagrama
no qual um vértice é designado por um “ponto” ou um “pequeno circulo” e uma aresta, por

uma linha unindo vértices.

Exemplo. Considere o segunte diagrama que representa um grafo G=(V,A).

A €1

(7]
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o V={A,B,C,D}
o A={e_1={A B},e_2={B,C},e_3={C,D},e_4={A,C},e_5={B,D}}.

Exemplo de um problema que pode ser expresso por um grafo. Cinco turistas de diferentes
nacionalidades encontram-se num aeroporto, onde passam largas horas & espera dum avido
de ligagdo que os levara para um destino comum. O conhecimento de linguas desses cinco

personagens é grande, mas nado ha uma lingua que todos falam, pelo que a conversa ndo se

generaliza. Na tabela que se segue listam-se os idiomas falados pelos cinco turistas:

Turistas Inglés Alemao Francés Espanhol
A, S S S N
A, N S N S
A, S N N S
A, N S S N
A S N S S

Para 1<i<5, a linha i da tabela mostram os dados sobre as linguas faladas (S) e as linguas ndo

faladas (N) pelo turista A_i .
Questdo. Quem nao fala com quem?

O esquema de comunicagdo entre os turistas pode ser representado através de um grafo,
em que cada ponto representa um turista e cada aresta que une dois pontos mostra que os
turistas representados por esses pontos conseguem se comunicar em pelo menos uma lingua

(veja o grafo abaixo).

Al Ar
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Multigrafo, ou pseudografo. Dependendo do estudo de problemas, dois vértices podem

ter vérias arestas (arestas multiplas) unindo-os. Também hé casos em que uma aresta liga

um vértice a si proprio, denominada por lacete, ou lago,. Nesses casos, os grafos dizem-se
multigrafo ou pseudografo. A defini¢do formal de um grafo ndo engloba arestas multiplas nem

lacete, isto é, um grafo é um multigrafo sem arestas mdultiplas nem lacetes.

Exemplo.

Este pseudografo tem quatro vértices (A, B, C, D) e sete arestas (e_1, e_2, e_3, e_4, e_5, e_6,

e_7), entre os quais, dois sdo arestas multiplas (e_4 e e_5) e um é lacete (e_7).

Observagdo. Alguns autores utilizam o termo grafo incluindo o multigrafo, e o termo grafo

simples para um grafo sem arestas multiplas ou lacetes.

Grafo finito e grafo trivial. Diz-se que um multigrafo é finito se tiver um nimero finito de
vértices e um ndmero finito de arestas. Um multigrafo finito com um Unico vértice e nenhuma

aresta diz-se grafo trivial.
Grafo nulo. Grafo nulo € o grafo cujo o conjunto dos vértices é vazio.
Grafo vazio. Grafo vazio é o grafo cujo o conjunto de arestas ¢ vazio.

Grau de um vértice. Grau de um vértice A num multigrafo G, denota-se por d(A) ou deg(A), é

igual ao nimero de arestas incidentes em A.
Vértice par e impar. Um vértice A diz-se par [impar] se o seu grau for um ndimero par [impar].

Vértice isolado e terminal. Um vértice de grau O (zero) diz-se isolado. Um vértice de grau 1 (um)

diz-se terminal.

Propriedade (soma de graus dos vértices). A soma dos graus dos vértices de um multigrafo é

igual ao dobro do nimero das suas arestas.

Nota (Lema de Aperto de M&os). O resultado da propriedade anterior é conhecido como o
Lema de Aperto de Méaos, pelo facto de implicar que se um grupo de pessoas apertar as mdos

entre si, o nimero total de apertos serd par.

Grafo completo. E um grafo em que cada vértice é conectado a cada um dos restantes

vértices.

Nesse caso todos os vértices tém o mesmo grau.
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Exemplo. Grafo completo K_5:

Propriedade (nimero de arestas dum grafo completo). Um grafo completo de n vértice,

representa-se por K_n, tem (n:(n-1))/2 arestas.

Multigrafo regular. Um multigrafo diz-se regular de orgem p se todos os seus vértices tém

graus iguais a p.

Caminho. Um caminho a num multigrafo G com origem A_0O e extremidade A_n é uma

sequéncia alternada de vértices e arestas da forma
A Oe 1A 1e2,...e_(n-1),A_(n-1),e_n,A_n

onde cada aresta e_i é incidente nos vértices A_(i-1)e A_i. O nimero de arestas (n)

denomina-se por comprimento do caminho.

Representacédo de caminho. Quando nao houver ambiguidade, representa-se um caminho a

pela sequéncia das suas arestas,
a=(e_1,e_2,....e_n),
ou pela sequéncia dos seus vértices,

(A_O,A_1,A_2,.. A n).

Classificacdo de caminhos.

* Um caminho diz-se simples, ou sem repeticdes de vértices, se todos os vérices
s3o distintos;

* Um caminho diz-se trilha, ou sem repeticoes de arestas, se todas as arestas sédo
distintas;

e Um caminho a=(A_0,A_1,...,A_n) diz-se fechado se a origem ¢ igual a
extremidade, isto é, A_0=A_n;

e Um caminho a=(A_0,A_1,...,A_n) diz-se aberto se a origem é diferente da
extremidade, isto é, A_0#A_n;

e Um caminho a=(A_0,A_1,...,A_n) diz-se um ciclo se ela é fechado e se todos os
vértices sao distintos, excepto A_0 e A_n. Um ciclo com comprimento k diz-se
k-ciclo. Um k-cilco é par se k é par e é impar se k é impar. Um ciclo num grafo
simples tem comprimento maior ou igual 3. Um grafo sem ciclo diz-se aciclico, ou
floresta. Um grafo conexo aciclico diz-se uma arvore.
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Distancia entre vértices. Sejam A e B vértices num grafo. Distancia entre A e B, denota-se por
d(A,B), define-se da seguinte forma: d(A,B)=0 se A=B; se A#Be existe pelo menos um caminho
entre A e B, entdo d(A,B) é igual ao comprimento do caminho mais curto entre A e B; se ndo

existe nenhum caminho entre A e B, entdo d(A,B) ndo existe.

Teorema. Existe um caminho entre os vértices A e B se e s6 se existe um caminho simples
entre A e B.

Multigrafo conexo. Um multigrafo diz-se conexo se existe um caminho entre quaisquer dois

vértices.

Didmetro de um grafo conexo. Didmetro de um grafo conexo é a maior distancia, entre as

distancias de quaisquer dois dos seus vértices.

Subgrafo. Um grafo H(V',E’) diz-se subgrafo de G(V,E), se V'SV e E’CE. Diz-se que H é um
subespaco gerado por V', se todas as arestas de G com extremos em V' estdo em H. Um
subgrafo H de G é proprio se V(H)#V(G) ou A(H)=A(G).

Subgrafo conexo maximal. Um subgrafo conexo H de um grafo [multigrafo] G é maximal se H

nao for subgrafo préprio de algum subgrafo conexo de G.

Componente de um grafo. Um componente, ou componente conexo, de um grafo G é

qualquer subgrafo conexo maximal de G.
Um grafo G pode ser particionado em seus componentes conexos.

Exercicio. Determine os componentes conexos do grafo abaixo indicado:

Ag

Subgrafo G-A_i. Subgrafo G-A_i é o subgrafo de G que se obtém eliminando o vértice A_i de

V(G) e eliminando todas as arestas que incidem em A_i.

Vértice de corte (num grafo conexo). Diz-se que A_i pertencente V(G) é um vértice de corte

para o grafo conexo G, se G-A_i é desconexo.

Exemplo. No grafo abaixo, A_2 é um vértice de corte. H& mais vértices de corte?
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.'11 “1'-)

:‘.; -'111

A Ay

Subgrafo G-e_i. Subgrafo G-e_i é um subgrafo de G que se obtém eliminando a aresta e_i de
A(G). Sendo assim:

° V(G-e_i)=V(Q);
o A(G-e_i)=A(G){e_i}.

Ponte (num grafo conexo). Uma aresta e de um grafo conexo é uma ponte se G-e é

desconexo.

Exemplo. No grafo conexo abaixo, a aresta e_1 uma ponte.

€3

A i “1;1,

Teorema. Seja G um grafo com n vértices. Entdo as seguintes afirmagdes sdo equivalentes:
1. G éuma arvore;
2. G néo tem ciclo e tem n-1 arestas;
3. G é conexo e tem n-1 arestas;
4. G é conexo e cada aresta é uma ponte;
5. Quaisquer dois vértices de G estdo ligados por exactamente um caminho;
Teorema. Se G é uma floresta com n vértices e k componentes, entdo G tem n-k arestas.

Multigrafo semi-eureliano (ou atravessavel). Um multigrafografo G diz-se semi-eureliano se
existe um caminho aberto sem repeticdo de arestas e que inclui todos os vértices e todas as

arestas. Tal caminho diz-se caminho semi-eureliano, ou atravessavel.
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Nota. Um multigrafo semi-eureliano é conexo.

Exercicio. Determine um caminho atravessavel no grafo que se segue.

€1

Resposta. Por exemplo, o caminho Ae_3 Ce_1 De_2 Ce_6 Ee_8 Ae_4 Be_9 Ee_7 De_5¢

atravessavel.

Propriedade. Seja P um vértice de um multigrafo atravesséavel G. Se qualquer caminho

atravessavel ndo tem origem nem extremidade em P, entdo o grau de P é par.

Grafo eureliano. Um grafo G ¢ eureliano se existe um caminho fechado sem repeticdo de

arestas e que iinclui todos os vértices e todas as arestas. Tal caminho diz-se caminho eureliano.
Teorema. Um grafo conexo finito é eureliano se e s6 se cada vértice tem grau par.

Teorema. Um grafo conexo finito é semi-eureliano se e sé se existem dois vértices de grau

impar.

Exercicio. Encontre um caminho eureliano no grafo que se segue.

Resposta: Por exemplo, A_1e 2A 3e 6A7e 4A 6e 12A5e 11TAT7e 10A 4e 7A2
e 3A3e8A d4e 9A5e5A 2e 1A 1
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Grafo Hamiltomiano. Um grafo conexo de ordem n=3 é chamado grafo hamiltoniano se

existe um ciclo fechado que inclui todos os vértices. Tal ciclo, chama-se ciclo hamiltoniano.

Regras para construir um ciclo hamiltoniano:

e Se um vértice A_i tem ordem 2 em G, entdo as duas arestas incidentes em A_j
sdo necessarias para obter o ciclo hamiltoniano;

* Se durante o processo é formado (de construgdo de um ciclo hamiltoniano) um
ciclo que ndo passa por todos os vértices utilizando as arestas necessarias (as de
ordem 2), entdo o grafo ndo é hamiltoniano;

® Se durante o processo (de construgdo de um ciclo hamiltoniano) duas arestas
incidentes com um determinado vértice sao utilizadas, entdo as outras arestas
incidentes com o mesmo vértice (caso existam) ndo serdo consideradas para as
préximas etapas.

Teorema (condigdo necesséria para que um grafo seja hamiltoniano). Se um grafo simples
¢é hamiltoniano, entdo para todo subconjunto S ndo vazio e préprio de V(G), o nimero de

componentes de G-S é menor ou igual ao cardinal de S.

Teorema (condigdo suficiente para que um grafo seja hamiltoniano). Seja G um grafo conexo

de ordem n=3. Se n<deg(v)para ca vértice v de G, entdo G é um grafo hamiltoniano.

Exercicio. Encontre o ciclo hamiltoniano no grafo hamiltoniano abaixo indicado:

Resposta. Por exemplo, A_1e 4 A 4e 12A 5e 13A 6e 3A 10e2A 3e8A9e 11A8
e 10A7e 6A2e 5A 1

Grafo bipartido. Um grafo G, com ordem superior ou igual a dois, diz-se bipartido se o
conjunto de vértices V(G) pode ser particionado em dois subconjuntos ndo vazios M e N de
modo que cada aresta de A(G) une um vértice em M a um vértice em N. Um grafo bipartido
diz-se completo se cada vértice de M é unido a cada vértice de N, e representa-se por K_
(m,n), onde m é o nimero de vértices em M e n é o nimero de vértices em N. Ao par (M,N)

chama-se bipartido de G.

Exemplo. Grafo bipartido completo K_2,3:
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A A.

Ay Ay A

Exemplo. Grafo bipartido completo K_33:

o U2 U3

Uy (43 UG
Nota. Um grafo bipartido completo K_(m,n) tem mxn arestas.
Teorema. Um grafo simples G ¢ bipartido se e sé se ndo contém ciclos impares.

Método para obter a biparticdo de um grafo bipartido. Comega-se por um vértice qualquer,
marcando-o com “1”. Depois marca-se todos os vértices adjacentes com “2"; e de seguida
marque todos os vértices adjacentes a esses Ultimos com “1”; assim sucessivamente, até que

todos os vértices sejam marcados com “1" e “2".

Exercicio. Verifique se o grafo que se segue é bipartido ou ndo. Em caso afirmativo, indique a

biparticdo, e em caso contrério, indique o ciclo impar.

Resposta. O grafo é bipartido. O conjunto M pode ser formado s6 pelos vértices marcados

com “1"” e o conjunto N pode ser formado sé pelos vértices marcados com “2".
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Grafos isomorfos e homeomorfos.

Grafos isomorfos. Os grafos G(V,A) e G'(V',A") dizem-se isomorfos se existe uma fungéo
injectiva f:-V-V’ tal que e={u,v} é uma aresta em G(V,A) se, e somente se, e'={f(u),f(v)} ¢ uma
aresta em G'(V'",A).

Os grafos isomorfos sdo indistinguiveis, ainda que seus diagramas sejam diferentes.

Grafos homeomorfos. Dado um grafo G(V,A) pode obter-se um novo grafo dividindo uma
aresta de G(V,A) com vértices adicionais. Entdo, dois grafos H e H' sdo ditos homeomorfos se

poderem ser obtidos a partir dum mesmo grafo ou de grafos isomorfos por este método.

Arvore geradora. Um subgrafo T de um grafo conexo G é dito arvore geradora de Gse T é

uma arvore que inclui todos os vértices de G.

Exemplo. Seja o grafo conexo G abaixo indicado:

Grafo GG

Entdo, uma arvore geradora de G é, por exemplo, o grafo T que se segue:

@ o

o— — @

Matriz de adjacéncia e matriz de incidéncia.

Matriz de adjacéncia. Seja G um multigrafo com vértices v_1, v_2, ..., v_n. A matriz de
adjacéncia de G ¢ a matriz A=[a_ij], de ordem nxn, onde a_ij € o niUmero de arestas que ligam

o vértice v_i ao vértice v_j.

Matriz de incidénca. Seja G um multigrafo com vértices v_1,v_2, ..., v_n e com arestas e_1,

e_2,...,e_m. A matriz de incidéncia de G é a matriz B=[b_ij], de ordem nxm, onde:
b_ij=1caso a aresta e_j seja incidente em v_i e b_ij=0 caso contrério.

Exemplo. Seja o grafo G que se segue:
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A matriz de adjacéncia de G é:

0O 1 1 11
I 01 0 0
A=11 1 0 1 1
1 01 01
1011 0
A matriz de incidéncia de G é:
1110100 0
001 0000
00110011
00001101
01000110
Exemplo. Seja a matriz de adjacéncia
1 3 0 0
_13 01 1
A= 01 2 2
01 2 0

dum multigrafo G.
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A partir desta matriz pode-se obter o diagrama do respectivo multigrafo:

* Como a matriz A é quadrada de ordem 4, entdo o multigrafo G tem 4 vértices;

e Como a_11=a_23=a_24=a_32=a_42=1, entdo existe uma lacete no vértice v_1,
existe uma aresta que incide com v_2 e v_3 e uma aresta que incide comv_2 e
v_4,

e Como a_12=a_21=3, entdo existem trés arestas que incidem com v_1 e v_2;

e Como a_13=a_14=a_22=a_31=a_41=a_44=0, entdo n3o existe lacete nos
vértices v_2 e v_4e nao existe nenhuma aresta que incide com os vérticesv_1 e
v.3,v_lev 4;

e Como a_33=a_34=a _43=2, entdo existem duas lacetes no vértice v_3 e duas
arestas que incidem com os vértices v_3 e v_4.

Entdo o diagrama do multigrafo G é

Caracteristicas de matriz de incidéncia e de matriz adjacéncia:

e Toda matriz de adjacéncia é simétrica;

* Se o multigrafo ndo possui lacetes, entdo os elementos da diagonal principal da
matriz da adjacéncia sdo todos iguais a zero;

* Se o multigrafo ndo possui arestas multiplas, entdo os elementos da matriz de
adjacéncias sdo uns e zeros;

e Toda matriz simétrica, cujas entradas sdo nimeros naturais, determina um
multigrafo;

* Se um multigrafo G tiver n vértices, existird n! matrizes de adjacéncia desse
multigrafo;

* As matrizes de adjacéncia representam de forma completa os multigrafos, uma
vez que é possivel recuperar toda informagao sobre um multigrafo a partir da sua
matriz de adjacéncia;

¢ Uma matriz de incidéncia de um multigrafo sem lacetes, tem em cada coluna
exactamente dois elementos ndo nulos. Se houver lacete, a coluna relativa a esse
lacete tem um Unico elemento n&o nulo;

* Toda matriz com entradas no conjunto {0,1}, tal que cada coluna tem uma ou duas
entradas n&o nulas, determina um multigrafo.
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Teorema. Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G com n vértices, onde n>1. Entdo, a

entrada (i,j) da matriz A”“m, meN, é o nimero de caminhos de comprimentos m entre v_i e v_j.

Grafo com etiqueta (ou ponderado). Um grafo com etiqueta é um grafo cujos vértices ou

arestas sdo associados a algum tipo de dados.

Se cada aresta e de um grafo G é associado a um niimero ndo negativo I(e), entdo I(e) é

chamado de ponderagdo ou comprimento de e.

Problema do caminho mais curto. Sejam v_1 e v_2 vértices de um grafo G, com ponderagéo,
ou comprimento, nas arestas. O problema do caminho mais curto, consiste em encontrar um
caminho de menor comprimento entre v_1 e v_2, onde o comprimento do caminho é a soma
dos comprimentos das suas arestas. Nota-se que o caminho mais curto ndo tem repeticdo de

arestas.

Exemplo. Seja o grafo abaixo:

vy (o y .

O caminho mais curtoentrev_1ev 2é(v_1v.3v.5v_7v 8v_2).

Arvores geradoras minimas. Seja G um grafo conexo ponderado. Entdo, qualquer arvore
geradora T de Gesta associado a um peso total obtido pela soma das ponderagdes das arestas
em T. Uma &rvore minimal geradora de Gé uma arvore geradora cujo peso total é o menor

possivel.

Algoritmos para obter arvore minimal geradora T de um grafo conexo ponderado G, onde G

tem n vértices. Neste caso T deve ter n-1 arestas.
Algoritmo I. A entrada é um grafo conexo G com n vértices:
Passo 1 Ordene as arestas de G por ordem decrescente das suas ponderagdes.

Passo 2 Na ordem estabelecida no passo 1, elimine cada aresta que ndo desconecta o grafo

até que restem n-1 arestas.

Passo 3 Saia.

Algoritmo Il. A entrada é um grafo conexo G com n vértices.

Passo 1 Ordene as arestas de G por ordem crescente das suas ponderagdes.

Passo 2 Comecando apenas com vértices de G, na ordem estabelecida no passo 1, adicione

cada aresta que ndo gera um ciclo até que n-1 arestas sejam adicionadas.
Passo 3 Saia.

Exemplo. Seja o grafo conexo ponderado G:
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Aplica-se o algoritmo | para obter a arvore minimal geradora do grafo G. Como o grafo G tem
6 vértices, entdo a arvore minimal geradora tem 5 arestas. O quadro que se segue mostra as

arestas a serem eliminadas do grafo G, de modo que reste 5 arestas:

Arestas E':":r I"-i] E':": " "’-.:] E"’":"r "’-=-:I E':"Hr I"-I] E':":r "’-=-:I E':"'." "’-=-:I E':":-r '-":‘:I E':"'.- |-f'|.-:| E':r'-_.- lr'.,-;l
Ponderagies & 7 b 7 & & 4 4 3
Eliminadas Sind Sind Sind MAD MWAQ Sind MWAQ MWAQ MWAQ

Entdo, a &rvore minimal geradora de G é:

Observagao. Consoante a ordenagdo das arestas com iguais ponderagdes, pode-se obter

distintas arvores minimais geradoras de G, mas no entanto todos eles tém o mesmo peso total.

Exercicio. Aplique o algoritmo I, para obter uma arvore minimal geradora do grafo G.

Conclusao

O conhecimento dos conceitos associados a grafos (ou multigrafos de uma forma geral)

sdo muito importantes na resolucdo de problemas. Deve-se dar muita atencédo as formas

de representagdo de grafos: diagrama, descri¢cdo do conjunto dos vértices e do das arestas,
matrizes. O grafo conexo (ponderado ou nao) modela muitos problemas. A representacéo de
um grafo por intermédio de uma matriz permite a obten¢do de varias propriedades algébricas
de grafos.
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Avaliacdo

1.

3.

4,

Considere o multigrafo G, onde V(G)={A,B,C,D} e A(G)={{A,D}{A,C}.{B,B}
{B.CHC,AL{C,B}{D,B}{D,D}}.

A. Determine o grau e a paridade de cada vértice.
B. Verifique que a soma dos graus dos vértices é um nimero par.

Seja o grafo H, que se segue:

vy
A. Justifique que o grafo H é conexo.
B. Indique uma ponte em H.

Encontre um caminho eureliano no grafo que se segue:

Grafo G,
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A. Quais dentre eles sdo conexos?

B. Se um deles ndo é conexo, axe seus componentes conexos.
C. Quais sdo aciclicos?

D. Quais sao grafos (ou grafos simples)?

5. Considere os seguintes multigrafos:

o (o 2 23
[T o ¢ aro\o o3

H

1 RS

"
K w

m

e
@

6 i
A. Quais deles sdo eurelianos?

B. Para aqueles que ndo sdo eurelianos, explique as razbes.
C. Quais deles tém e ndo tém um ciclo hamiltoniano. Explique as razdes.

6. Faca o diagrama de um grafo K_2,3.

7. Faga os diagramas de todas as arvores com seis vértices.
8. Ache todas as arvores geradoras do grafo que se segue:
WC
D
Grafo G
9. Determine a matriz de adjacéncia do multigrafo abaixo indicado:
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10.  Determine o nimero de lagos e arestas multiplas num multigrafo G cuja
matriz de adjacéncia é:
1 1 2 0
A — 1 2 1 3
2 1 0 1
0O 3 1 0
11. Determine a matriz de incidéncia do grafo que se segue:
A
€) B
€2 €4 .
€5
c D
€3
12.

Considere o seguintes grafo ponderado:

A. Determine a arvore geradora minimal deste grafo.
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Actividade 1.2 - Grafo planar e coloracao de grafos e mapas

Introducao

Detalhes da atividade

Multigrafo planar. Um multigrafo planar é um multigrafo que pode ser desenhado num plano

sem que as arestas se cruzem.

Exemplo. As arvores formam uma classe muito importante de grafos planares.

Exemplo. O grafo

¢ planar, pois admite uma respresentagdo plana sem que as arestas se cruzam. Por exemplo:

Mapas e regides. Uma representacao planar de um multigrafo planar denomina-se por mapa.
Diz-se que um mapa é conexo se o multigrafo subjacente é conexo. Um determinado mapa
divide o plano em vérias regides. Por exemplo, o mapa do multigrafo do exemplo anterior

divide o plano em quatro regides (r_1,r_2, r_3 e r_4):

A regido r_1 é limitada por quatro arestas; a regido r_2 ¢ limitada por trés arestas; a regido
r_3 é limitada por quatro arestas e a regido r_4ndo é ilimitada no plano inteiro. No entanto,
pode-se imaginar o mapa inserido num rectangulo, por exemplo, e nesse caso a regiao r_4

serd limitado e terd no seu bordo quatro arestas do mapa.

Regides adjacentes. Duas regides de um mapa M diz-se adjacentes se eles tém uma aresta
em comum.

Exemplo. No grafo anterior a regido r_2 é adjacente ar_1,r_3 er_4.
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Grau de uma regido. O bordo de uma regido r de um mapa M consiste de uma sequéncia de
arestas formando um caminho fechado. Chama-se grau de uma regido r, representa-se por

deg(r), o comprimento do caminho fechado que forma o bordo de r.

Teorema. A soma dos graus das regides de um mapa ¢ igual a duas vezes o nimero das suas

arestas.

Exemplo. No mapa anterior tem-se: deg(r_1)=5; deg(r_2)=3; deg(r_3)=4 e deg(r_4)=4. Nota-se

que 5+3+4+4=16¢ igual ao dobro do nimero das arestas do mapa.

Exercicio. Para cada um dos grafos que se seguem, determinar o bordo e o grau de cada

regido, e verificar a condi¢do do teorema anterior.

U
Uy
Grafo O Cirafo H
Teorema. Seja M um mapa com Vvértices, E arestas e R regides. Entdo V-E+R=2.
Teorema. Seja G um grafo planar conexo com p vértices e q arestas, onde p=3. Entdo q<3p-6.

Grafo néo planar.

Teorema. Um grafo é nao planar se, e sé se, contém um subgrafo homeomorfo a K_3,3 ou a
K_5.

Observacao. O grafo K_5 é ndo planar. Pois tem 5 vértices e 10 arestas. Fosse planar, o dobro
do numero das suas arestas seria menor que a diferenca entre o triplo do nimero dos seus

vértices e seis. No entanto, isto ndo acontece, logo néo ¢ planar.
Exercicio. O grafo K_3,3 ¢, também, ndo planar. Verificar este resultado.

Coloragao de grafos. Seja um grafo G. Uma coloragédo de vértices de G, ou coloracéo de

G, é uma atribuicao de cores aos vértices de G, de forma que vértices adjacentes tenham
cores distintas. Diz-se que G é n-coloravel se existe uma coloragdo de G que usa n cores. O
nimero minimo de cores necessério para a coloragdo de um grafo G denomina-se por nimero

cromético de G, e denota-se por X(G).

Algoritmo para coloragdo de um grafo.

Algoritmo I. A entrada é um grafo G.

Passo 1 Ordene os vértices de G por ordem decrescente dos seus graus.

Passo 2 Atribua a primeira cor, C_1, ao primeiro vértice e, entdo, sequencialmente, atribua

C_1 a cada vértice que ndo é adjacente a algum vértice que o antecedeu e ao qual foi
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atribuida a cor C_1.

Passo 3 Comece de novo no passo 1 colorando os vértices que ainda ndo foram colorados

com a segunda cor, C_2.

Passo 4 Repita o passo 3 com a terceira cor, C_3, depois com a quarta cor, C_4, e assim por

diante, até que todos os vértices sejam colorados.
Passo 5 Saia.

Observacdo. Este algoritmo é muito eficaz na coloracdo de um grafo G. No entanto, nem

sempre da o nimero cromético de G.

Exemplo. Seja o seguinte grafo:

4 U

vy Us

Vai utilizar-se o algoritmo anterior para obter uma coloracao de G.

Ordenagao dos vérlices Vs vy ER ol w | e | ve

Coloragao dos vérices - C; 3 A C; PR 5t

Sendo assim, o grafo G é 3-coloravel. Nota-se aqui que o nimero cromético de G é 3, pois
G nao é 2-coloravel uma vez que para colorarv_1, v_4 e v_7 é necessério 3 cores, dai que o

nimero minimo de cores para colorar o grafo G é trés.

Exercicio. Seja o grafo que se segue:

Usar o algoritmo acima descrito, para colorar este grafo. Justificar que o seu nimero cromético

é trés.
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Coloracao de um grafo bipartido. Recorda-se que um grafo bipartido é um grafo cujo
conjunto dos vértices se divide em dois subconjuntos de modo que cada vértice de um
subconjunto se conecta com cada vértice do outro subconjunto e os vértices do mesmo
subconjunto ndo se conectam entre si. Desta feita, basta duas cores para colorar os vértices
de um grafo bipartido (uma para colorar os vértices de um subconjunto e outra para colorar os

vértices do outro subconjunto).
Teorema. Para um grafo G sao equivalentes as seguintes afirmacdes:
I. G é 2-coloravel
ll. G é bipartido
lll. Todo ciclo de G tem comprimento par.
Observacdo. O teorema anterior caracteriza os grafos 2-coloraveis.
Coloragédo de grafos planares.
Teorema. Todo grafo planar G é 4-coloravel.

Coloragdo de mapas. Colorar um mapa M significa atribui cores as regides de M de modo que
duas regides adjacentes ndo tenham a mesma cor. Uma mapa M diz-se n-coloravel se existe

uma coloragdo de M com n cores.

Mapa dual. Seja um mapa M. Escolhe-se um ponto em cada regido M. Se duas regides sdo
adjacentes os pontos correspondentes vao ser unidos por uma linha intersectando a aresta
comum. Essas linhas podem ser tragadas sem se intersectarem. Assim, obtém-se uma nova
mapa M"*, que se denomina por dual de M, de modo que cada vértice de MA* corresponde

a uma regido de M.

Exemplo. O dual do mapa M, abaixo,

é o mapa MA*

113



Matemadtica Discreta

Observagdo. Nota-se que a coloragao dos vértices do mapa dual MA* de um mapa M equivale

a coloragao das regides do mapa M. Sendo assim, segue o teorema.
Teorema. N&o é necessério mais do que quatro cores para colorar um mapa.
Coloracdo de uma arvore.

Teorema. Toda arvore é 2-coloravel.

Conclusao

Esta actividade assentoua-se sobre estudo dos grafos planares, com enfoque na coloragéo
dos vértices e dos mapas. Todo grafo planar é 4-coloravel. Consequentemente, todo mapa é

também 4-coloravel. Todo grafo 2-coloravel é bipartido e vice-versa.

Avaliacao

1. Desenhe uma representagao planar de cada um dos grafos que se
seguem, caso seja possivel:

L
Grafo G Grafo Ga Grafo Gy
2. Ache o menor nimero de cores necessérias para colorar o mapa seguinte:
A
B
'é j\ c
3. Ache uma coloragdo e o nimero cromatico do grafo que se segue:

A
£ E
8 c
o}
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4. Ache o mapa dual ao seguinte mapa:

A a8

Actividade 1.3 - Grafo dirigido

Introducao

As vezes na modelagio de um problema hé necessidade de considerar-se um sentido para
arestas, dando origem a um grafo dirigido, ou digrafo, ou grafo orientado.. Alguns conceitos

tratados aqui sdo semelhantes aos dos grafos simples, mas ha diferencas em muitos aspectos.

Detalhes da atividade

Digrafo, ou grafo dirigido, ou grafo orientado. Um digrafo D é um par (V(D),A(D)), onde V(D)
€ um conjunto ndo vazio de elementos chamados vértices e A(D) é um conjunto de arestas

orientadas (eventualmente mdltiplas), chamadas arcos.

Exemplo.

Ay €3

Se o nimero de vértices em D é finito, diz-se que o digrafo é finito.

Se as arestas em um digrafo D estdo associados a algum tipo de dados, diz-se que o digrafo é

ponderado.

Seja e=(u,v) uma aresta orientada de um digrafo. Diz-se entdo que:

115



Matemadtica Discreta

® “u” é o ponto inicial, ou origem, de “e” e que “v" é a extremidade, ou o ponto
final de "e”;

e “v" é&um sucessor de “u”;

o “u” é adjacente para “v” e “v" é adjacente de "u”.
O conjunto de todos os sucessores de um vértice “u” em um digrafo D=(V,A) é definido por:
suc(u)={veV:(u,v)EA}.

Arestas paralelas em um digrafo sdo aquelas que tém a mesma origem e a mesma

extremidade.
Laco em um digrafo é uma aresta cuja origem ¢é igual a extremidade.

Subgrafo. Seja D=(V,A) um digrafo, e seja V' um subconjunto de V. Se A’ é um subconjunto
de A, de modo que as origens e as extremidades das arestas de A" pertengam a V', diz-se
que D'=(V',A) é um subgrafo de D. Se A’ contém todas as arestas em A, cujas origens e
extremidades pertencem a V', diz-se que o digrafo D'=(V’,A") é um subgrafo de D gerado por
V.

Grau. O grau de saida de um vértice “v” em um digrafo D, representa-se por outdeg(v), é o
numero de arestas com origens em “v”; e o grau de entrada de uma aresta “v”, representa-se

por indeg(v), € o nimero de arestas com extremidades em “v".

Sumidouro. um vértice v num digrafo D diz-se um sumidouro se o seu grau de entrada é

positiva, mas o seu grau de saida é zero.

Fonte. um vértice v num digrafo D diz-se uma fonte se o seu grau de entrada é zero, mas o seu

grau de saida é positiva.

Teorema. A soma dos graus de saida dos vértices de um digrafo D é igual a soma dos graus de

entrada desses vértices, e é igual ao nimero de arestas.

Caminho. Um caminho em um digrafo D é uma sequéncia alternada de vértices e arestas

orientadas, por exemplo,
C=(v.0,e_1v_1e2v 2,..env.on)
tal que cada aresta e_i tenha origem em v_(i-1) e extremidade v_i.

Observagao. Quando ndo ha ambiguidade, representa-se um caminho pela sequéncia dos

seus vértices ou das suas arestas.

O comprimento de um caminho é o nimero das suas arestas.

Um caminho simples é aquele que tem vértices distintos.

Uma trilha é um caminho com arestas distintas.

Um caminho fechado é aquele em que o primeiro vértice é igual ao ultimo.

Um caminho gerador é aquele que tem todos os vértices do digrafo em causa.
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Um ciclo é um caminho fechado com todos os vértices distintos, execepto o primeiro e o

ultimo.

Teorema. Seja D um grafo aciclico, isto é, que nao tem ciclo. Entdo, D tem um sumidouro e

uma fonte.

Exemplo. Considere o digrafo D abaixo indicado:

A B

c D
Este digrafo é aciclico, logo pelo teorema acima, ele tem um sumidouro, o vértice D, e uma

fonte, o vértice A.

7 u_n

Um vértice v é alcangavel a partir de um vértice u, se existe um caminho de “u” para “v".

Um semicaminho é o mesmo que um caminho, a ndo ser pelo facto de uma aresta e_i iniciar
em v_(i-1) ou em v_i, e terminar, respectivamente, em v_i ou em v_(i-1). Semitrilhas e caminhos

semi-simples sdo definidos de forma analoga.

Exemplo. Seja o digrafo seguinte:

o outdeg(A)=2 e indeg(F)=1.
° O caminho (A,B,D) é um ciclo.

° O vértice C é alcangavel a a partir do vértice D, pois existe o caminho
(D,E,F.A,B,C).Nota-se que este caminho é um caminho gerador, é uma trilha e o
seu comprimento é 5.

Exercicio. Considere o digrafo do exemplo anterior.

. Indique os outros cilclos.
° Determine outdeg(E) e indeg(C).

. Verifique se o vértice C ¢é alcancével a partir do vértice E.
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Conectividade.

* Um digrafo D=(V,A) é fortemente conexo se dado quaisquer par de vértices u e v,
cada um deles for alcancéavel a partir do outro.

e Um digrafo D=(V,A) é unilateralmente conexo, ou unilateral, se dado quaisquer
par de vértices u e v, um deles for alcangével a partir do outro.

e Um digrafo D=(V,A) é fracamente conexo, ou fraco, se existe um semicaminho
entre quaisquer dois vértices u e v.

Observacao.

* Seja G um grafo (ndo orientado) obtido do digrafo G’ considerando todas as
arestas de G’ como ndo orientadas. Entdo, G’ é fracamente conexo se, e somente
se, o grafo G é conexo.

* A conectividade forte implica a conectividade unilateral, e a conectividade
unilateral implica a conectividade fraca.

e Diz-se que um digrafo é estritamente unilateral se ele for unilateral, mas néo forte.

Teorema. Seja D um digrafo orientado finito. Entéo:
I. D é fortemente conexo se, e somente se, D tem um caminho gerador fechado.
Il. D é unilateralmente conexo se, e somente se, D tem um caminho gerador.

Exemplo. Considera-se os digrafos abaixo indicados:

A e D E

C F

Digra fo D
Digra fo D, wgrafo D

O digrafo D_1 é fortemente conexo, pois qualquer vértice em D ¢ alcangavel a partir de
qualquer dos restantes vértices.

o digrafo D_2 n&o é unilateralmente conexo, consequentemente nao ¢ fortemente conexo,

pois, por exemplo, nenhum dos vértices D e G é alcangavel a partir do outro.

Exercicio. Considere o digrago D=(V,A), onde V={A,B,C,D} e A={(A,B),(B,C),(C,D),(D,A),(A,D)}.

Represente D através de um diagrama. Classifique D quanto a conexividade.

Representagdo de um digrafo por intermédio de uma matriz. Seja D um digrafo com vértices
v_1yv_2,v_3,...v_m. A matriz de D é uma matriz quadrada, de dimensdo mxm, M_D=[m_ij],

onde m_ij € o nUmeros de arestas como origem em v_i e extremidade v_j.
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Se D né&o tiver arestas paralelas, as entradas de M_D sao uns e zeros; caso contréario as

entradas sdo numero inteiros ndo negativos.

Também, toda matriz quadrada M de dimensao mxm com entradas ndo negativas, determina

unicamente um digrafo com m vértices.

Teorema. Seja M a matriz de um digrafo D. Entdo, a entrada (i,j) da matriz M~n da o nimero de

caminhos de comprimentos n de vértice v_i a vértice v_j.

Teorema. Seja M a matriz de um digrafo D com m vértices. Seja C=M+MA2+MA3+...+MA(m-1).
Entdo, D é fortemente conexo se, e somente se, C ndo tem nenhuma entrada na diagonal

principal igual a zero.

Arvore com raizes. Uma arvore com raiz, ou enraizada, é uma arvore T que contém um vértice

chamado de raiz, que geralmente é designado por r.

Como existe um Unico caminho simples da raiz r para qualquer outro vértice v em T, entéo isto

determina os sentidos das arestas de T. Sendo assim, T pode ser visto como um digrafo.

Nivel, ou profundidade. Numa arvore T com raiz r, o comprimento do caminhos da raiz r para
qualquer vértice v é dito nivel, ou profundidade de v, e o maior nivel é dito profundidade da

arvore.

Folha e ramo. Numa arvore T com raiz r, um vértice com grau 1, diferente da raiz, é

denominado folha de T, e o caminho orientado de um vértice até uma folha é dito um ramo.

Exemplo. Seja a seguinte &rvore T com raiz r:

e
[
; ' .
t
]
 F la
L 0 . .
| FA
\ /
| ‘," »

A profundidade desta arvore é trés, pois é o maior nivel entre os niveis dos vértices. Os

vértices G, |, F, J e K sdo folhas. Sdo ramos, por exemplo, os caminhos (,C,K) e (D,H,I).

Relagdo de precedéncia entre os vértices. Numa &rvore T com raiz r, diz-se que um vértice u
precede um vértice v, ou que vértice v segue o vértice u, se o caminho da raiz r a v inclui o
vértice u. Diz-se que um vértice v segue imediatamente u, se (u,v) € uma aresta. Um vértice v é
denominado pai de todos os vértices que o seguem imediatamente, e esses sdo denominados

filhos desse vértice. Os filhos de um determinado vértice sdo chamados irmaos.

Exemplo. Na arvore do exemplo anterior, os filhos do vértice B sdo os vértices E e F, por

conseguinte estes dois sdo irmaos.

Exercicio. Seja a seguinte arvore T com raiz r:
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A. Determine a profundidade de T.
B. Indique os filhos do vértice C.
C. Indique os irmaos do vértice K.

Aplicacdo da arvore enraizada. Uma arvore enraizada é um instrumento muito Util para
enumerar todas as possibilidades l6gicas de uma sequéncia de eventos, em que cada evento

pode ocorrer em um numero finito de maneiras.

Exemplo. Duas pessoas A e B estdo a disputar um torneio de ténis tal que a primeira pessoa
que ganhar dois jogos seguidos ou um total de trés jogos ganha o torneio. Determina-se o

nimero de maneiras pelas quais o torneio pode ocorrer, utilizando a arvore enraizada seguinte:

~* A !
\ -~ e
P -"'-/‘—_\“——._ B _--"'___.-_---“-0'_’ -
- g no .
/’ T—— n
_~ B
\_ A \
. -
-~ —
A A
e ——
R e
B BTN [z
-‘\" 5
i
O torneio pode ocorrer de 10 maneiras:
1. Em duas partidas, ha duas possibidade, as duas vencidas pela pessoa A
(ramo (A,A)) ou pela pessoa (ramo(BB));
2. Em trés partidas, ha duas possibilidades, a primeira vencida por A e as

duas ultimas por B (ramo (A,B,B)) ou a primeira vencida por B e as duas
dltimas vencidas por A (ramo (B,A,A));

3. Em quatro partidas, ha duas possibilidades, a primeira e as duas Gltimas
vencidas por A e a restante vencida por B (ramo (A,B,A,A)) ou a primeira e
as duas ultimas vencidas por B e o restante vencida por A (ramo (B,A,B,B));
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4. Em cinco partidas h& quatro possibilidades, A vence a primeira, a terceira
e a quinta partida, e B as restantes (ramo (A,B,A,B,A)), B vence a segunda,
a quarta e a quinta partida, e A as restantes (ramo (A,B,A,B,B)), B vence a
primeira, a terceira e a quinta partida, e A as restantes (ramo (B,A,B,A,B)),
e A vence a segunda, a quarta e a quinta partida, e A as restantes (ramo
(B,A,B,AA)).

Arvore enraizada ordenada. Uma arvore enraizada T diz-se uma arvore ordenada se os
filhos de cada vértice sdo ordenados. Tais arvores apresentam a raiz no topo, as arestas sao

direccionadas para baixo e os filhos sdo ordenados da esquerda para direita.

Sistema de enderecamento universal. Neste sistema, os vértices de uma arvore enraizada

ordenada T (com raiz r) sdo rotulados da seguinte forma:

e Atribui-se O a raizre 1,2,3,...aos filhos de r, de acordo com a ordenacédo dos
vértices;

e Os restantes vértices sdo ordenados da seguinte forma: se a é o rotulo do
vértice v, entdo os filhos de v sdo rotulados com a.1,a.2,a.3,..., de acordo com a
ordenacdo dos vértices.

Exemplo.

Ordem lexicografica para uma arvore enraizada ordenada. O sistema de enderecamento
universal constitui um importante instrumento para descrever linearmente (ou armazenar) uma
arvore enraizada ordenada. Ou seja, dados os enderecos a e b, diz-se que a<b sempre que

b=a.c ou existem nimeros inteiros positivos m e n tais que a=r.m.s e b=r.n.t.

A ordem lexicogréfica de uma arvore enraizada ordenada obtém-se lendo de cima para baixo

o ramo mais a esquerda, depois o segundo ramo mais a esquerda, e assim por diante.

Exemplo. A ordem lexicogréfica dos enderecos da arvore ordenada do exemplo anterior, é o

seguinte:
0,1,1.1,1.1.1,1.2,2,21,21.1,21.2,2.2,2.2.1,2.3,2.3.1,2.3.1.1,2.3.1.2.

Exercicio. Descreva a ordem lexicogréafica dos enderecos da arvore ordenada seguinte:
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Conclusao

Nesta actividade abordoua-se o conceito de digrafo, e os conceitos associados a ele. Por ter
as arestas sentidos, alguns conceitos sao diferentes dos correspondentes em um multigrafo.
A conectividade num digrafo é caracterizada em termos de caminhos geradores. Uma arvore
enraizada é um instrumento muito Util para enumerar todas as possibilidades l6gicas de uma
sequéncia de eventos, em que cada evento pode ocorrer em um nimero finito de maneiras.
O estudo da ordem lexicogréfica permite descrever linearmente os enderecos de uma arvore

enraizada ordenada.

Avaliacao

1. Considere a seguinte arvore enraizada T:

a. Ache os irméaos de E.

b. Ache as folhas de T.

c. Indique o nivel de cada um dos seguintes vértices: H, F, M.
2. Os seguintes enderecos estdo na ordem lexicografica:

0,1,1.1,22.1,21.1,2.2,2.2.1,22.1.1,2.2.1.2,3,3.1,3.2.2.

a. Esboce a correspondente arvore enraizada ordenada.

3. Descreva a ordem lexicografica dos enderecos da arvore ordenada
seguinte:
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4. Considere o seguinte digrafo G:

X Yy

a. Descreva formalmente o digrafo G.

b. Ache todos os caminhos simples de X para Z.

c. Ache todos os caminhos simples de Y para Z.

d. Ache todos os ciclos em G.

e. G é unilateralmente conexo? G é fortemente conexo?

f. Ache o grau de entrada e o grau de saidada de cada vértice de G.
g. Ache a lista de sucessores de cada vértice de G.

h. Existem fontes ou sumidouros?

i. Ache a matriz de adjacéncia A do digrafo G.

j. Ache a matriz de caminhos P de G, usando a poténcia de A.

5. Considere o seguinte digrafo G: V(G)={a,b,c,d,e,f,g}; A(G)={(a,a),(b,e).(a,e),(
elb)l(glc)l(ale)l(dlf)l(dlb)l(g’g)}'

a. Esboce o digrafo G.
b. Identifique todos os lagos e as arestas paralelas.

c. Existem sumidouros em G?

Resumo da Unidade

Nesta unidade estudou-se os multigrafos orientados e ndo orientados. Analisou-se os varios
conceitos relativamente & teoria de grafos. Fez-se estudos do caminho eureliano e do caminho
hamiltoniano. Analisou-se a questdo da coloracdo dos vértices de um multigrafo. Fez-se uma
analise aos grafos conexos ponderados, com enfoque na determinacéo da arvore geradora
minima. Relacionou-se um multigrafo (dirigido e ndo dirigido) com matrizes. Estudou-se as

arvores enraizadas.

123



Matemadtica Discreta

Avaliacao da Unidade

Testes Sumativo - Grafos

Instrucoes

O teste tem dez questdes, e cada qual vale dez pontos. Deve apresentar todos os célculos e

todos os fundamentos que sustentam as resolugdes feitas. O teste deve ser resolvido em duas
horas.
Critérios de Avaliacao
S&do dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos.
Escala de avaliacéo:
Insuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);
Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);
Bom: 140 a 170 (exclusivo);

Muito bom: 170 a 200.

O aluno com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com nivel de conhecimentos

suficientes para obter aprovagdo nesta unidade.

Avaliacao
1. Ache o nimero croméatico do seguinte grafo:
2. Esboce a representacéo planar, se possivel, de cada um dos grafos
abaixo:
A
4 ¢ B ’ A
I r r [ 13 D »
R — T——
(e} » o

3. Ache todas as arvores geradoras T do grafo G que se segue:
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a. Verifique se sdo arvores geradoras minimas.

Obtenha a representacdo planar, e a respectiva coloragdo, do seguinte

grafo:
A
o F
c E

Desenhe o multigrafo G que corresponde a seguinte matriz de
adjacéncia:

1 30 0
301 1
A=101 2 2
01 2 0

Ache o nimero de circuitos hamiltonianos no grafo seguinte:

E D

Determine a matriz G do seguinte digrafo:

Considere os seguintes enderecos que estdo em ordem aleatdria:

1,221,3.2,22.1.1,1.1.1,0,2.1,3.2.1.1,3,3.1,2.2,2.1.1,3.2.1,1.1,3.2.1.2,2,1.1.2.
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a. Coloque os enderecos em ordem lexicografica.

b. Esboce a arvore enraizada ordenada com raizes correspondentes.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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