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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educagdo nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sao acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo

em Ciéncias da Computagdo Aplicada, em colaboragdo com 18 instituicdes parceiras
africanas de 16 paises. Um total de 156 médulos foram desenvolvidos ou traduzidos para
garantir disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram

disponibilizados como recursos de educagao aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este mdédulo em sua instituicdo,
para sua prépria educagdo, compartilha-lo o mais amplamente possivel e participar
ativamente da AVU Comunidades de prética de seu interesse. Estamos empenhados em estar

na linha de frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizagdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar significativamente o acesso a educagéao e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicacéo
de informacdo. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagdo Intergovernamental,
foi assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania,
Mali, Costa do Marfim, Tanzania, Mogambique, Republica Democrética do Congo, Benin,
Gana, Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gambia, Guiné-Bissau,
Etiopia e Cabo Verde.

As seguintes instituigdes participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3)
Université Lumiere de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes;
(5) Universidade de Nouakchott na Mauritania; (6) Université Gaston Berger no Senegal;

(7) Universidade das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de
Administragdo e Administracdo Publica do Gana; (9) Universidade de Ciéncia e Tecnologia
Kwame Nkrumah em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton
no Quénia; (12) Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14)
Universidade de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey
no Niger; (16) Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagdgica em
Mocambique; E (18) A Universidade da Gambia na Gambia.

Bakary Diallo
O Reitor

Universidade Virtual Africana
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Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo(a) a Calculo aplicado para computagédo
O Caélculo pretende ser um método geral de resolugéo de problemas quantificaveis.

Na aplicacdo do método do Calculo, ou como é mais conhecido do “método infinitesimal”,
um problema é “dividido em partes infinitesimais” (diferenciagao), analisado nas suas

relagdes com as partes vizinhas e posteriormente “somado” (integracao) até obter a solucéo.

As duas partes deste método: a analise e a sintese formam um modelo para métodos mais

sofisticados baseados no Calculo, usados em ciéncia aplicada.

Os conceitos que se aprendem no Calculo permitem aos estatisticos, fisicos e engenheiros
criar modelos matematicos de situagdes reais e de problemas concretos e simular suas

resolucdes sob diferentes condicdes de funcionamento.

O Caélculo foi inventado por Leibnitz (1684), mas os resultados da aplicagdo do método sé
tiveram impacto a partir da publicagdo do livro de Newton “Os Principios Matematicos da
Filosofia Natural”, em 1687.

Consultar:

* http://en.wikipedia.org/wiki/Leibniz%E2%80%93Newton_calculus_controversy

¢ https://archive.org/details/newtonspmathema00newtrich

Este curso pretende ser uma iniciagdo a este método, uma entrada pela primeira porta da

pesquisa e investigacdo cientifica.

Sdo tratados os seguintes temas:

* Matematica basica: Nimeros e fungdes simples, trigonometria, fungdes
complexas e geometria analitica;

e Diferenciagdo: Derivadas de fungdes incluindo trigonométricas, exponenciais e
logaritmicas;

e Métodos de diferenciacao;

* Regras de diferenciagdo: regra do produto, regra do quociente, regra da cadeia;
Derivadas de ordem superior a primeira;

* Aplicagbes da diferenciagdo: Maximos e minimos, método para resolver
equagoes;

e Calculo integral: primitivagdo como operador inverso da diferenciacao, formas
diferenciais, integrais de Riemann, integrais definidas, formularios-padréo;

e Técnicas de integragdo: integragdo por partes, por substituicdo, fracgdes parciais,
elementos de integracdo numérica,

* Aplicagbes da integragdo: valor médio de uma fungao, célculo de comprimento,
area e volume;
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Pré-requisitos

Nocdes basicas da algebra (operagdes sobre conjuntos numéricos N,Z e Q) e trigonometria.

Materiais

Os materiais necessarios para este curso incluem:

e O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA, 3. ed., Volume 1, Louis Leithold,
Editora HARBRA Ltda, Sdo Paulo, 1994

e CALCULUS WITH ANALYTIC GEOMETRY, 2. ed., Smmons, G, McGraw-Hill, 1996;
* http://www.youtube.com/channel/UC4atVOsjiMDVUW1v2ebQkCmQ
* http://www.wikipedia.org/

e Software geogebra ( http://www.geogebra.org/ ), wxMaxima (http://sourceforge.
net/projects/wxmaxima/ ), (ou outro CAS disponivel sob CC)

Objetivos do Curso

Apods concluir este curso, o(a) aluno(a) deve ser capaz de:

* Determinar o comportamento geral de uma fungao através do seu grafico,
estudando o sinal da fungédo entre os zeros, bordos do dominio e/ou pontos de
descontinuidade;

* Determinar os pontos onde uma fungdo atinge valores extremos;

e Calcular derivadas de funcdes elementares e calcular derivadas de funcdes
implicitas;

* Calcular primitivas de fun¢es elementares, integral de uma forma diferencial
usando métodos de substituicdo e integragdo por partes;

* Calcular areas de figuras planas delimitadas por grafico de fungdes.

* Aplicar o método do Calculo em problemas unidimensionais.
Unidades
e Unidade 0: Diagnéstico

Esta unidade apresenta uma revisdo e faz o diagndstico das nog¢des basicas da algebra
(operagdes sobre conjuntos numéricos N, Z,Q e R) e da trigonometria, ao mesmo tempo que

familiariza o estudante com a linguagem especializada da matematica.
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* Unidade 1: Funcdes e limites de funcdes em

Esta unidade introduz os elementos basicos da topologia de R, apresenta as funcbes reais

elementares e desenvolve os métodos para resolver equagdes e inequagdes em R;

Também introduz sequéncias em R (fungdes de N para R), estuda a convergéncia de
sequéncias em R, e por fim estuda limites de fungdes reais quer em pontos reais quer no

infinito.
e Unidade 2: Calculo diferencial em

Esta unidade apresenta a continuidade de funcdes, derivadas de fungdes em , a
interpretagdo geométrica da derivada, a derivada exterior, as formas diferenciais de fun¢des

em e os elementos bésicos das equagdes diferenciais de primeira ordem;

¢ Unidade 3: Calculo integral em

Esta unidade apresenta as primitivas de fungdes elementares, a integral de uma forma
diferencial, o teorema fundamental do célculo, as técnicas de integragdo, a integral de
Riemann, a interpretagdo geométrica do integral de Riemann e a aplicagdo do método do

célculo no célculo de éareas e volumes de figuras e sélidos geométricos elementares;
Avaliacao

Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliagdo formativa a fim de

verificar o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sdo apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no mddulo.

A implementacdo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliacdo sugerida é a seguinte:

1 Unidade O (avaliacédo 10%
formativa)

2 Unidade 1 (avaliacdo 20%
formativa)

3 Unidade 2 (avaliagdo 30%
formativa)

4 Unidade 3 (avaliacéo 30%
formativa)

5 Médulo (avaliagdo sumativa) | 10%

10
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Calendarizacao

Unidade Temas e Atividades Estimativa do tempo

Unidade O Exposicao tedrica + Pratica 12 horas
+ Aval. formativa

Unidade 1 Exposicao tedrica + Pratica 24 horas
+ Aval. formativa

Unidade 2 Exposicdo tedrica + Pratica 36 horas
+ Aval. formativa

Unidade 3 Exposicao tedrica + Pratica 36 horas
+ Aval. formativa

Avalicdo Avaliacdo sumativa 12 horas

Leituras e outros Recursos
AS Ieituras e outros recursos deste Curso SéOI

Unidade O

Leituras e outros recursos obrigatérios:

e PRECALCULUS, Cynthia Young, John Wiley & Sons Inc., 2010;

e ALGEBRA & TRIGONOMETRY, 3 Ed, Cynthia Young, John Wiley & Sons Inc.,
2013;

* https://pt.khanacademy.org/math/

Leituras e outros recursos opcionais:

* http://pt.wikipedia.org/wiki
* http://www.youtube.com/channel/UC4atV0siMDVUW1v2ebQkCmQO

Unidade 1

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA, 3. ed. , Volume 1, Louis Leithold,
Editora HARBRA Ltda, Sao Paulo, 1994

e CALCULUS WITH ANALYTIC GEOMETRY, 2. ed., Smmons, G, McGraw-Hill, 1996;

e CALCULUS, Gilbert Strang, Massachussets Institute of Technology,
Wellesley-Cambridge Press, 1991, http://ocw.mit.edu/resources/
res-18-001-calculus-online-textbook-spring-2005/textbook/

11
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Leituras e outros recursos opcionais:

* https://pt.khanacademy.org/math/

* http://www.wikipedia.org/
* http://www.wolfram.com/

¢ http://www.youtube.com/channel/UC4atVOsiMDVUW 1v2ebQkCmQ

Unidade 2

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA, 3.ed., Volume 1, Louis Leithold,
Editora HARBRA Ltda, Sao Paulo, 1994

e CALCULUS WITH ANALYTIC GEOMETRY, 2.ed, Smmons, G, McGraw-Hill, 1996;

e CALCULUS, Gilbert Strang, Massachussets Institute of Technology,
Wellesley-Cambridge Press, 1991, http://ocw.mit.edu/resources/res-18-001-
calculus-online-textbook-spring-2005/textbook/

Leituras e outros recursos opcionais:

* https://pt.khanacademy.org/math/

¢ http://www.wikipedia.org/

e http://www.wolfram.com/

* http://www.youtube.com/channel/UC4atV0siMDVUW1v2ebQkCmQO

Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatérios:

e O CALCULO COM GEOMETRIA ANALITICA, 3. ed., Volume 1, Louis Leithold,
Editora HARBRA Ltda, Sdo Paulo, 1994

e CALCULUS WITH ANALYTIC GEOMETRY, 2 Ed, Smmons, G, McGraw-Hill, 1996;

e CALCULUS, Gilbert Strang, Massachussets Institute of Technology,
Wellesley-Cambridge Press, 1991, http://ocw.mit.edu/resources/

res-18-001-calculus-online-textbook-spring-2005/textbook/

12
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Leituras e outros recursos opcionais:

* https://pt.khanacademy.org/math/

* http://www.wikipedia.org/

* http://www.wolfram.com/

* http://www.youtube.com/channel/UC4atV0sjMDVUW1v2ebQkCmQ

13
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Unidade O. Diagnéstico

Introducao a Unidade

Nesta unidade ¢ levado a cabo uma revisao e um diagnéstico do conhecimento dos pré-
requisitos basicos do Calculo, nomeadamente da algebra (operagdes sobre conjuntos

numéricos N,Z ,Q e R) e da trigonometria.

Objectivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

* Executar operagdes algébricas nos conjuntos numéricos, em especial de
poténcias, radicagdo e logaritmos em R;

* Determinar os casos em que certas operagdes algébricas ndo estao definidas;

* Determinar os principais valores das fungdes trigométricas, usando o circulo
unitario.

14
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 0.1 - Revisdo de pré-requisitos da algebra
Introducao

A primeira parte desta actividade trata os nimeros, operagdes sobre conjuntos numéricos,

operagdes inversas, operagdes nao definidas em R.

A segunda parte trata o circulo unitario e a defini¢do de radiano como medida de um angulo,

as funcdes trigonométrias e as identidades trigonométricas.
Detalhes da actividade
Parte | - Algebra de R

Nimeros resultam de contagens ou medi¢es. Qualquer destas actividades é uma
comparagdo de uma grandeza (a ser contada ou medida) com uma unidade (o padrao da

contagem ou da medicdo).

No conjunto dos nimeros naturais, N={1,2, 3, ...} define-se a operagao soma como
a “repeticdo sucessiva da unidade”, a operacdo multiplicagdo como a “soma sucessiva de
parcelas idénticas”, e a operacdo potenciagdo como a “multiplicagdo sucessiva de termos

idénticos”.

As operagdes inversas nem sempre existem, sendo necessario estender o conjunto
N={1,2,3,...}paraz={...,-2,-1,0,1,2,...}, este para Q={, -1, I],-
1/2,000,0,000,1/2,000,1,000}) e por fim Q para R para garantir a existéncia de

resultados das operagdes inversas.
Mesmo assim ainda existem excepgdes em que as operagdes inversas nao sao definidas em R.

Operagdes com N e Z sdo bastante conhecidas e ndo serdo aqui revistas.

15
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Qualquer elemento de Q pode ser representado por fragdes: (p/q) ou p/q com p,qlZ,q+0,

onde p é chamado numerador e g denominador da fracgao.
Definem-se:

igualdade de frages (no sentido de classes de equivalencia):

(p/q)=(r/s)lps=qr, g#0, s#0
inverso de fracdes: (p/q)1*=(q/p), g#0, p#0

Para somar fragdes transformam-se as fragdes em outras equivalentes, com denominador

comum: (p/q)+(r/s)=((ps+qgr)/ (gs)),q#0,s#0

Qualquer fracgdo pode ser reduzida a forma (p/qg),q#0 onde p,q sdo primos entre si (sem

divisores comuns, excepto 1).

Regras de compatibilizagdo dos elemento de Q com a potenciagdo, n'IN, g#0, p#0:
(p/q)»=(p")/(q")
(p/q)tr=((p/q) L) »=(q") / (p™)

A radiciagao é definida como “potenciacao pelo inverso”: a”{1/n}=xx@=a
para a20 se n é par
para all) se n é impar

Usa-se também a notacdo: a” {1/n}=[n]V(a) e [2]V(a)=Va

Respeitando as condicdes da definicdo, as regras de compatibilizagdo dos elementos de

a, b0 com a radiciagdo, para nl N, a>0,b>0, sdo:
[n]V(a) [n]V(b)=[n]V(ab)=(ab)~{(1/n)}

([nm]V(a)) "~ {m+n}

)
<

e

g
<

D
Il

[nIV(Im]V(a))=[nm]V (a)=a~{ (1/(nm)) }

[n]V(a~{m})=([n]V(a))~{m}=a~{ (m/n)}

(1/([nlN(a)))=(([n]N(ar*))/a) (racionalizagdo da fracgdo)
Entretanto, a radiciacdo ndo é operagédo binéaria em Q, por exemplo: V2110.

O logaritmo na base a de b define-se por: log {a}b=x[la” {x}=b, para qualquer a>0 e
b>0.

16
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Respeitando as condigdes de definicao, as regras de compatibilizagdo dos elementos de Q

com logaritmo, para a>0,a#0,g>0,p>0, sdo:
log {a}pg=log {a}ptlog {alqg
log_{a}pr=nlog {alp
log {a}(p/qg)=log_{alp-log_{alq
log {alplog_{bla=log {b}p
O logaritmo também nao é uma operagao binaria em Q, por exemplo, 1ogl13110.

No corpo real R podem ser levadas a cabo as seguintes operagdes, com garantia que o

resultado existe, € um nimero real e é Unico:
adicao;
subtracao;
multiplicagdo;
divisdo (excepto por zero);

poténcia real sobre qualquer base positiva ou potencia inteira sobre qualquer base

real (excepto potencia zero da base zero);

radiciacdo inteira, para qualquer nimero real se o indice por impar mas apenas para

numeros ndo negativos se o indice for par;
logaritmo de base positiva (diferente de 1) para qualquer nimero real positivo.
N&o sao definidas no corpo real as operagdes:
divisdo por zero;
potencia zero da base zero;
radiciacdo par de nimeros negativos;
logaritmos de base igual a 1 ou de base positiva para nimeros reais nao positivos;
logaritmos de base negativa.
Part Il - Trigonometria

Considere um deslocamento, sobre uma circunferéncia unitaria (raio 1) centrada num ponto

(origem), a partir de uma direcgdo de referéncia (eixo das abcissas x).

A medida do deslocamento angular sobre a circunferéncia unitaria chama-se angulo, e o
angulo correspondente a uma unidade de deslocamento sobre a circunferéncia unitaria

chama-se radiano:

17
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5‘1 radiano
L]

1

Uma outra unidade de medida de dngulo é o grau: 2r radiano = 360°.

Vérias posi¢bes intermédias podem ser identificadas sobre a circunferéncia unitaria (note a

simetria da circunferéncia e as posi¢des dos pontos nos quatro quadrantes):

(0,1)

As funcdes cos6 e sin® sdo definidas como medidas da abcissa e da ordenada
respectivamente de um ponto sobre a circunferéncia unitéria, deslocado de um éngulo 6 em
relacdo ao eixo de referéncia x.

Y

(0,1)
[cosB,5end)

(1,0)

A relagdo trigonométrica mais importante advém desta defini¢do e do teorema de
Pitdgoras aplicado ao tridangulo de lados cosfl e sinl e com hipotenusa igual a unidade:

cos?x+sin?x=1
A segundo férmula bastante UGtil é cos?x-sin?x=cos2x

As fungdes cos6 e sin6 sdo periddicas com periodo igual ao dngulo apds uma volta

completa (2r rad). Os gréficos das fun¢es seno e coseno, tomando x como valor do angulo:
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=1.5 -~

CGréfico de cosx e sinx

Pela simetria da circunferéncia unitéria, apenas é necessério conhecer os valores de sinll e

cosll no primeiro quadrante:

v
1(0,1)
- 3,4)
= (£, %)
‘ {:3 ]
Vi
.-"'r-f o0® |]' -

Os valores nos outros quadrantes podem ser obtidos pelas relagdes:
® Cos (m—-0)=-cosb
® sin(m—-0)=sin®
® Ccos (-9)=cos6 (coseno é uma fungédo par)
® sin(-06)=-sin6 (seno é uma funcgdo impar)
® cos((m/2)-6)=sind (seno e coseno sdo complementares)
® sin((x/2)-6)=cosb

Algumas propriedades das funcdes trigonométricas elementares:

e 0szeros de cos x sdo os valores x= (11/2) +nm para nl %
e 0s zeros de sin x sdo os valores x=nmn para nl 7

® ambas sdo periédicas com o mesmo periodo 2m: cos (x+2m)=cos x e
sin (x+2m)=sin x

® ambas sdo translagdes uma da outra: cos (x+ (1/2) )=sin x e sin (x-

(n/2))=cos x
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A fungdo tangente é definida pela razdo entre o seno e o coseno: tan x=(sin x)/(cos x)

o
[ ]
Pt ==
.

3 4

Gréfico de tanx

Nota que a fungdo ndo é definida nos zeros do coseno.

Conclusao

Foram revistos os conceitos da dlgebra de nimeros (medidas sobre a recta real) e a

trigonometria de dngulos (medidas sobre o circulo unitério).
Foram revistas as principais operagdes, suas operacdes inversas e as principais excepcdes/
proibicdes.

Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando os parametros e

dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.

1. Problema: No corpo R, para [/a,b,c. R provar que: atc=b+c a=b (lei do
corte da soma)

Resposta:

O reciproco resulta da “boa defini¢do” da soma: para qualquer a, b, c[ R, tem-se que se a=b

entdo a+c=b+c.
Entdo se atc=b+c, entéao
atc+ (-c)=b+c+ (-c)
Lla+ (c+-c)=b+ (ct-c)
[la=b

2. Problema: No corpo R, para ['a, b,cl'R provar que:a=bl allc=blIc, para
qualquer c

Se c=0 entdo a lc=0=blIc

SeczOentdoc /'R e cllcllt=1
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a=b

Hall (cllcllt) =blI1
Ll(allc) lcll*=b

L (alle) Uit e=bllc
L(alle) U (clitle) =bllc
Lalle=bllc

3. Problema: No corpo R, para "a, b, c'R provar que:a’lc=blcla=b apenas
se c#0

Se c#0 entdo cll'lJR e cllcllt=1
alle=bllc

Hallellellt=bllcllcl]*

Lall(cllctt) =bll(clicll*)

Lla=b

4. Problema: No corpo R, para [/a, b, c[ /R provar que:x=b-a é a Unica solugdo
de a+x=b

E solugdo pois at+x=a+(b-a)=(a-a)+b=b
E tnica pois se x' for solugdo entdo
at+x'=b

[l-a+ (atx')=-a+b

[I(-ata)+x'=-a+b

[Ix"=b-a

5. Problema: No corpo R, para [a,b, clR provar que:Se a=0 entdo y=(b/a)
€ a Unica solugdo de ally=b

Se a#0 entdo all'[JR e blallt=(b/a)

E solucdo pois ally=all(b/a)=all(bllall')=(allall')b=b
E tnica pois se y' for solucdo entéo

ally'=b

Hall*Ually "=all*[b

Ly '=all*[lb=(b/a)

6. Problema: No corpo R, para (a,b,c’R provar que:Se a’b=0 entédo a=0 ou
b=0
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Deixa allb=0Ja#0 entdo all'[IR e
all*ll(allb)=all*]J0

[ (alJ*a) Lb=0

[1b=0

Para b#0 a demonstracdo é idéntica

7. Problema: No corpo R, para a,b,c’ R provar que:-(-a)=a

-(-a)+(-a)=0=a+(-a) logo -(-a)=a
8. Problema: No corpo R, parala,b,c’R provar que:- (a+b) = (-a) + (-b) =—a-b
- (a+b) + (a+b) =0=(-a) +a+ (-b) +b=(-a) + (-b) + (a+b) logo - (a+b)=(-a)+(-b)

-a-b=(-a) + (-b)

9. Problema: No corpo R, para "a,b,c_R provar que:-(alb) = (-a) "b=all(-b)
- (allb) + (allb) =0=000b=( (-a) +a) b= (-a) [b+ (allb) logo - (alb)=(-a)lb

10. Problema: No corpo R, para "a,b,c r provar que:(-a) | (-b)=allb

(—a)li(-b)-(allb)=(-a)ll(-b)+ (-a)llb=(-a)ll ((-b) +b)=0=(allb) - (al’b) logo
(—a)ll(-b)=alb

11. Problema: No corpo R, para "'a,b,ci'R provar que:Se b=0 entao
- (bY)=(-b)

Se b#0 entdo bR e bblit=1
(=b) b= (=b) [* (= (=b) ) == ((~b) I (b)) ==1== (bl1*b) = (- (b11*)) b
Logo (=b)[t=-(bll*)

12. Problema: No corpo R, para ' a,b, clr provar que:Se b#0 entdo bl == (b ")
nSe b#0 entdo bLI'[IR e blbllit=1

Indugdo:
blJt=(bll*) t=bl*
Asumindo bllr=(bl/*)»
bt HO=pblInIt=blInbl]*= (blJ*) nbl*= (bL*) »[]*
13. Problema: No corpo R, para a,b,cir provar que:(a/b)#0 se e s6 se a=0
Se (a/b)#0 entdo ((a/b))l0*=((b/a))lR logo a#0

Suponha que a#0B(a/b)=0 entdo all'((a/b))=02(1/b)=0 contradi¢do do facto que 0 ndo possui

inverso

Logo —(a#0l(a/b)=0)La#0(a/b)#0
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14. Problema: No corpo R, para [la,b,clR provar que:(b/b)=1 para qualquer
b#0 se b#0 entdo bR e bllbl*=(b/b)=1

15. Problema: No corpo R, para (la,b,cl/rR provar que: (a/b)* (c/
d)=(((adtbc))/ (bd)), parab,d#0

Se b,d#0 entédo bll*,dJ*[IR e blbll*t=dldl]*=1
(((adtbc))/(bd)) = (((adtbc))/ (bd)) (bd) (bd)*
= (adzbc) (dl*bllY)
= ad (dl*blY) tbc (dltbllt)
= abll*tcdll*
= (a/b)*(c/d)

16. Problema: No corpo R, para "'a,b, cl R provar que:(a/b)[l(c/d)=(((ac))/
(bd)), para b,d#0

Se b,d#0 entdo bll!,d'[JR e blbl*=dld]*=1
((ac)/(bd)) = ((ac)/(bd)) (bd) (bd)[*
= ac (bd)[*
= ac (dl*tbllt)
= (abl!) (cdllt)
= (a/b)li(c/d)

17. Problema: No corpo R, para "'a,b,cR provar que:se (c/d)#0 entao
((a/b)/ (c/d))=((alid)/ (blc))

Se b,d#0 entdo bll*,dJ'IR e blbl/*t=dldl*=1

((a/b)/(c/d)) = (a/b) (c/d)L}

= (abl*) (cdl*r)*

= (abl') (cl*d)

= (ad) (blrcllh)

= (ad) (bc)U*

= ((ad)/ (bc))

18. Problema: Ache a medida equivalente em radianos
(a) 60°=(m/3)
(b) 135°=((3m)/4)

(c) 210°=((7m)/6)
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(d) -150°==((5m)/6)
(e) 20°=(m/9)

(f) 450°=((5m)/2)

(g) =75°==((5m)/(12))
(h) 100°=((5m)/9)

19. Problema: Ache a medida equivalente em graus para os valores dados
em radianos

(a) (1/6)m=30
(b) (3/4)m=135
(c) (4/3)m=240
(d) -5m=-900
(e) (1/3)=((180)/(3m))
(f) —-5=-((5x180) /m)
(g) ((11)/(12))m=((165)/2)
(h) 0.2=((36) /m)
20. Problema: Determine o valor exacto da fungao
(a) sin(4/3)m= -(1/2)VN3
(b) cos(-(1/6)m)= (1/2)V3
(c) sin7m= 0
(d) cos(-(5/2)m)= 0

21. Problema: Use periododicidade e valores no intervalo 0<t<2n para
determinar o valor exacto da fungéo:

(a) sin(-(5/4)m)= (1/2)V2
(b) cos(-(5/4)m)= -(1/2)V2
(c) sec(-(5/4)m)= -N2

(d) csc(-(5/4)m)= V2

22. Problema: Use periododicidade e valores no intervalo 0<t<2n para
determinar o valor exacto da funcéo:

(a) sin((7/2)m)= -1
(b) cos((5/2)m)= 0
(c) sec(((11)/2)m) nao determinado
(d) csc((9/2)m)=1
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23. Problema: Use periododicidade e valores no intervalo 0<t<2n para
determinar o valor exacto da funcéo:

(a) tan((4/3)m)= 3
(b) cot ((4/(32))m) = V2+1
(c) tan(-(1/6)m)= —-(1/3)V3
(d) cot(-(1/6)m)= -V3
24. Problema: Encontre todos os valores de t no intervalo [0, 2]
(a) sin t=-1, t=((3m)/2)
(b) cos t=1, t=0
(c) tan t=-1, tl{ ((3m)/4), ((Tm)/4)}
(d) csc t=1, t=(m/2)
25. Problema: Encontre todos os valores de t no intervalo [0,2m]
(a) sin t=-(1/2), tl{ ((7m)/6), ((11m)/6)}
(b) cos t=(1/2), ti{(m/3), ((5m)/3)}
(c) cot t=1, t=(m/4)
(d) sec t=2, tU{(m/3), ((5m)/3)}
26. Problema: Encontre todos os valores de t no intervalo [0, 2|
(a) sin t=(1/2)V2, tl{(m/4), ((3m)/4)}
(b) cos t=-(1/2)V2, tl{((3m)/4), ((5m)/4)}
(c) tan t=-(1/3)V3, t=((11lm)/6)
(d) cot t=(1/3)V3, tl{(m/3), ((4m)/3)}

27. Problema: Encontre tane se 6 for o dngulo entre as rectas com as

inclinacdes dadas
(a) (1/2) e -(3/4)
arctan((1/2))= 0.46365(((180)/m))= 26. 565
arctan(-(3/4))= -0.6435(((180)/m))= -36. 870
6= 26. 565-(-36. 870)= 63. 435
tan(63. 435((m/(180))))= 2.0
(b) (2/7) e (7/2)
arctan((2/7))= 0.27830(((180)/m))= 15. 945

arctan((7/2))= 1. 2925(((180)/m))= 74. 055
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6= 74. 055-(15. 945)= 58. 11
tan(58. 11 ((m/(180))))= 1. 6072(=(8/5))

28. Problema: Encontre tan6 se o for o dngulo entre as rectas com as
inclinacoes dadas

(a) -(3/5) e 2

arctan(-(3/5))= -0.54042(((180)/m))= -30. 964

arctan(2)= 1. 1071(((180)/m))= 63. 432

6= 63. 432-(-30. 964)= 94. 396

tan(94. 396 ((m/(180))))= =-13. 008 (==-((13)/(100)))
(b) -(1/3) e —(1/(10

arctan(-(1/3))= -0.32175(((180) /m))= -18. 435

arctan(-(1/(10)))= -9. 9669x100J?
©=(-9. 9669x100/?)-(-18. 435)= 18. 335
tan(18. 335((m/(180))))= 0.33140(=(1/3))

29. Problema: Encontre com a aproximagdo de 1° a medida do &ngulo entre
as rectas com as inclinacées dadas

(a) -3 e 2
arctan(-3)= -1. 249(((180)/m))= -71. 562
arctan(2)= 1. 1071 (((180)/m))= 63. 432

©=63. 432-(-71. 562)= 134. 99%135° (complementar 180-135=45°)
(b) (3/2) e (1/4)

arctan((3/2))= 0.98279(((180)/m))= 56. 310

arctan((1/4))= 0.24498(((180)/m))= 14. 036

©=56. 310-14. 036= 42. 274=42°

Resumo da Unidade

Nesta unidade foi levado a cabo uma revisdo e um diagndstico do conhecimento dos
pré-requisitos basicos do Célculo, nomeadamente da édlgebra (operagdes sobre conjuntos

numéricos N,Z ,Q e R) e da trigonometria.

Na primeira parte desta actividade foram tratados os niimeros, operagdes sobre conjuntos

numéricos, operagdes inversas, operagdes ndo definidas em R.

Na segunda parte tratou-se o circulo unitério e a definicdo de radiano como medida de um

angulo, as fungdes trigonom étria e as identidades trigonométricas.
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Avaliacdo da Unidade

Verifique a sua compreensao!

Avaliagdo sumativa da Unidade O - Diagnéstico
Instrucoes

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 horas, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.
Critérios de Avaliacao
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
O total de pontos a atribuir é de 100;
Resultado entre 90 - 100 é excelente;
Resultado entre 70 - 89 é bom;
Resultado entre 50 - 69 é suficiente;
Resultado menos que 50 é insuficiente;
Avaliacao
Resolva para a variavel indicada, se ndo for possivel diga porqué:
12-[3+4m-6 (3m-2) ]=-7(2m-8) -3 [ (m—2) +3m-5]
2m-5m/8=3m/72+4/3
V(m+1)=-4
U(m+1)=-4
(m+1)"(1/3)=-4
Aplica a propriedade do logaritmo para simplificar as expressoes:
log 3 377
77 (-21og_ 7 3)
-19%9e” (-21nx"2 )
Escreva cada expressdo como um Unico logaritmo:
2log b u+3log b v

InV(x-1)+1nV(x+1)-21n(x"2-1)
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Use o circulo unitério para encontrar todos os valores exactos de [ que tornam verdadeira as

equagdes dadas, nos intervalos indicados:
cos6=\3/2,0<6<2n
sinb=-1,0<6<4n
tanb=-1, 0<6<2m

Reduza a funcédo trigonométrica dada a uma fungdo equivalente com argumento no

primeiro quadrante, 0<6<m/2:
cos (3n-90)
sin (6m+0)
tan(71/2-96)

Diga se é verdadeira ou falsa a seguinte afirmagédo: “O conjunto solu¢do da equagdo

x=1/(1/x)é o conjunto de todos os nimeros reais”.

Um médico prescreveu uma doze de 600 miligramas de amoxicillin. A farmacia tem
apenas uma suspensao de amoxicillin com uma concentragdo de 125 miligramas por cada 5

mililitros. Quanta suspensao liquida deve ser dada ao doente?

Respostas:
1.
a. m=2
b. m nao é inteiro
c. ndo é possivel (raiz quadrada é positiva)
d. m=-65
e. m=-65
2.
a.’7/
b. 1/9
c. -19/x"4
3.
a. log {b}u?v?
b. -3/2 1In(x"2-1)
4.

a.n/6 e 11lm/6
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b. 3m/2

c. 3un/4 e Tn/4

5.
a. —cos ()
b. sin(6)
c. tan(m/2-9)
Falso (excepto 0)
6. 24 ml

Leituras e Outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Outros

Recursos do curso”.
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Unidade 1. Func¢ées e Limites de
fun¢ées em

Introducao a Unidade

Esta unidade introduz os elementos basicos da topologia de R, apresenta as func¢bes reais

elementares e desenvolve os métodos para resolver equagdes e inequagdes em R;

Tambéem introduz fungdes de N para R designadas de sequéncias, estuda a convergéncia
de sequéncias em R, e por fim estuda limites de funcbes reais quer em pontos reais quer no

infinito.

Objetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

e Determinar dominio e imagem de fung¢des reais elementares;

* Resolver equagdes e inequagdes envolvendo fungdes reais elementares, em
particular o valor absoluto e determinar os intervalos da solugéo.

* Esbogar aproximadamente o grafico de fungdes reais elementares;

e Calcular limites de sequéncias;

e Calcular limites de fungdes reais.
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 1.1 - Propriedades de ordem de R
Introducao

Introduzem-se as propriedades de ordem de R, a propriedade do supremo e deduzem-se

algumas consequéncias.

A recta acabada, com a introdugdo dos simbolos -0, +e0, € as operagdes e excepgdes com

esses simbolos.

Sao apresentados alguns conceitos topoldgicos de R relativos a pontos e subconjuntos

notaveis de R.
Detalhes da actividade

Em R pode-se estabelecer uma ordem (<) chamada de “menor que” e a ordem inversa (>)
chamada de “maior que” da seguinte maneira: dados dois nimeros reais a,b apenas uma das

condigdes pode ser verdadeira: a<blla=bl b<a (tricotomia) e se a<b entdo b-a>0.
Define-se (<) a ordem lata “menor ou igual” como sendo equivalente a menor (<) ou igual (=).

O modelo geométrico de R é um conjunto de pontos numa recta continua e graduada,

chamada recta real:

'Y

Um subconjunto A de R é majorado se @bl R, [1x[ 1A, x<b; o elemento b chama-se majorante

de A. Definigao similar é dada para minorante de A.

Um subconjunto A de R é delimitado se tem majorante e minorante (usa-se o termo

1

‘delimitado” em vez de “limitado” para ndo sobrecarregar este ultimo).

Ex: [2,+eo[ possui minorantes mas ndo é limitado; 4 é um majorante de ]-3,3[; -2 é um

minorante de ]1,+oo[

O menor majorante chama-se supremo do subconjunto AZR e o maior minorante chama-se

infimo do subconjunto AR
Ex: B é supremo de Asse x<B,[x /A e se y<B entdoy ndo é majorante de A.

O conjunto R possui a propriedade do supremo, ou seja, qualquer subconjunto AL 'R

delimitado por cima possui majorante (semelhante para os outros casos de delimitagéo)

Um intervalo de R é um subconjunto I[/R com a seguinte propriedade (convexidade):
x, ylI, x<a<yllalll
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Nota que x<a<y significa x<alla<y
Um intervalo pode ser

aberto: (a,b)={x[R:a<x<b} ou Ja,bl

fechado: [a,b]={xR:a<x<b}

semi-aberto: (a,bl={xR:a<x<b} e [a,b)={x R:a<x<b}
Os pontos a,b sdo chamados de bordos ou extremos do intervalo.

O conjunto R, como subconjunto de si préprio, ndo é delimitado, ou seja, ndo possui

majorante nem minorante.

Entdo, é conviniente introduzir dois simbolos -eo,+c0 com as seguintes propriedades:
qualquer nimero real é maior que -eo;
qualquer nimero real é menor que +eo;

e definir a recta acabada como o “fecho” da recta real: [ R=R[ |{ -, +=}

Os conjunto R e LR podem ser escritos como intervalos: R=(-c0,+o0) € [ [R=[-c0,+00].

Nota que os simbolos -e0,+e0 Nd0 sdo nimeros reais, pois ndo satisfazem todas as

propriedades de nimeros reais, (LR ndo é um corpo algébrico).

Algumas operagdes deixadas indefinidas em R podem agora ser definidas em ['R: 1/0=
+o0,(-1)/0= -0

e outras operagdes podem ser definidas em "R:
1/ (+=)=0
(1) / (+2)=0
Hoot (Fo0) =+oo, —oot (—e0) =—oo
Foox (4o0) =too, —cox (—oo) =co
X+ (+) =+, [Ix[ IR
X+ (=) ==, [x[ IR
XX (+o) =t+ose x>0

XX (42) =—wge %<0
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Entretanto, algumas operagdes continuam indefinidas em [R: c0x0,00-c0,0/0,00/00,0/0.

Estas operagdes sao indefinidas em ER porque ndo possuem um Unico resultado, pelo
contrario, podem ter qualquer resultado, dependendo de cada caso. Mais adiante saberemos

como determinar esses valores para cada caso (levantar as indeterminagdes).

A distancia entre dois pontos da recta a,bZR é dada pelo valor absoluto da diferenca entre os

dois nimeros, la-bl.
As propriedades métricas da distancia entre dois pontos, a,b R sao:
la-b|20,a,blR
la-b|=0la=b
la-bl=|b-a|
la-b|<|a-c|+|c-b]|,c[R
A distancia de qualquer ponto xR a zero é dada pelo valor absoluto Ix-Ol=Ix|

O conjunto de pontos que distam de a uma distancia menor que & designa-se por

vizinhanca- de a:
V _{e} (a)={x[R:[x-a|<e}

e corresponde a um intervalo aberto de centro em a e raio B
V {e}(a)=la-g,a+e]|

Pontos notaveis de um subconjunto El R:

a é um ponto interior a E sse existir uma vizinhanga de a incluida em E: Se existir £>0

talque Vv _{e} (a) E

a é um ponto exterior a E sse existir uma vizinhanga de a incluida no complemento de

E: Se existir £>0 talqueV {e} (a)E”{c}, onde E*{c}=R-E
a é um ponto do bordo de E sse ndo for nem interior nem exterior.

a é um ponto aderente de E sse qualquer vizinhanga de a possuir um elemento de E:
Qualquer >0, V {e} (a) NE#L

a é um ponto de acumulagao de E sse qualquer vizinhanca de a possuir um elemento

de E diferente de a: Qualquer >0, (V_{e} (a)-{a})NE#]
a é um ponto isolado de E sse {a} for uma vizinhanca de a, para algum £>0

Ex: A diferenca entre pontos aderentes e pontos de acumulagdo sdo os pontos isolados:
qualquer ponto de acumulagdo é um ponto aderente mas existem pontos aderentes que ndo

sdo pontos de acumulagdo: os pontos isolados.
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Subconjuntos notaveis E R:

IntE: interior de E, é o conjunto de todos os pontos interiores

de E

ExtE: exterior de E, & o conjunto de todos os pontos exteriores

de E
J0E: bordo de E, é o conjunto de todos os pontos do bordo de E
[lE: fecho de E, é o conjunto de todos os pontos aderentes de E

E': derivado de E, é o conjunto de todos os pontos de acumulacédo

de E
Caracterizagdo de alguns subconjuntos:
E é aberto sse todos os seus pontos forem interiores a E
E é fechado sse o seu complemento E~{c} for aberto.
E é denso em R sse [lE=R (o fecho é todo R)
E é raro em R sse Int(LE)= [

E é perfeito se for fechado e sem pontos isolados.

Conclusao

Nesta unidade R ficou caracterizado como um corpo ordenado completo com a propriedade

do supremo.
Qualquer outro conjunto com as mesmas propriedades é isomorfo a R.

Foi definida a recta acabada, com a introdugao dos simbolos -e0,+e, € as operagdes e

excepgdes com esses simbolos (indeterminagbes).
Foram apresentadas terminologia relativa a pontos e subconjuntos notéveis de R.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 horas, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.

Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
Actividade 1.2 - Funcées em R

Introducao

Esta unidade introduz funcdes elementares em R e calcula seus dominios resolvendo

determinadas inequagdes.

36



Unidade 1. Fungées e Limites de fungses em

Tambem apresenta com algum detalhe o método de resolugdo de inequagdes pelo estudo

do sinal de fungdes entre zeros ou pontos de descontinuidade.
Detalhes da actividade
Uma fungdo é uma relagdo total e univoca de um dominio A para um contradominio B.

Total porque todos os elementos do dominio A tem de estar relacionados com algum
elemento do contradominio B e univoca porque qualquer elemento do dominio A sé pode

estar relacionado com um Unico elemento do contradominio B.

Uma fungdo deve indicar objectivamente como é que os elementos do dominio /A se

relacionam com os elementos do contradominio y.IB.

A maneira “classica” de definir uma funcao é pela férmula funcional y=£ (x) , onde f(x) é

uma expressao analitica na variavel x.

O dominio de uma fungdo em R, quando néo ¢ especificado, é definido como o maior
subconjunto de R onde a expressdo analitica f(x) tem significado com as operagdes definidas

em R.

Recorde-se as excepgbes ja mencionadas em unidades anteriores, para as operagdes em R,

Sao:
divis&o por zero;
potencia zero da base zero;
radiciacdo par de nuUmeros negativos;
logaritmos de qualquer base para nUmeros reais ndo positivos;
logaritmos de base negativa ou de base igual a 1.
Na determinacdo do dominio, as excepgdes dao origem a equagdes ou inequagdes:

Ex: Se uma fungdo é dada por y=V (g (x) ), entdo o dominio é o conjunto de todos os valores
onde g (x) =0.

Um método de resolugdo de inequagdes em R, i.e. f(x)=0, consiste em:
encontrar os zeros e os pontos de descontinuidade da expressao analitica f(x).

estudar o sinal de f(x) entre os zeros e/ou descontinuidades, pois esses sdo os Unicos

pontos onde uma fungao real pode mudar de sinal;
determinar os intervalos em que o sinal da funcéo satisfaz a inequacao.

Recordam-se algumas propriedades de fungdes elementares:
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polinomiais: f(x)

f(x)=ax+b,a#0: a raiz (ou zero) é -b/a e o sinal de a: (+,-)

informa se sobre o sinal da funcédo:(-,+) antes da raiz;

f (x)=ax"2+bx+c ,a#0: o sinal do discriminante A=b"2-4ac informa se existe raiz
em R e a formula resolvente (ou casos notaveis) fornecem o valor das raizes. O sinal de a:
(+,-) informa sobre o sinal da fungdo:(-,+) antes e entre as raizes. Quando existir apenas um
zero o sinal antes e depois sao iguais. Para cubicas e ordens mais elevadas, estimar um zero
e factorizar para encontar os outros. O nimero de zeros em R é sempre igual ou inferior ao
grau do polinémio. De qualquer forma o teorema fundamental da algebra garante pelos

menos n raisex numa equagao polinokial de grau n.
racionais: (f (x))/(g(x)) onde f(x) e g(x) s&o polinémios
existem zeros quando o dividendo for nulo (aplica-se o caso anterior)
existe descontinuidade quando o divisor for nulo (aplica-se o caso anterior)
radicais: V (n&g (%))
radiciagdo é poteciagao por facgoes;

calcular o dominio de x como o maior subconjunto de R para o qual a expresséo é

definida, restringido g (x) 20quando nfor par (quando n for impar, ndo existe essa restri¢do).

na procura de zeros tenta-se isolar o termo com o radical num dos lados da equagéo,
para elevar os dois lados a poténcia n. (o resultado deve ser verificado pois podem surgir

valores que nao fazem parte da solugdo)

em caso de fracgdo com denominador do tipo a+/b, multiplica-se por (a-|b)/(a-/b)
desde que b#a? (nota que esta multiplicagdo é sempre possivel por estamos de facto a

multiplicar por +1)
valor absoluto: | g (x) |

por definigcdo, o valor absoluto é equivalente a seguinte disjun¢do de conjungdes: (
g (x) =g (x)Ug (x)20)U(-g(x) g (x)<0)

Nota: ndo confundir chavetas da algebra linear (e) com chaveteas da definicdo de

modulo (ou);
substituir o valor absoluto por expressées simples e aplicar o caso anterior.

se a fungdo possuir multiplas expressées com valor absoluto, o método é aplicado

para cada uma das expressdes e o resultado é a conjuncao nas regides de sobreposicao.
sistematizar o trabalho num quadro de sinal apropriado.

exponencial: a
o dominio apenas depende de g(x)

nao possui raizes e é sempre positiva
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quando a base a>1, a fungdo é mondtona crescente e preserva a ordem: [x 1<l
x 200f (x_1)<f(x_2)

com a base entre zero e um, 0<a<1, a funcdo inverte a ordem.

Quando a=e tem-se o caso especial de expoente natural.
logaritmo (natural): logl! bl g (x)

A base b tem que ser positiva e diferente de 1

logll bll g(x) é definida apenas no dominio 0<g (x) <+

possui zero em g (x) =1

é negativa (-) quando 0<g (x) <1

é positiva (+) para g (x) >1.

Quando a base b=e tem-se o logaritmo natural
trigonométrica (elementares):

cos g(x) possuil raizes g(x)=nm,nllZz, e o valor da funcdo oscila

entre -1 e +1;

sin g(x) possuil raizes g(x)=(n-(1/2))m,nlJz e o valor da funcéo

oscila entre -1 e +1;

tan g(x)=(sin g(x))/(cos g(x)) possui zeros em g(x)=(n-(1/2))
m,nZ, e possui descontinuidades em g (x)=nm, n 1z, é sempre crescente entre
“bordos”

Conclusao

Uma fungdo é uma relagdo univoca de um dominio para um contradominio e a férmula

funcional y=f(x) relaciona elementos x do dominio com elementos y do contradominio.

A determinagdo de dominio de uma fungdo em R pode dar origem a equagdes ou
inequagdes, que sdo condigdes restritivas sobre a expressao analitica f(x) de uma
funcédo;..Um dos métodos de resolugdo de uma inequagdo encontra primeiro os zeros ou
descontinuidades da expressao analitica e depois estuda o sinal dessa expressdo entre os
zeros ou descontinuidades.

As expressdes analiticas elementares sao polinomiais, racionais, com radicais, exponenciais e

logaritmicas.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 horas, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e
dados de base para evitar colagens.
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Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
1. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do gréafico da funcao

G(x)=5-x2

Resposta:

Dom (G) =R

Im(G)=]~-e,5]

2. Problema:Determine dominio, imagem e esboco do gréfico da funcgédo

g (x)=V(9-x2)
Resposta:

Dom (g)=[-3, 3]

Im(g)=[0,3]
3. Problema: Determine dominio, imagem e esboc¢o do grafico da fungéo

H(x)=|x-1|
Resposta:
Dom (H) =R
Im (H)=[0, +e[
4. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do grafico da funcéo
h(x)=[x|-1
Resposta:

Dom (h) =R

Im(H)=[-1,+=]
5. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do gréfico da funcéo

F(x)=((4x2-1)/(2x+1))= 2x-1
Resposta:
Dom (F)=R-{-(1/2)}

Im (F)=R-{-2}
6. Problema: Determine dominio, imagem e esboc¢o do grafico da fungéo

g(x)=((x3-3x2-4%x+12) / (x2-x-6) )= x-2
Resposta:
Dom (g)=]-e,-2[11-2,3[]13,+=]
Im(g)=]-=,-4[01]=4,1[[]1,+=]

7. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do gréfico da fungao

f(x)={x?- se xX#-3, e -2 se x=-3
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Resposta:
Dom (f)=R
Im(f)=]1-4,+[

8. Problema: Determine dominio, imagem e esbogo do gréafico da fungéo
@ (x)={x+5 se x<-5, V(25-x2) se -55x<5, e

x=-5 se x>5[]
Resposta:
Dom (@) =R
Im(e)=R

9. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do gréfico da funcéo

g(x)={6x+7 se x<-2, 3 se x=-2 e 4-x se x>50
Resposta:
Dom (@) =R
Im(p)=]==,6]

10. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do gréafico da funcao
G(x)=(((x243x-4) (x2-5x+6) )/ ((x2-3x+2) (x-3)))= x+4

Resposta:
Dom (¢)=]-e,1[LI]1,2[L]2,3[]3,+=]
Im(@)=]-,5[L]5,6[L]6,7[L]7,+=[

11. Problema: Determine dominio, imagem e esboc¢o do grafico da funcéo
h(x)=V(x2-5x+6)

Resposta:
DOm(@):]_“r2]7[3r+°"[
Im(@)=[0,+=]

12. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do grafico da funcgéo

F(x)=((x3+3x2+x+3)/ (x+3) )= x2+1
Dom (@) =] -, =3]1L[=-3, +=[
Im(@)=[1,+=]

13. Problema:Determine dominio, imagem e esboco do gréfico da funcao
F(x)=((x+x3-9x2-3x+18) / (x?+x-6) )= x?-3

Resposta:

Dom (@) =]=,=311-3,2[L[2,+=]
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Im(p)=[-3,+=]

14. Problema: Determine dominio, imagem e esboco do grafico da funcéo

g(x)=Ix| 7 x-1l
Resposta:

Estudo de sinal no quadro seguinte:

X 0 1

[ x| -x 0 X X %

|x-1] —x+1 -x+1 -x+1 O x-1

| x| x=1] -x(-x+1)= x?-x% 0 X (-x+1)= x-x°? 0 X (x-1)=
X?Z-x

Dom (@) =R

Im()=[0, 4]

15. Problema: Determine se o conjunto dado é uma fungédo y=f (x). Se for
qual o seu dominio?

(@) {(x,y):y=V(x+1)}
E uma funcdo. Domf={xR:x+120}=[-1,+=]
(b) {(x,y) :y=\(x2-1)}
E uma funcdo. Domf={x[JR:x2-120}=]-w,-1]0[1, +e[
() {(x,y):y=N(1-x2)}
E uma funcdo. Domf={x[R:1-x220}=[-1,1]
(d) {(x,y):x?+y?=1}

Nao é uma funcéo, pois a endorelagdo (x,y) ndo é univoca, por exemplo ( (1/2), ((N3)/2))

e ((1/2),-((N3)/2)) ambos pertencem a endorelagéo.

16. Problema: Determine se o conjunto dado é uma funcgéo. se for qual o seu
dominio?

(a) {(x,y):y=(x-1)2*+2}
E uma funcdo. Domf=R
(b) {(x,y):x=(y-2)*+1}

N&o é uma fungédo, pois a endorelagao (x,y) ndo é univoca, por exemplo (2,1) e (2,3) ambos

pertencem a endorelagdo.
() {(x,y):y=(x+2)2-1}

E uma funcdo. Domf=R
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(d) {(x,y):x=(y+1)°-2}
E uma funcdo. Domf=R

17.  Problema: Dada g(x)=3x?-4 ache

(b) g((1/2))=3((1/2))*-4= -((13)/4)

(d) g(3x?-4)=3(3x?-4)2-4= 27x[1-72x*+44

(e) g(x-h)=3(x-h)?-4= 3h?-6hx+3x?-4

(£) g(x)-g(h)=(3(x)?-4)-(3(h)*-4)= 3x%-3h?
(g) ((g(x+h)-g(x))/h)=(((3(x+h)>-4)-(3(x)*>-4))/h)= 6x+3h
para h#0

18. Problema: Sendo f(x)=yx e g(x)=x2+1, determine as funcdes e o dominio
da funcédo resultante:

(a) (f+g) (x)=Vx+x2+1, e Dom(f+g)=[0,+e]
(b) (f-g) (x)=Vx-x2-1, e Dom(f-g)=[0,+=]
(c) (fg) (x)=Vx(x?+1), e Dom(fg)=[0,+=]
(d) ((£/g9)) (x)=((Vx)/(x?+1)), Dom((£/g))=[0,+=]
(e) ((g/f)) (x)=((x2+1)/ (Vx)), Dom((g/f))=10,+=]

19. Problema: Sendo f(x)=Ixl e g(x)=Ix-3l, determine as fun¢des e o dominio
da funcéo resultante:

(a) (f+g) (x)=Ix|+[|x-3], e Dom(f+g)=R

(b) (f-9) (x)=I|x|-1x-3], e Dom(f-g)=R

(c) (f9) (x)=|x||x-3], e Dom(fg)=R

(d) ((£/9)) (x)=((Ix])/(1x=31)), e Dom((f/g))=R-{3}
(e) ((g9/f)) (x)=((I1x=31)/(Ix])), e Dom((g/f))=R-{0}

20. Problema: Sendo f(x)=y/(x+4) e g(x)=x2-2, determine as func¢des e o dominio
da funcédo resultante:

(a) (f+g) (x)=V(x+4)+x2-2, e Dom(f+g)={xR:x+4>0}=[-4, -]
(b) (f-g) (x)=V(x+4)-x2+2, e Dom(f-g)={xR:x+4>0}=[-4, -]
(c) (£g) (x)=V(x+4) (x2-2), e Dom(fg)={x[R:x+4>0}=[-4, -]

(d) ((£/9)) (x)=((V(x+4))/(x2-2)), e Dom((f/g))={xTR:x+4>
0lx2-2#0}=[-4,-N2 [[]=N2,N2[[1]V2, +=
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() ((g/f)) (x)=((x2-2)/ (N(x+4))), e
Dom ( (g/f))={x0OR:x+42000x+4#0}=]1-4, 4+ [

21. Problema: Sendo f(x)=x-2 e g(x)=x+7, determine as funcdes e o dominio

da fungdo composta:
(a) (flg) (x)=(x+7)-2, e Dom(flg)=R
(b) (glf) (x)=(x-2)+7, e Dom(glf)=R
(c) (fLf) (x)=(x-2)-2, e Dom(fllf)=R
(d) (gllg) (x)=(x+7)+7, e Dom(gllg)=R

22.Problema: Sendo f(x)=x?-1 e g(x)=(1/x), determine as funcdes e o

dominio da fungdo composta:

(a) (flg) (x)=((1/x))2-1, e Dom(fllg)={x[R:x#0}=R-{0}
(b) (gllf) (x)=(1/((x2>=-1))), e
Dom (gllf) ={x[JR:x?-1#0}=] =, -1 [0]-1,1[0]1, +=[

(c) (flf) (x)=(x?-1)2-1, e Dom(fllf)=R
(d) (glg) (x)=(1/(((1/x))))=x, e Dom(gllg)={x[R:x#0}=R-{0}

23. Problema: Sendo £ (x)=Vx e g(x)=-(1/x), determine as funcdes e o
dominio da fungdo composta:

(a) (flg) (x)=N(-(1/%)), e Dom (fllg)={x[R:=(1/x)200x#0}=]~-, 0]
(b) (glf) (x)=-(1/(Vx)), e Dom(gllf)={xR:x>0[Ix#0}=]0, +=]
(c) (flIf) (x)=N(Vx)=[4]V(x), e Dom (flIf)={x[R:x20}=[0, +
(d) (glg) (x)==(1/((-(1/x))))=x, e Dom(gllg)={x[R:x#0}=R-{0}

24. Problema: Sendo f (x)=V(x2-1) e g(x)=V(x-1), determine as funces
e o dominio da fungao resultante:

(a) (flUg) (x)=N((NV(x=-1))2-1)=N(x-2), e
Dom (flg) ={x[R:x-12000x-220}=[2, + [

(b) (glf) (x)=N(V(x2-1)-1), e Dom(glf)={x[JR:x2-
1200V (x2-1)-120}

= (1=, =111, +=[) N (] ==, =N2[[1]V2, += )

= (1=, N2 [0IN2, +=])

(c) (E0f) (x)=N((V(x?2-1))2-1)=N(x?-2), e
Dom(fJf)={xJR:x2—120Jx2—220}=(]—w,—VZ[J]V2,+”[)
(d) (gllg) (x)=~N (N (x-1)-1), e
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Dom (gllg) = {x[R:x-1200N (x=1) =120} =[2, +e [
25 - Problema: Sendo f(x)=(2/(x-1)), determine as funcdes e o dominio da funcéo resultante:

(a) f(x?)=(2/(x2*-1)), e
Domf={x[JR:x2-1#0}=]=-,-1[[1]-1,1[0]1, +=]

(b) [f(x)]12=((2/(x=-1)))?=(4/((x=-1)2)), e
Domf?={x[IR:x-1#0}=]-, 1 []1, +e[

(c) (£Uf) (x)=(2/(((2/(x-1)))-1))= -((2x-2)/(x-3)), e
Dom (fUf) ={x[R:x-1#0Ux-3#0}=]-, 1 [[J]11, 3[LJ] 3, +=[

26 - Problema: Dado f(t)=((I3+tl-Itl-3)/1), expresse f(t) sem barras de valor absoluto, se t
estiver no intervalo dado:

(a) 10, +=[;
|3+t [={3+t0t2-3 e - (3+t)0t<-30

e |t]={tlt20 e -tlt<0l

Se tl] 0, +[ entdado pode-se escrever:
£(E)=((I13+t|=-1t|-3)/t)=((3+t-t-3)/t)=0
(b) [-3,0]

Se tll[-3,0[ entdo pode-se escrever: f(t)=((|3+t|-|t]|-3)/
t)=((3+t-(-t)-3)/t)= 2
(c) 1-=,-31

Se tll]-=,-3[ entdo pode-se escrever: f(t)=((|3+t|-|t|=-3)/
L) =((-(3+t) - (-t)-3) /t)= - (6/t)

27 - Problema: Determine se a fun¢do dada é par, impar ou nenhuma das duas.

(a) f(x)=2x[-3x2+1

f(-x)=2(-x)[-3(-x)2+1= 2x[1-3x2+1, logo a funcido é par.
(b) f(x)=5x°-7x

f(-x)=5(-x)3*-7(-x)= - (5x°-7x), logo a funcdo é impar.
(c) f(s)=s2+2s+2

f(-s)=(-s)2+2(-s)+2= s2-2s+2, nem par nem impar.
(d) g(x)=x0-1

g(-x)=(-x)-1= x[J-1, logo a funcido é par.

(e) h(t)=5tli+1

h(t)=5(-t)+1= 1-5tlJ, nem par nem impar.
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(f) £(x)=1x]
f(-x)=|-x|= |x|, logo a funcdo é par.

(g) f(y)=((y>-y)/(y*+1))

f(-y)=(((-y)°-y)/ ((-y)?+1))= - ((y3+y)/(y*+1)), nem par nem impar.

(h) g(z)=((z-1)/(z+1))
g(-z)=((-z-1)/(-z+1))= ((z+1)/(z-1)), nem par nem impar (mas note que
g(-z)=(1/(g(z))) ou seja g(-z)g(z)=1)

25. Problema: Existe uma fungao que é impar e par? Qual é?

Seexkﬁeten1quesaﬂsbzerf(x):f(—x)Tf(x):—f(—x) logo
f(-x)=—-f(-x)2f (x)=0Lf (x)=0

26. Problema: Mostre que £=2x-3 e g=((x+3)/2) sdo fung¢bes inversas
(flg) (x)=2 (((x+3)/2))-3= x, e Dom(fllg)=
(glf) (x)=(((2x-3)+3)/2)= x, e Dom(gllf)=
Logo séo fungdes inversas.
27. Problema: Mostre que f=x* e g=Vx sdo fungdes inversas
(fllg) =(\x) 2= x, e Dom(fllg)=[0,+=]
(glf) (x)=V(x2)= x, e Dom(glf)=[0,+=]
Logo séo fungdes inversas.
28. Problema: Defina a funcdo flig e determine o seu dominio
(a) f(x)=cos x, g(x)=x?
(flg) (x)=cos x?, e Dom/(fllg)=
(c) f(x)=csc x, g(x)=2x
(fllg) (x)=csc2x, e Dom (fllg)={x[R:sin2x#0}={x[R:x# ( y/2)}
29. Problema: Defina a fungdo fig e determine o seu dominio
(a) f(x)=sin x, g(x)=(1/(2x))
(flg) (x)=sin(1/(2x)), e Dom(fllg)={x[R:2x#0}=R-{0}
(c) f(x)=tan x, g(x)=x+n

(fllg) (x)=tan (x+m), e Dom (fllg)={x[1R:cos (x+m)#0}={x[R:x+0# ( (2n-1) /2)
n}={x[R:x+n0# ( (2n-3) /2) 1}
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Actividade 1.3 - Sequencias em R
Introducao

Nesta actividade sdo apresentadas sequencias e subsequencias, sequencias recursivas
e alguns exemplos de sequencias notaveis. Define-se uma sequencia convergente,
determina-se o limite de algumas sequencias e apresentam-se alguns teoremas sobre limites

de sequencias.

Detalhes da actividade
Sequéncias em R
Um par ordenado de nimeros reais é um conjunto ordenado de dois nimeros reais: (x,y)

Um triplo ordenado de nimeros reais: (x, vy, z)

Um n-uplo ordenado de nimeros reais: (x, %, ....x {n})
Uma sequéncia (ou sucessao) de nimeros reais: (x,x, ....x {n},...) éuma fungdo de
N para R

(x_{n}) :N-R

Uma sequéncia representa-se por (x {n})=(x,x/,x},...), 0 conjunto dos seus termos

por {x_{n}}, e o termo geral por x_{n}, onde n[ N.

Ex: A sequéncia dada pelo termo geral x_{n}=(-1)» pode ser escrita por extenso como
um conjunto ordenado (-1,1,-1,1,...) enquanto que o conjunto dos termos da sequéncia é o

conjunto {-1,1}.

Uma sequéncia pode ser também definida recursivamente (ou indutivamente), indicando
um ou mais elementos iniciais x', x[1, . . ., x_{k} e aféormula para x_{n+1} em funcdo de

x {n},x {n-1},...x {n-k}.

Ex. A sequéncia definida recursivamente por x' =5 e x {n+1}=((x {n})/2) pode ser
escrita como (x_{n})=(5,(5/2),(5/4),(5/8),...). A sequéncia de Fibonacci, x =1, x[1=1 e x

{n+l}=x {n}+x {n-1} pode ser escrita como (1,1,2,3,5,8,13,...)

Algumas sequéncias notaveis:
x {n}=r, onde r é uma constante (sequéncia constante)
x_{n}=n (sequéncia natural)
x_{n}=nr (sequéncia aritmética de primeiro termo e razdo r)
x {n}=r» (sequéncia geométrica de razdo r)
x {n}=((1/n)) (sequencia harménica)

x {n}=((1/n))"{p} onde p>0 (sequencia p-harménica)
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Como sequéncias sdo fungdes de N para R, satisfazem a algebra de fungdes:

a soma de sequéncias (termo a termo), (x {n})+(y {n})=(x {n}+y {n}) é
operagao bindria no conjunto s(R) de todas as sequéncias em R, é associativa, comutativa, o
elemento neutro é a sequéncia constante x_{n}=0 e todas as sequéncias com termo geral

x_{n} possuem simétrico, com termo geral -x_{n}.

a multiplicagado de sequéncias (termo a termo), (x {n})[(y {n})=(x {n}ly {n}),
é operagao binaria no conjunto s(R) de todas as sequéncias em R, é associativa, comutativa,
o elemento neutro é a sequéncia constante x_{n}=1 e apenas possuem inverso as sequéncias

em que nenhum termo é nulo.
Convergéncia de sequéncias em R

Uma sequéncia é limitada se o conjunto dos seus termos for limitado (se possuir majorante e

minorante)

Ex: A sequéncia x_{n}=n ndo ¢ limitada pois o conjunto dos seus termos é N e ndo possui
majorante. A sequéncia x_{n}=(1/n) é limitada pois {x_{n}}={1,1/2,1/3,...} possui minorantes, i.e.

0, e majorantes, i.e. 1.

Uma sequéncia converge em R se existir um nimero LBR que satisfaca a condigdo limite:
Ue>0,0 N(eg)UN:n>NU[x {n}-L|<eg

Se existir, o nimero L é chamado de limite da sequéncia e escreve-se:
lim {n-«~}x {n}=L ou x {n}-L

O numero natural N(@) é a ordem a partir do qual todos os termos da sequéncia passam a

pertencer a vinhanca @ de L (pode depender de ¢) :
x {n}l]L-¢,L+e[ para n>N(g)
Se L ndo for o limite de uma sequéncia entéo:
Ue>0:1x {n}-L|2g,UnlN
ou seja, existe uma vizinhanca @ de L & qual os termos da sequéncia nunca pertencem.
Se nao existir qualquer XZR que seja limite de uma sequéncia, esta diz-se divergente:
UxR,Ue>0: |x {n}-x|2e,UnlN
Alguns teoremas sobre limites de sequéncias em R:
O limite de uma sequéncia, se existir, € Unico.

Qualquer sequéncia convergente é delimitada (A proposicdo contraria ndo é

verdadeira, e a proposicdo reciproca também nédo é verdadeira)
Dadas as sequéncias x_{n}-a e y {n}-b, tem-se que:

x {n}+y {n}-a+b
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x {n}ly {n}-allb

x_{n}/y_{n}ﬁa/b apenas se (y_{n}) for uma sequéncia sem sem

termos nulos
Se eventualmente x {n}<y {n} entdo lim x {n}<lim y ({n}
Se eventualmente p<x {n}<g entdo p<lim x {n}<qg
Se eventualmente x {n}<z {n}<y {n} entdo a<lim z {n}<b
lim {n-«~}|x {n}|=lal
lim {n-=}V(x_{n})=Va
Se lim(x_{n+1})/(x_{n})<1 entdo lim x {n}=0

Uma sequéncia (x {n}) crescente x_{n}<x {n+1} ou decrescente x_{n}=x_{n+1} diz-se

mondtona
Uma sequéncia mondtona é convergente se for limitada (teorema da convergéncia monétona).

Uma subsequéncia (x’ {k}) é uma composi¢ao da sequéncia (x_{n}) em R com uma

sequéncia (n_{k}) em N que preserva a ordem dos termos da sequéncia original:
x {k}'=x {n {k}}:n {k}<n {3}k<]

Ex. x_ {k}'=1 éuma subsequénciade x {n}=(-1) ", pois fazendo n=2k para kN, a

composi¢do resulta na sequéncia
x {k}' = x {n}l2k
= x_{2k}
= (=1) " {2k}
= ((=1)2)"{k}

= 17{k}

Teoremas sobre subsequéncias :

Se uma sequéncia converge para um nimero real L entdo qualquer subsequéncia

também converge para o mesmo ndmero L.

Em particular, se lim {n-=}x {n}=L entdo lim {n-=}x {n+k}=L, para qualquer
kLN

Qualquer sequéncia possui uma subsequéncia mondtona (teorema da subsequéncia

mondtona)

Teorema de Bolzano-Weierstrass (versao 1): Qualquer sequéncia delimitada em R

possui uma subsequéncia convergente.

Teorema de Bolzano-Weierstrass (versdo 2): Um subconjunto infinito e delimitado de
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ELR possui um ponto de acumulagéo.
Uma sequéncia é Cauchy (ou fundamental) sse
Ue>0,0N(g)N:m, n>N (g)U[x {m}-x {n}[<e
Teoremas sobre sequéncias Cauchy
Qualquer sequéncia Cauchy é limitada

Uma sequéncia em R é convergente se é Cauchy (Mais uma maneira de afirmar que R

é completo)

Uma sequéncia é contrativa se existir uma constante 0<C<1 tal que

|x {n+2}-x_{n+1}|<C|x_{n+1}-x_{n}|
Como ¢é que pode uma sequéncia divergir? Ou delimitada mas oscilante ou ndo é delimitada.

Se for delimitada mas oscilante, tem subsequéncias convergentes. O limite de uma

subsequéncia convergente chama-se um sublimite.

Como a sequéncia é delimitada, o conjunto de todos os sublimites é um subconjunto ndo
vazio e delimitado de R logo possui um infimo chamado de limite inferior, liminf x_{n}, e um

supremo chamado limite superior, limsup x_{n}.

Se liminf x_{n}=limsup x {n} entdo a sequéncia converge.

Um subconjunto EBR é completo sse qualquer sequéncia Cauchy em E é convergente.
Ex: R é completo.

Um subconjunto ELIR é (sequéncialmente) compacto sse qualquer sequéncia em E possui uma

subsequéncia convergente.

Ex: R ndo é compacto, mas qualquer subconjunto limitado e fechado de R é sequéncialmente

compacto.
Um subconjunto EI /R é conexo sse for um intervalo (aberto, fechado ou misto)

Dada uma sequéncia (x_{n}) emR diz-se que x_{n}-+eo e escreve-se [im x_{n}=+c0 se para

qualquer £>0 existe um N (&) Ntalquesen=N(eg), entdox {n}>1/¢

As sequéncias ndo delimitadas passam a ter um liminf x_{n} ou um limsup x_{n} em 'R
(entretanto, ndo se chamam estas sequéncias de convergentes).

Conclusao

Nesta actividade foram apresentadas sequencias e subsequéncias, sequéncias recursivas
e alguns exemplos de sequéncias notaveis. Definiu-se uma sequencia convergente,
determinou-se o limite de algumas sequéncias e apresentaram-se alguns teoremas sobre

limites de sequencias.
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Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consulta.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.

1. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:
(((2n?+1)/(3n?-n)))=((3/2),(9/(10)), ((19)/(24)), ((33)/(44)),...);

2. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:
((2n?+1)/(3n?-n))=((2+(1/(n?)))/(3=-(1/n)))-(2/3)

3. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:
(((3n?+1)/(2n?+n)))=((4/3), ((13)/(10)), ((28)/(21)), ((49)/(36)),...);

4. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:
((3n?+1)/(2n?+n) ) =((3+(1/(n?)))/ (2+(1/n)))-(3/2)

5. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:

(em)/n))=(e, ((e?)/2), ((e*)/3), ((el])/4),...); diverge (a justificar mais tarde)
6. Problema: Escreva os primeiros termos da sequncia e tente intuir o limite:

(((log {b}n)/n))=(0, ((log {b}2)/2), ((log {b}3)/3), ((log {b}4)/4),...);
((log {b}n)/n)-0 (ajustificar mais tarde)

7. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:

(((sinh n)/(sin n)))=(1. 3966, 3. 9886, 70. 988, -36. 059,...);

diverge
8. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:

(N(n+1)-Vn)=(0.41421, 0.31784,0.26795, 0.23607,...); (N(n+1l)-vn)
(((N(n+1)+Vn) / (N (n+1) +Vn)) ) =((n+1l-n) / (N (n+1) +Vn))=(1/ (N (n+1) +Vn) ) -0

9. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:

((1+(2/n))")=(3, 4,4. 6296,5. 0625,... ); (1+(2/n)) =[(1+(1/
((n/2)))))"{((n/2))}]%-e?

10. Problema: Escreva os primeiros termos da sequéncia e tente intuir o limite:
(cos nm)=(-1,1,-1,1,...); diverge
11. Problema: Calcule o limite usando a definicéo:

(1/(2n-1))-0| < el0<(1/(2n-1))<
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[l 2n-1>(1/¢e)lIn>(1/¢)

entdo se N(g)=max{1l, (1/€)} obtém-se a implicacdo n>N(e)[l| (1/(2n-1))-

0l<e (do fim para o principio da cadeia de implicacdes)
12. Problema: Calcule o limite usando a definicdo:
| (1/(¥n))-0]<ello<(1/ (¥n))<elWNn>(1/¢e)n>(1/(e2))

se N(e)=(1/(eg2)) entdo n>N(e)| (1/(Vn))-0]|<e (percorrendo as

equivaléncias em sentido inverso)
13. Problema: Calcule o limite usando a definicdo:
| ((5-n)/(2+3n))-(=(1/3)) | < el ((3(5-n)+2+3n)/(3(2+3n))) [<e
[0 0<((17)/(9n+6))<ell9n+6>((17) /¢)
0 9n>((17)/e)In>((17) /¢€)

se N(g)=((17)/¢e) entdo n>N(e)ll| ((5-n)/(2+3n))=-(-(1/3)) |<e (percorrendo

as equivaléncias em sentido inverso)

14. Problema: Calcule o limite: ((1-(1-(1/n))"~{a})/
(I-(1-(1/n)) b)) =((1-((1+((=1)/m)) )" {(a/n) }) /(1= ((1+((-
1)/n))) " {(b/n)}))~((l-e”{-(a/n)})/ (1l-e”{-(b/n)}))-(a/b) (a

justificar mais tarde)
15. Problema: Prove a unicidade de limites:

Suponha que a {n}-L e a {n}-M. Tomando e=(1/2)|L-M| existe um indice
p tal que n>pllla {n}-L|<(1/2)|L-M| e tambem existe um indice g tal
que n>gllla {n}-M[<(1/2) |L-M|. Tomando N=max{p,q} tem-se que n>Nl|a
{n}-L|<(1/2) |L-M|Ula_{n}-M[<(1/2) |L-M| logo |a {n}-L|+|la_ {n}-M|[<|L-M|
e pela desigualdade tridngular obtem-se que |L-M|<|L-M|, uma

contradicdo, logo (a {n}) ndo pode ter dois limites diferentes.

16. Problema: Suponha que a {n}-L. Considere a sequéncia (|a {n}|).

Para qualquer €>0 existe N tal que n>NU |la {n}|-|L||<|a_
{n}-L|<e. Logo |a {n}|-|L|. O reciproco ndo é verdadeiro, por
exemplo | (-1)»|-1 mas (-1)» ndo converge. NOTA gque para provar

que |lal-|lbl|<la-b| basta fazer |al=|a-b+b|<|a-b|+|b|, fazer a
mesma coisa para |b|=|b-ata|<|b-al|+|al| para obter -|la-b|<(lal-

Ibl)<|a-b| o que é equivalente a ||al-|bl[<|a-b].

17. Problema: (((2n-1)/(4n-1)))=((1/3), (3/7), (5/(11)),...);
suponha que ((2n-1)/(4n-1))<((2(n+1)-1)/ (4 (n+1)-1))

[l (2n-1) (4n+3)<(2n+1) (4n-1)
[l 8n2+2n-3< 8n?+2n-1
[l -3<-1
confirmando que a {n}<a {n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é crescente.
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18. Problema: (sin nm)=(0,0,0,...) émondtona (crescente e decrescente

logo constante)

19. Problema: (((n®-1)/n))=(0, (7/2), ((26)/3),...); suponha que
((n*-1)/n)<(((n+1)°-1)/(n+1))

[ (n3®-=1) (n+1)<(n) ((n+1)3>-1)
0 nl+n®*-n-1<n+3n3+3n?2
[J -1<2n°*+3n%+n
confirmando que a_{n}<a_{n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é crescente.

20. Problema: (((2~)/(1+27)))=((2/3), (4/5), (9/(10)),...); suponha
que ((27)/(1+2n))<((2n0%) /(1+2000%))

O (2n) (1420201)<(142n) (2n07)
[J 2x22n42n< 2x22n42x2n
[J o< 2n
confirmando que a_{n}<a_{n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é crescente.

21. Problema: ((((2n)!)/(57)))=((2/5), ((24)/(25)), ((720)/(125))) ;
suponha que (((2n)!)/(52))<(((2(n+1)) )/ (5»%))

[] 501 (2n) !<50 (2 (n+1)) !
[J 55(2n+1) (2n+2)
confirmando que a_{n}<a_{n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é crescente.

22. Problema: ((n/(27)))=((1/2),(1/2),(3/8),(1/4),...); suponha
que (n/(27)) > ((n+1) / (2001%))

[J 2n2n2n2n+2n
[J 02(1-n)2n
confirmando que a_{n}=a_{n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é decrescente.

23.Problema: (((103050(2n-1))/(22n')))=((1/2), (3/8), ((15)/
(48)), ...); suponha que ( (103050 (2n-1))/
(2nn 1)) < ((103005001(2 (n+1) =1)) / (2200 (n+1) 1))

(103050 (2n=1) ) / (1030500(2n+1))) < ((2rn!)/(2»0* (n+1) 1))

confirmando que a_{n}>a_{n+1} para qualquer n>1, logo a sequéncia é decrescente para n>1.

24. Problema: (3-(-1)»1*)=(3,4,2,4,2,...); limitada
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25. Problema: ((n/ (370%)))=((1/9), (2/(27)), (3/(81)),...);; suponha
que (n/(3°017) ) < ((n+1) /(30017))

n3n2 < (n+1)3n0?
0 < 3nl'-n

confirmando que a_{n}>a_{n+1} para qualquer n, logo a sequéncia é decrescente. Por outro

lado a sequéncia é limitada:

0 < n<3n[]?

0 < (n/(31%))=1
logo a sequéncia é convergente.

26.Problema: (((27)/(1+27))) ja tinha sido verificada que é crescente.
Como

0 < 2n<2n4]
0 < ((2n)/(2r+41))<1
a sequencia é tambem limitada, logo é convergente.

27. Problema: ((n/(27))) ja foi verificada que é decrescente. Como é
tambem limitada,

0 < n<2n
0 = (n/(2m))=1
entdo a sequéncia é convergente.

28.Problema: (((111375/1(2n-1))/(27n!))) ja tinha sido verificada que é
decrescente para n>1. Como também ¢ limitada,

IN

0 1030050 (2n-1)<27n!
0 < ((103050(2n-1))/(27nt))<1
entdo a sequéncia é convergente.
NOTA:
((103050(2n-1)) /(27n!)) = (1/(27))[_{k=1}" ((2k-1) /k)
=1 {k=1}"((2k-1)/(2k))<1
Verifica-se que Iim_{nﬂoo} ((103050(2n=-1))/ (2»n!))= 0
| ((LO03050(2n=1))/(22n!))=0] < el0<((100300500(2n=1))/(27n!))<e
O ((2rn!) /(103050(2n=-1)))>(1/e)027>(1/¢)
T n>logll(1l/¢)

entdo se N (g)=max {1, logll(1/e)} obtem-se aimplicagdo n>N (&) /| ( (13150 (2n-1))/
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(2nn!))-0|<e (do fim para o principio da cadeia de implicagdes)
29. Problema: Prove por definicdo: 1im {n-«<} (1/ (V(n+1)))=0
| (1/ (N(n+1)))-0] < e00<(1/(N(n+1)))<el0<(1l/(n+1))<e?

[l 0<n+1>e?[In>e?

se N(g)=¢2 entdo n>N(e)]| (1/(V(n+1)))-0|<e (do fim para o principio da

cadeia de implicacdes)
30. Problema: Prove por definigdo:  {n-=} (n+1) ?=+e
Por definicdo [ M IRI NI N:n>Nl (n+1) *>M
Seja MBR um numero arbitrério
(n+1) 2>MJ0<n+1>VMn+1>VM n>\M
Deixe N=JM entdo n>N_| (n+1) ?>M

31. Problema: Prove que: Se x {n}-x e y {n}-y entdo [e>0lN,M tal que
n>NU|x {n}-x[|<(e/2) e n>MI|y {n}-y|<(e/2). Entdo, se n>max{N,M}

| (x_{n}-y_{n})-(x-y) | = [ (x_{n}-x)+(y-y_{n}) |
S 1 (x_{n}-x) [+] (y-y_{n}) |
< (g/2)+(e/2)=¢

Logo (x_{n}-y_{n})-(x-y)

32. Problema: Prove que: Se x_{n}-x e y {n}-y para y {n}#0 e y#0 enté&o
[e>0LN,M tal que n>NU[x {n}-x[<(e/(2a)) e n>MU|y {n}-y|<(g/

(2B8)), como sequéncias convergentes s&o limitadas | ((x _{n})/
(v {n}y))I<o e | ((y_{n})/(y _{n}y))I|>B. Entdo, se n>max{N,M}
| ((x_{n})/(y_{n}))-(x/y)| = | ((x_{n}y-xy {n})/(y_{n}y))l

= | ((x_{n}y+(-x_{n}y_{n}+x_{n}y_{n})-xy_{n})/(v_{n}y)) |

| ((x_{n}(y-y_{n})+(x_{n}-x)y {n})/(y_{n}y)) |

IN

| ((x_{n})/(y_{n}y)) I ly-y_{n}l+] ((y_{n})/(y {n}y))|Ix_{n}-x|
< af(e/(20))+B(e/(2B))=¢
Logo ((x_{n})/(y_{n}))—-(x/y)

33. Problema: Prove oTeorema de Bolzano-Weierstrass: qualquer sequéncia
limitada (a_{n}) possui subsequéncia convergente (a {n {k}}).

Considere uma sequéncia limitada arbitréria (a2 {n}). Entdo M [n:|a {n}[<M ou
seja -M<a {n}=<M,ln. Deixe E[=[-M,M]. O conjunto EL possui um numero
infinito de termos da sequéncia. deixe Ell ser a metade do conjunto E[],

ou [-M,0] ou [0,M], que possua um numero infinito de termos.
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Divide-se E| em metade para obter E[I e assim sucessivamente. Obtém-se dessa forma

uma sequéncia de intervalos encaixados

EULELDELLD
em que o didmetro dum intervalo seguinte é sempre metade do intervalo anterior:
DiamE[l=2M>DiamEll=( (2M) /2) >[I>DiamE {n}=((2M)/ (2*))=(M/ (2"[12))
Como consequéncia desta construgdo obtém-se que

lim {n-e}DiamE {n}=0

Escolhendo um termo x {n {k}}'/E {k} de cada um dos intervalos encaixados obtém-se
da sequéncia (x_{n}) uma subsequéncia (x {n {k}})=(x {nll},x {nl}x {nl},...)

que é Cauchy:
[1e>0,[IN:p,g>Nl|x {n {p}}-x {n {g}}l<e

porque como os intervalos sdo encaixados, se |x {n {p}}-x {n {qg}}|<e Entdo
existe um E_{N}ta|quex_{n_{p}},x_{n_{q}},E_{N} e DiamE {N}=(M/
(27{N-2}))<e. Logo

M/ (27 {k=2})) < el((27{N=2})/M)>(1/¢)
T 27 {N-2}>(M/¢)
[0 N>2+1logd(M/¢)
Fazendo N (e) =2+[11og | (M/¢e) | conclui-se que se
p,a>N(e)lx_{n_{p}},x {n {q}}0E_{N}Ix {n_{p}}-x {n {q}}I<e

Como R é completo, ou seja qualquer sequéncia Cauchy converge, entdo a subsequéncia

(x_{n_{k}}) tambem converge.
Actividade 1.4 - Limites de func6es em R
Introducao

Esta actividade trata o célculo de limites de funcdes na recta acabada BR fazendo uso dos
simbolos +eo,-00 para simplificar a notagdo. S&o tratados os quinze tipos diferentes de limites
que uma funcao real pode ter. Os teoremas sobre limites, depois de provados servem como
ferramenta para resolugdo de problemas. As formas indeterminadas séo esclarecidas e

levantadas em casos-tipo.
Detalhes da actividade
Limites no infinito
O célculo de limites de funcdes em R realiza-se na recta acabada [ R.

O limite no infinito de uma sequéncia pode ser generalizado para uma fungao arbitraria

f:R-R com dominio ndo delimitado por cima.
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O ndmero real LR é o limite no infinito positivo de uma funcao f se
[e>0, NLOR:x>NLI| £ (x)-L|<e
Diz-se que £ (x)-L quando x—+=, e escreve-se:
lim {x-+e}f(x)=L
Da mesma maneira, o nimero real LR ¢ o limite no infinito negativo de uma fungéo f sse:
[e>0, NLOR:x<NLl| f(x)-L|<e
Diz-se entdo que £ (x) ~L quando x—-e, e escreve-se:
lim {x--e}f(x)=L

Quando L ¢ o limite no infinito (positivo ou negativo) de uma fungéo f entdo a recta y=L

diz-se uma assintota horizontal de f.

Ex: No caso de f(x)=(1/x) verifica-se que L=0 pois para qualquer >0, se N=(1/¢),
sempre que x>N=(1/¢) [x>(1/e)l(1/(|x]))<e, obtém-se

[£(x)=01=1(1/x)I=(1/(Ix]))<e

Ex: Se L=0, para qualquer @>0, se N=-(1/0), sempre que x<N=-(1/¢) [l x<-(1/e)1(1/
(Ix]))<e, obtem-se

[ £(x)-01=1(1/x) |=(1/(Ix]))<e

O grafico da funcdo f(x)=(1/x) mostra a assintota horizontal y=0

Valores assintéoticos

Os valores limites de uma funcdo no bordo do dominio denominam-se como valores

assintoticos.

Duas fungdes f,g em R sao assintdticas ou assintéticamente equivalentes (no infinito positivo)

sse

lim {x—+e=} (f-g) (x)=0
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Uma assintota obliqua de uma fungdo f(x) € uma recta y=mx+b assintéticamente equivalente
a f(x):

lim {x—+e} (£ (x)-y)=0
A assintota horizontal é um caso particular da assintota obliqua, onde m=0 logo y=b

Ex: Para determinar a assintota obliqua de £ (x)=( (x?-1) / (x+1)) verifica-se que
f(x)=(x-2)+(3/ (x+1)) |OgOjf(X)—(X—Z):(3/(X+1)).C0ﬁﬂ)lim_{XH+N}(3/
(x+1))=0 e tambem lim {x--=} (3/ (x+1))=0, resulta que a assintota obliqua de f(x) é a

recta y=x-2.
Limites de uma funcdo num ponto de acumulagdo do dominio

Para além de limites no infinito, como no caso de sequencias, podem-se calcular limites

de uma fung¢do em qualquer dos pontos de acumulagdo do dominio.

Um ponto de acumulagdo a do dominio de f pode ser arbitrariamente aproximado de dois

lados, se for o caso:
e do lado direito (a+(1/n))-a quando n-o«
e do lado esquerdo (a-(1/n))-a quando n-e

Definem-se limites laterais de uma fungdo num ponto de acumulagdo do dominio::

e | é limite lateral a direita de f se satisfaz a condicéo:

e>0,d 06>0:0<x-a<doll| £ (x)-L|<e
escreve-se:

lim {x-all}f(x)=L

e | é limite lateral a direita de f se satisfaz a condicéo:

e>0,d 06>0:0<a-x<oll| £ (x)-L|<e
escreve-se:
lim {x-all}f (x)=L

Se os limites laterias de f(x) quando x tende para a pela direita coincidir com o limite de f(x)
quando x tende para a pela esquerda, entao esse seré referido apenas como o limite de f(x)

no ponto a, e as duas condigdes anteriores podem ser reunidas numa sé:

L é o limite de uma fungdo f num ponto alIR sse existir um nimero real L[ R que satisfaz a

condigdo:

[e>0,[] &>0:0<|x-a|<dJ| f(x)-L|<e

58



Unidade 1. Fungées e Limites de fungses em

Escreve-se:

lim {x-a}f (x)=L
Nota que o limite de uma fungdo num ponto alZR pode existir mesmo se f(a) ndo existe.
Limites infinitos

Pode acontecer que os limites laterias existem mas o limite de uma fungdo num ponto ndo
existe porque nao sdo coincidentes ou simplesmente porque ndo existe qualquer nimero

real com essa propriedade.
Neste ultimo caso diz-se que a fungdo possui um limite infinito ou uma assintota vertical no
ponto a.
* Limite infinito positivo:

lim {x-a}f (x)=+ell NLR,[J >0:0<|x-a|<dUf (x)>N

e Limite infinito negativo:

lim {x-a}f (x)=-«U0 NLR,[J >0:0<|x-a|<3dUf (x)<N

Consideram-se tambem os limites laterais infinitos (positivos ou negativos) a esquerda ou a
direita do ponto al R:

lim {x-all}f (x) =+
lim {x-all}f (x)=-=
lim {x-all}f (x) =+
lim {x-all}f (x)=-=

Quadro resumo dos tipos de limite de fungdes em R

Limite real Limite infimito |+ Limite infimto |
Limite no ponto « limg—g flz) =L limige—g flz) = +00 lilpe—g fil2) = —20
Limite & direita de a limgeg+ flz) =L | imgegs flz) =+ | limgog+ flz) = =00
Limite & esquerda de o lime_g= flzl=L limg_q- fl2) =+ lime_g= flz)=—2
Limite no infinita (+) limg oo fl2) =L | liMgago fl2) =+ | liMgase fl2) = —2¢
Limite no infinite |—) g oo Flzl =L | hmg— s fiz) = +5¢ | imz——s f () =

Formas indeterminadas

As formas indefinidas ou indeterminadas na recta acabada BR, levam esse nome porque

podem assumir qualquer valor, dependendo de cada caso.

Para cada caso particular é possivel calcular o valor da “indeterminacao”, i.e. “levantar a

indeterminacéo”.

A técnica de "“levantamento” de indeterminagdes encerra na sua esséncia a procura de

valores limites da funcdo no bordo do seu dominio.
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indeterminagdes do grupo (0/0), ((xee)/(+e0)) podem ser levantadas pondo em evidéncia o

termo de maior grau.

indeterminagdes do grupo eo-c0 que envolvam raiz quadrada podem ser resolvidas

multiplicando e dividindo pelo conjugado, para obter indeterminac¢des do grupo (0/0).

indeterminagdes dos grupos 001, 1" {+=}, 0~ {t=}, (£=)[]que surgem no calculo
de limites de fungdes do tipo g}, reduzem-se a indeterminagdes do grupo (0/0), ((+=)/
(t=)) fazendo £~ {g}=e*{1n(£) “{g}}=e"{gln(£f)}

Para outras fungdes gerais, Johann Bernoulli descobriu uma regra para o célculo de limites
de fracbes cujos numeradores e denominadores tendem para zero. A regra é conhecida
atualmente como Regra de |'Hopital, em homenagem ao marqués de I'Hopital, que escreveu
o primeiro texto introdutério de calculo diferencial (1696), onde a regra apareceu pela
primeira vez. A regra de |I'Hopital serd estudada mais a frente.

Teoremas sobre limites

Os teoremas sobre limites sdo ferramentas de resolugao de problemas.

Considerando fun¢des reais f,g e nimeros a, b, c, L1, L], L, M, N IR, verificam-se os

seguintes teoremas:
Selim {x-a}f(x)=L1 e lim {x-a}f (x)=Ll entdo LII=L] (unicidade do limite)
lim {x-a}c=c
lim {x-a}x=a

Se lim {x-a}f(x)=L e lim {x-a}g(x)=M entdo lim {x-a} (f+g)

(x)=L+M
Se lim {x-al}f(x)=L e nlN entdo lim {x-a} (nf) (x)=nL

Se lim {x-al}lf(x)=L e lim {x-al}lg(x)=M entdo lim {x-a} (fllg)
(x)=L[LIM

Se lim {x-a}f(x)=L e nlIN entdo lim {x-a}f®r (x)=L"

Se lim {x-a}f(x)=L e lim {x-a}g(x)=M entdo lim {x-a} ((£/9))
(x)=(L/M) para g(x)#0 e M#0 na vizinahnca de a

Se lim {x-a}f(x)=L e (p/q)lQ para p#0, entdo lim {x-a}f"{ (p/q)}
(x)=L"{(p/q)}

lim {x-a}f(x)=Lllim {x-a} (f(x)-L)=0 (deslocacdo vertical)
lim {x-a}f(x)=L0lim {t-0}f(t+a)=L (deslocacdo horizontal)

Se nlIN enté&o lim {x-0U} (1/(x"))=+> e lim {x-0L} (1/(x"))={-= se

n for impar e +~ se n for par 0

Selim_{xﬁa}f(x):O e lim {x-al}lg(x)=c#0, entéo
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lim_{xHa}((g(x))/(f(x))) = +~ se c>0 e se f(x)-0 por valores

positivos de f (x)

lim {x-a} ((g(x))/(f(x))) = -~ se c>0 e se f(x)-0 por valores

negativos de f (x)

lim {x-a} ((g(x))/(f(x)))) = -~ se c<0 e se f(x)-0 por valores

positivos de f (x)

lim_{xHa}((g(x))/(f(x))) = +~ se c<0 e se f(x)-0 por valores

negativos de f (x)
o teorema continua valido se x-a for substituido por x—all ou por x-a'

Se1im_{xﬂa}f(x):Jroo e lim {x-al}lg(x)=c, entdo lim {x-a} (f+g) (x)=+=

(idem para x-—all ou por x-all)

Se lim {x-al}lf(x)=-« e lim {x-a}g(x)=c, entdo lim {x-a} (f+g)

(x)=- (idem para x-all ou por x-all)

Se lim {x-a}f(x)=+= e lim {x-a}lg(x)=c#0, entdo

lim {x-a} (fllg) (x) = 4+« se c>0

-~ ge c<0

lim {x-a} (fllg) (x)
o teorema continua valido se x-a for substituido por x—al ou por x-a’|
Se lim {x-a}f(x)=-= e lim {x-a}g(x)=c#0, entdo

-~ ge c>0

lim {x-a} (fllg) (x)
lim {x-a} (fllg) (x) = 4+« se c<0
o teorema continua valido se x@a for substituido por x-al! ou por x-all

Se nlIN entdo lim {x-+«} (1/(x"))=0 e lim {x--=} (1/(x"))=0

Conclusao

O célculo de limites de funcdes reais R faz-se na recta acabada BR fazendo uso dos simbolos
+o0,-00 para simplificar a notagdo. A semelhanca de sequéncias, uma funcio pode ter limites
no infinito, ou seja quando a varidvel x tende para infinito positivo (ou negativo), x—+.
Contrariamente a N que ndo possui pontos de acumulagdo, uma variavel continua pode
aproximar-se de um ponto de acumulagdo do dominio de f pela esquerda ou pela direita,
dando origem a limite lateral esquerdo ou direito. O limite de uma fungdo num ponto sé
existe se os limites laterais coincidirem. O valor do limite pode ser um dos simbolos +es,-

o, dizendo-se neste caso que o limite € infinito. Existem quinze tipos diferentes de limites
que uma funcao real pode ter e sdo resumidos num quadro no corpo da ficha. Os teoremas
sobre limites, depois de provados servem como ferramenta para resolugdo de problemas. As

formas indeterminadas sdo esclarecidas e levantadas caso a caso.
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Avaliacao

Agrupe um minimo de 1 e um méaximo de 2 das perguntas seguintes em cada teste de
avaliacdo de 1 hora, sem consulta.

Escolha perguntas de tipos diferentes na preparacao de cada teste, mudando os parametros

e dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 50% e 100%, conforme o nimero de perguntas selecionadas.

1. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicao, os seguintes limites: 1im
{x-1} (3x2-T7x+2)==-2

Resposta:
[1e>0,16>0, 0< | x-1| <3| (3x2-Tx+2)-(-2) |<e
| (3x2-T7Tx+2)-(-2) | < ell|3x?-Tx+4|<¢

U 31x-11[x-(4/3) I<e

0 < |x-1]<8<1l-1<x-1<1lx#1
0 0<x<20x#1
O -(4/3)<x-(4/3)<(2/3)Ox#1

0 Ix=(4/3) |<(4/3)x#1

3lx-111x-(4/3) 1 < €3|x-1]|(4/3)<e
O Ix-1[<(g/4)=5

escolhendo &=min{1, (¢/4)} aimplicagdo é reconstruida. Logo se £=0.02 entdo
5=min{1,((0.02)/4)}=0.005

2. Pergunta: Prove (ou disprove) por defini¢do, os seguintes limites: lim_{x@5}
(-4)=-4

Resposta:
e>0,00>0, 0< | x=-5|<dll| (-4) - (-4) |=0<¢

qualquer 5>0, por exemplo 5=1, satisfaz a defini¢cdo logo qualquer fungéo constante é
continua.

3. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicdo, os seguintes limites: 1im
{x->1} (4x+3)=7
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Resposta:
[1e>0,16>0, 0< | x-1|<dll] (4x+3)-7|<e
| (4x+3)-7] < elll4x-4|<¢
U 4]x-11<e
o Ix-11<(e/4)=d

se &= (&/4) a proposi¢do é verdadeira logo 7 possui a propriedade exigida para o limite de

(4x+3) quando x tende para 1.

4. Pergunta: Prove (ou disprove) por definigdo, os seguintes limites: lim_{x@3}
(3x-5)=4

Resposta:
[e>0,008>0, 0< | x-3|<3]] (3x-5) -4 |<e
| (3x-5)-4| < e[1]3x-9|<e
0 31x-3|<e
0 Ix-31<(e/3)=3

se 5= (&/3) a proposicao é verdadeira logo 4 possui a propriedade exigida para o limite de

(3x-5) quando x tende para 3.

5. Pergunta: Demonstre os seguintes teoremas sobre limites, considerando
funcdes reais f,g e numeros reais 2, b, c, L./, L., L, M, N R, verificam-se os
seguintes teoremas:

a) Se lim {x-a}f(x)=L0 e lim {x-al}f(x)=L0 entdo LI=L0
(unicidade do limite)

O=lim_{x-a}[f(x)-f (%) ]=(LU-L0J)LO=L]
b) 1im {x-a}c=c
[1e>0,[16>0, 0<|x-a|<dll|c-c|=0<e

logo a proposigao é verdadeira para qualquer £>0 para qualquer valor de 5>0, por exemplo

para &=1
d lim {x-a}x=a
[1e>0,5>0,0< | x-a |<d|x-a|<¢
logo a proposicao é verdadeira para qualquer >0 se &=¢.

d)Se lim {x-a}f(x)=L e lim {x-al}g(x)=M entdo lim {x-a}

(f+g) (x)=L+tM

Para qualquer >0 deixe &[] garantir |f(x)-L|<(g/2) e deixe

o[l garantir |g(x)-M|<(e/2). Entdo d=min{d[], 81} garante
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< J£(x)-Li+lg(x)-M|
< (e/2)+(e/2)=¢
e)Se 1im {x-a}f(x)=L e nlN entdo lim {x-a} (nf) (x)=nL

Para qualquer €>0 deixe & garantir |[f(x)-L|<(g/n). Entdo o mesmo o

garante que
[ (nf) (x)-(nL) [ = [n|lf(x)-L]|
< ((ng)/n)=¢

f)Selim {x-a}f(x)=L e lim {x-a}g(x)=M entdo lim {x-a} (fllg)
(x)=LLM

Buscando a relagdo entre o que se pretende provar e as hipéteses:
[ (£lg) (%) =(ILM) | = |£(x)qg(x)-Lg(x)+Lg(x)-LM|

= [ (£(x)-L)g(x)+L(g(x)-M) |

IN

lg(x) | £(x)=-LI+|L][g(x)-M]

Como g (x)-M, existe & {g}>0 que garante que |g (x)-M|<1, usando a propriedade de
valor absoluto, [ g (x) |- |M|<|g(x)-M|<1 obtem-se que |g (x) |<1+IMI, logo

[ (£lg) (x) = (LM) [<(1+[M[) [£(x)-LI+|L]| g (x)-M]|

Para qualquer £>0 deixe & garantir | f (x)-L|<(g/ (2 (1+|M]))) e deixe &L garantir lg(x)-
M|<(e/(2|L])). Entdo d=min{d {g},dl, 8]} garante que

I (flg) (x) = (IM) | < (1+[M]) [£(x)-LI+[L][g(x)-M|
< (IHIMI) (e/(2(1+IMI)) ) +IL] (e/(21L]))=(e/2) +(e/2)=¢
g)Se lim {x-alf(x)=L e n[N entdo lim {x-a}fn® (x)=Ln

Para n=2 tem-se pela proposi¢do anterior que

lim {x-a}f? (x)=1lim {x-a} (f0f) (x)=L0L=L?2
Se a proposicao for verdadeira para n-1 entdo

lim {x-a}fr (x)=1lim {x-a} (£200*0f) (x)=Lr*L=Ln
Logo a proposicédo é valida para qualquer nZN.

h)Selim {x-a}f(x)=L e lim {x-alg(x)=Mentdo lim {x-a} ((£/9)) (x)=(L/M)

para g(x)=0 numa vizinhanga de a e M=0
Entdo g(x)#0 e (1/(g(x))) existe numa vizinhanga @ {g} de a e como M#0, tem-se que

[ (1/(g(x)))=-(1/M) |=] ((M-g(x))/ (Mg (x))) I=(1/(IMIIg(x)[])) IM-g(x) |
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Agora é necessario delimitar g(x) antes de prosseguir.

Como M#0 entdo ((IMI)/2) garante que a vizinhanga V. { ( (|M]) /2) , definida por
lg(x)-M| < (([M]|)/2) éoutoda positiva ou toda negativa, dependendo se M>0 ou se M<O0.
Como g (x)-M, para e=((|M])/2) existe 5 {((IM])/2)}>0 que garante que
Ig(x)-M|< ((IM])/2)

Usando a propriedade de valor absoluto, obtém-se
(IM])/2) < g(x)- (M) /2)
(IM[)/2) < g(x)<M+(([M])/2)

Caso M>0entdo M- ( (|M|)/2)=((|M])/2) e M+ ((|M])/2)=((3|M]|)/2) obtém-se

entdo que
(M) /2)<lg(x) [<((3[M])/2)

Caso M<0 entdo M+((IM1)/2)<0, pode-se entdo inverter as desigualdades e obter
0 < -M-((IM])/2)<-g(x)<-M+((|M])/2)
0 < |-M=((IM])/2) [<I=g(x) [<I-M+((IM])/2) |

0 < [I=MI=[((IMD)/2) [ I<]-M=((IM])/2) |<|-g(x) |<|-
(M) /2) I<IMI+((IM])/2)

0 < [IMI=((IMI)/2) I<lg(x) [<IMI+((IM])/2)
obtém-se de novo que
((IM[)/2)<Ig(x) <((3IM])/2)
Resulta em qualquer caso, desde que M#0, que
(1g(x)=MI<((IM])/2))T0C(IM]) /2)<lg(x) [<((3[M])/2)

e esta implicagdo ndo é reversivel, o conjunto definido pela primeira desigualdade é um

subconjunto do segundo.

Pode-se entdo voltar a equagao (<ref>inv</ref>) com a delimitagao de Ig(x)| obtida

anteriormente obtém-se a delimitagdo para (1/(Ig(x)l))
((IM])/2)<]g(x) [<((3IM])/2)0(2/(31M]))<(1/(lg(x)))<(2/(IM]))

Entdo para qualquer e>0, existe & {g} que garante a existéncia de (1/ (g(x))), existe
5>0 que garante | g (x)-M|<((e|M|?)/2)e existe d[>0 que garante |g(x)-
M[<((IM]|)/2) . Escolhendo &=min{& {g}, 8, 81} garante-se simultaneamente essas trés

condigbes pelo que

[(1/(g(x)))=(1/M) [=(1/ (1M 1g(x) ) IM=g(x) [<(2/(IM]?)) IM=-g(x) [<(2/
(IMI2)) ((eIM]?)/2)=
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Logo
(1/(g(x)))-(1/M) quando x-a
Pela proposicao anterior,
lim {x-a} ((£/g)) (x)=1lim {x-a} (f1(1/(g(x)))) (x)=L(1/M)=(L/M)

i) Se lim {x-a}f(x)=L e (p/q)lQ para g#0, entdo lim {x-a}f {(p/q)}
(x)=L"{(p/q)}

Prova-se primeiro a proposi¢ao mais simples que 1im {x-a}f"{(1/n)} (x)=L"{(1/n)}
Para isso relembra-se aqui a expressao

a-b=(a”{(1/n)}-b"{(1/n) }¥_{k=1}rma"{ ((n-k)/n)}b"{((k-1)/n)}
cuja demonstracdo segue

(@*{(1/n) }-b*{(1/n) 1) y_{k=1}"a”{ ((n-k)/n) }b"{ ((k-1)/n)} =
a”{(1/n)}y_{k=1}ra~{((n-k)/n) }b"{ ((k-1)/n)}-b~{(1/n)}y_{k=1}"a”{((n-
k) /n) }b*{ ((k-1)/n)}

= Yy _{k=1}rma”{((n-k+1)/n)}b"{((k-1)/n)}-3¥_{k=1l}ra”{((n-k)/n)}
b~ { (k/n)}

= a+y_{k=2}ra”{ ((n-k+1)/n) }b"{ ((k-1)/n)}-3_{k=1}r0*a"{ ((n-k)/n)}
b*{(k/n)}-b

= aty_{k=1}r0'a”{ ((n-k)/n) }b*{(k/n) }-3_{k=1}r»0*a~{((n-k)/n)}
b {(k/n) }-b

= a-b

Note que quando n for impar Imfl /R mas quando n for par Im£R_{=>0} . Por isso considere

o caso para n qualquer, logo Imfl 'R {20} e Lz0

FE2{(1/n) }(x) =L {(1/n) } =] (£(x)-L) [ |Z_{k=1}"£~{ ((n-k) /n) } (x)
L { ((k=1)/n) } |

Como £ (x) ~L, numa vizinhanca [ de a é possivel delimitar [}, {k=1}£"{ ((n-k)/n)}
(x) L { ((k=1)/n) } |[<K(L) e numa vizinhanga & de a é possivel delimitar | (£ (x) -
L) I<(e/(K(L))), logo para d=min{d ], dll} tem-se

FE2{(1/n) }(x) =L {(1/n) } =] (£(x)-L) [ |Z_{k=1}"£~{ ((n-k) /n) } (x) L { ( (k-
1) /n) }I<(e/(K(L)))K(L)=¢

Logo lim {x-al}f"{(1/n)} (x)=L"{(1/n)}
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Para provar que lim {x-al}lf"{(p/q)} (x)=L"{(p/q)} observe
que £ {(p/q)} (x)=(£"{(1/q)})"{p}(x) pelo que lim {x-a}
(£°{(1/q) 1) "{p=(L"{(1/q) }) "{p}=L"{ (p/q) }

J) lim {x-al}f (x)=L0lim {x-a} (f(x)-L)=0 (deslocacdao vertical da

origem)

e a proposigao estad provada

h) 1im {x-a}f(x)=L 1lim {t-0}f (t+a)=L (deslocacdo horizontal da origem ou

mudanca de variavel)

Fazendo a mudanga de varidvel t=x-atem-se que 1im {x-a}t=1lim {x-a} (x-a)=0, ou

seja t-0 quando x-a

Recriprocamente, se x=t+a tem-se que 1lim {t-0}x=1im {t-0} (t+a)=a, ou seja x-a
quando t-0

Entao,

lim {t-0}f(t+a) = lim {x-al}f((x-a)+a)

lim {x-a}f (x)
=L
Reciprocamente,
lim {x-ra}f(x)=lim {t-0}f (t+a)=L
i) Se n[N entdo lim {x-001} (1/(xn))=+~ e lim {x-001} (1/(xn))={
-~ se n for impar
+~ se n for par
Como se 0<x<(1/M)[I(1/x)>M>0, escolhendo &=(1/M) tem-se que
[IM>0, 0<x<d=(1/M)J(1/x)>M
logo
lim {x-001} (1/x) =+
Pela proposigao acima, e operando na recta acabada R, resulta que
lim {x-0L} (1/ (x"))=1lim {x-0L} ((1/x)) "= (+e) n=te

Paraocaso 1im {x-00l} (1/ (%)), como se M<x<0 tem-se que 0<-x<-M_(1/(-M))<(1/

(-x)), escolhendo &= (1/ (-M)) tem-se que

[M<0, = ((1/(-M)))=-0<x<00(1/M)<x<0[M< (1/x)
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logo

lim (%001} (1/x) ==
Pela proposicao acima, e operando na recta acabada R, resulta que

lim {x-000} (1/(xm))=1lim {x-00} ((1/x))n=(-=)n={<K1l.1/>[]
-o0 se n for impar

+o0 se n for par

Resumo da Unidade

Nesta unidade R ficou caracterizado como um corpo ordenado completo com a propriedade

do supremo.
Qualquer outro conjunto com as mesmas propriedades é isomorfo a R.

Foi definida a recta acabada, com a introdugao dos simbolos -e,+e, e as operagdes e

excepgdes com esses simbolos.

Foram apresentados alguns conceitos topoldgicos de R relativos a pontos e subconjuntos

notaveis de R.

Foram introduzidas varias funcdes elementares pela sua expressdo analitica na variavel
independente, nomeadamente polinomiais, racionais, com radicais, logaritmicas,

exponenciais e logaritmicas.

Mostrou-se como resolver equagdes ou inequagdes que podem surgir quando se calcula o

dominio de funcdes.

Foram apresentadas sequencias e subsequéncias, sequéncias recursivas e alguns exemplos

de sequéncias notaveis.

Definiu-se uma sequencia convergente, determinou-se o limite de algumas sequéncias e

apresentaram-se alguns teoremas sobre limites de sequencias.

Foi introduzido o conceito de fungdo continua e apresentado o célculo de limites de fungbes
na recta acabada R fazendo uso dos simbolos +eo,-00 para simplificar a notagdo. Foram

apresentados os quinze tipos diferentes de limites que uma fungdo real pode ter.

Por fim foram apresentados alguns teoremas sobre limites de fungdes reais.

Avaliacao da Unidade
Instrucoes

Agrupe um minimo de 5 e um maximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consulta.

Escolha perguntas de tipos diferentes na preparacgao de cada teste, mudando as pardmetros

e dados de base para evitar colagens.
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Critérios de avaliacao
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
Avaliacao
Exercicios resolvidos sobre limites de funcoes:
1. Pergunta

Tim {x-1) (([3]V(x)-1)/(x-1)) = lim {x-1} (([3]1V(x)-1(x2+x+1))/
((x-1) (x2+x+1)))

lim {x-1} (((x=1))/ ((x-1) (x*+x+1)))
= (1/3)
2. Pergunta

lim {x-0} ((x?)/(1lncos x))

lim {x-0} ((2x)/(-tan x))
= lim_{XHO}((ZX)/(—X))
= -2

lim {x-0} ((x?)/(1lncos x))

(cos x+1))

lim {x-0} ((x?)/(cos x-1)) ((cos x+1)/

= lim {x-0} ((x?(cos x+1))/(-sin?x))

lim {x-0} (-1) ((x/(sin x))) ((x/(sin x))) (cos x+1)
= -2
3. Pergunta

lim {x-0} ((e"{x}-e"{-x}-2x)/(x-sin x)) = lim {x-0}

((e™{x}+e”{-x}-2)/(l-cos x))

= lim_{x-0} ((e”{x}-e”{-x})/(sin x))

lim {x-0} ((e"{x}+e”{-x})/ (cos x))
=2
4, Pergunta

lim {x-00} (tan x)1n x = lim {x-00}xln x

lim {x-000} ((In x)/ (((1/x))))
= lim {x-00} (((1/x))/((=(1/(x2)))))

=0
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5. Pergunta

lim {x-0} ((sin x-xcos x)/(x-sin x)) = lim {x-0} ((cos x-(cos

x-xsin x))/(l-cos x))

lim {x-0} ((xsin x)/(l-cos x))

lim {x-0} (((sin x+xcos x))/(sin x))
= lim {x-0} (1+((x/(sin x)))cos x)
=2

6. Pergunta

lim {x-10} ((1/(1n x))-(1/(x-1))) = lim {x-1U} (((x-1)-1n x)/((x-1)
1ln x))

lim {x-100} ((1-(1/x))/ (In x+(((x-1))/x)))
= lim {x-10} ((x-1)/(x1n x+(x-1)))

= lim {x-10} ((x-1) /(2 (x=1)+(x-1)))

lim {x-100} (1/ ((x+1)))

(1/2)

7. Pergunta
lim {x-0} ((tan x-sin x)/(x?*)) = lim {x-0} ((tan x(l-cos x))/(x*))
= lim {x-0} (((tan x)/x)) (((l-cos x))/(x?))

= lim {x-0} (((l-cos x))/(x?))

lim {x-0} ((sin x)/(2x))

(1/2)
8. Pergunta

lim {x-(m/2)l} (2xtan x-msec x) = lim {x-(n/2)U} (2x((sin x)/(cos

x))-n(l/(cos x)))

= lim {x-(n/2)0} ((2xsin x-m)/ (cos x))

lim {x-(m/2)0} ((2sin x+2xcos x)/(-sin x))

lim {x-(m/2)0} ((-2)+((x/ (sin x)))cos x)
= -2
9. Pergunta

lim {x-00} ((1/(x-1))-(2/(x*-1)))=1
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10.  Pergunta
lim {x-1}((1/(x-1))-(2/(x*-1))) = lim {x-1} ((x+1-2)/(x*-1))

= lim_ {x-1}((x-1)/(x*-1))

lim {x-1} (((x-1))/((x-1) (x+1)))

(1/2)
11. Pergunta

lim {x-00} ((e”{-(1/x)})/x) = lim_ {x-00} ((((1/x)))/(e~{(1/x)}))

lim {x-000} ((((1/x)) ")/ (((1/x)) "e~{(1/x)}))
= lim_ {x-000} (1/ (e {(1/x)}))

=0

12.  Pergunta

lim {x-0} ((sin x-xcos x)/(x?sin x)) = lim {x-0} ((cos x-(cos

x-xsin x))/(2xsin x+x?cos x))

= lim {x-0} ((xsin x)/(2xsin x+x?cos x))

lim_{x-0} (1/(2+(x/(tan x))))

(1/3)
13. Pergunta

lim {x-00} ((x-arctan x)/(x?)) = lim {x-0U} ((1-(1/(1+x2)))/(3x))

lim {x-000} ((((x?)/(14x?)))/(3%?))

= lim {x-0L} (1/(3(1+x2?)))

(1/3)
14.  Pergunta

lim {x-e} (1+(1/x))"{x} = lim {u-0}e”{In(l+u)~{(1/u)}}

e”{lim {u-0} (1/u)ln(1+u)}

e”{lim {u-0} (u/u)}
= e

lim {x-e} (1-(1/x))"{x} = e”{lim {u-0} (1/u)ln(1-u)}

e {lim_{u-0} (((-u))/u)}

= el[]?
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lim {x-e} (1+(a/x)) " {x} = lim {u-0}e”{In(l+ou)"{(1/u)}}

e”{lim {u-0} ((cu) /u)}
= e™{a}
15. Pergunta
lim {x-te} ((1/x)+((In(x+1))/(x?))) = lim_{x-—<} ((x+1ln(x+1))/(x?))

= lim {x-e} ((1+(1/((x+1))))/(2x))

1im {x-=} ((((x+2)/(x+1)))/(2x))

lim {x-e} ((x+2)/ (2x(x+1)))
=0

lim_{x--=} ((1/x)+((In(-x-1))/(x?))) = lim_{x--} ((x+1n(-x-1))/
(x2))

= lim {x-—=} ((1+((-1)/((-x-1))))/(2x))

= lim_{x-=} ((((-x-2)/(-x+1)))/(2x))

lim {x-=} ((-x-2)/(2x(-x-1)))

=0

lim_{x—«} ((1/x)+((In|x+1])/(x?)))=0
16. Pergunta

lim {x-=} (1-sin(1/x))"{2x} = lim {x-=} (1-((2(((sin(1/x))/
((1/x)))))/(2x))) ~{2x}

lim {x-e} (1-(2/(2x)))"{2x}

= ell?

17. Pergunta
lim {x-~}x?e”{-x} = lim_{x-=} ((x?)/(e"{x}))

= lim_{x-=} ((2x)/(e"{x}))

lim {x-=} (2/(e”{x}))
=0
18.  Pergunta

lim {x-00} ((1/(sin x))-(1/x)) = lim {x-000} ((1/x) ((x/ (sin
x)))-(1/x))

=0
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19. Pergunta

lim {x-2} ((1/(In(x-1)))-(1/(x-2))) = lim_{x-2} (((x-2)-1n(x-1))/
((x-2)1n(x-1)))

= lim {x-2} ((1-(1/((x=1))))/ (In(x=1)+ (((x-2))/ ((x=1)))))
= lim {x-2} ((((x=2)/((x=1))))/ ((((x=1)In(x-1)+(x-2))/ ((x-1)))))
= lim_ {x-2} ((x-2)/ ((x-1)In(x-1)+(x-2)))
= lim_ {x-2} ((x-2)/ ((x-1) (x=2)+(x-2)))
= lim {x-2}(1/ ((x-1)+1))
= (1/2)
20. Pergunta
lim {x-0} ((tan x-x)/(x-sin x)) = lim {x-0} ((sec?x-1)/(l-cos x))
= lim {x-0} ((2sec x(tan xsec x))/(sin x))

= lim {x-0} ((2sec x(tan xsec x))/(sin x))

lim {x-0}(2/ (cos?*x))
=2
21. Pergunta

lim {x-000} (1+2x) ~{(1/(x2))} = lim {x-00} ((1+(2/
(((1/%)))))~{(1/x)}) ~{(1/x)}

= e {(1/x)}
22. Pergunta
lim {x-00]} ((1-sin2x)/x) = ((1-0L))/ (0L)))
= 4o
23. Pergunta
lim {x-=}e”{-x}1n x = lim {x>+=} ((1ln x)/(e”{x}))
= lim_{x—+e} (1/(xe”{x}))
=0
24. Pergunta
Tim {x-000} (1-2x) ~{ (1/x)} = lim_{x-000} (1-(2/ (((1/x)))))~{(1/x)}

= ell?

73



Célculo Aplicado para Computagao

25. Pergunta

lim {x-0U} ((cos((n/2)-x))/(arctan x)) = lim {x-0Ll}
((sin((m/2)-x))/ ((1/(1+x%))))

lim {x-0L} (1+x?)sin((m/2)-x)
=1

26. Pergunta
lim {x-00} (1-2x)"{cot x} = lim {x-00} (1+((-2)/((1/x))))"{(1/x)}
= el]?

27. Pergunta

lim {x-(m/2)L} ((sec x+5)/(3tan x)) = lim {x-(m/2)U} ((tan xsec x)/

(3sec?x))
= lim {x-(nm/2)U} ((sin x)/3)
= (1/3)
28. Pergunta
lim {x-«}xln(l+(a/x)) = lim {x-=}1ln(l+(a/x)){x}

= lnlim {x-«} (1+(a/x)) " {x}

1n e*{a}
= a
29.  Pergunta
lim {x-te}x=-V(x2-10) = lim {x—t=}x-|x|V(1-((10)/(x?)))

= 1im {x—+e}x (1-V(1-((10)/(x2)))) (((14+V(1-((10)/(x2))))/
(14N (1= ((10) / (22))))))

lim {x—+e} ((10x)/(x2 (1+V(1-((10)/(x2))))))

lim_ {x—+e} ((10) / (x (1N (1= ((10)/(x2))))))

=0
30. Pergunta
lim {x—+e}x-V(x2-10x) = lim {x—+e}x-|x|V(1-((10)/x))

= lim {x-+e}x (1-V(1-((10)/x))) (((1+V(1-((10)/x)))/
(1+V(1-((10) /x)))))

Tim_{x—+e} ((10x) /(2 (1+V (1= ((10)/x)))))
= lim_{x—+=} ((10)/ ((1+V(1-((10)/x)))))
=5
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31. Pergunta
lim {x-000} (e {x}+x)~{(1/x)} = e™{lim {x-00} ((ln(e”{x}+x))/x)}
= e™lim {x-00} ((e™{x}+1)/ ((e™{x}+x)))}
= e2
32. Pergunta
lim {x-~}xsin(l/x) = lim_ {x-«} ((sin(1/x))/((1/x)))
=1
33. Pergunta

lim {x-(m/2)} (sec x-tan x) = lim {x-(m/2)} ((1/(cos x))-((sin x)/

(cos x)))

lim {x-(m/2)} (((l-sin x)/(cos x)))
= lim {x-(nm/2)} (((-cos x)/(-sin x)))
=0

34. Pergunta

lim {x-001} (x~{x}) " {x} = lim {x-00]}x"{x?}

e”{lim {x-0[}x?1n x}

e”{lim {x-0L} ((1n x)/(x2))}

= e"{lim {x-0U} (1/ (-2x1))}

e”{lim {x-000} ((x)) /(-2))}
=1
35. Pergunta

lim {x-0} ((e"{x}-e"{-x})/(sin x)) = lim {x-0} ((e"{x}-e"{-x})/

(sin x))
= lim {x-0} ((e"{x}+e~{-x})/ (cos x))
=2
36. Pergunta
lim {x-00} ((1/x)+1ln x) = lim {u—+=} (u+ln(1/u))
= 1lnlim {u-+=}e”{u}e”{1ln(1/u)}
= Inlim {u-+=} ((e”{u}) /u)
= Inlim {u-+=} ((e”{u})/1)

= 4o

75



Célculo Aplicado para Computagao

37. Pergunta
lim {x—+e} (1+(1/(3x))) " {x} = e™{lim {x—+=}xln(1+(1/(3x)))}

= e {lim {x-+=} ((In(1+(1/(3x))))/ ((1/x)))}

e {lim_ {x—+e} (((=(1/(3x?))))/ (-(1/(x*)) (1+(1/(3%x)))))}

e™{lim {x—+e} (1/(3(1+(1/(3x)))))}
= e™{(1/3)}
lim {x—teo} (1+(1/(3x))) " {x} = lim {x-+e} (1+(((1/3))/x)) " {x}

= e"{(1/3)}

38. Pergunta
lim {x-0}(1-2x)"{(2/x)} = lim {x-0} ((1+((-2)/((1/x))))~{(1/x)})?
= el
39. Pergunta
lim_{x-00J} ((e~{2x})/ (xcos x)) = (1/(0L)))
= 4o
40. Pergunta
lim {x-0} ((x-sin x)/(x-tan x)) = lim {x-0} ((l-cos x)/(l-sec?x))

= lim {x-0} ((-sin x)/(2sin xsec?®x))

lim {x-0} ((-1)/(2sec?x))

-(1/2)

41.  Pergunta
lim {x-0} (1+tan x)"{(1/x)} = e”{lim {x-0}1n(l+tan x)"{(1/x)}}

= e"{lim {x%-0} ((In(l+tan x))/x)}

e™{lim {x-0} ((sec?x)/((l+tan x)))}

= e
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42. Pergunta
lim {x-1}((1/(ln x))-(x/(1n x))) = lim_ {x-1}((1-x)/(ln x))

= lim {x-1}((-1)/((1/x)))

lim {x-1} (-x)
= -1
43. Pergunta

lim {x-0U} ((2/(sin?x))-(1/(l-cos x))) = lim {x-00} ((2/(l-cos?x)) -
(1/(1l-cos x)))

= lim {x-0L} ((2/(l-cos?x))-(1/(1l-cos x)) (((l+cos x))/((l+cos

lim {x-0l} ((l-cos x)/(l-cos?x))

lim {x-0U} ((sin x)/(2cos xsin x))

= lim {x-0U} (1/ (2cos x))

(1/2)
44. Pergunta
lim {x-=} (1-(3/x)) " {x}=el]®
45. Pergunta
lim {x-=} ((x?)/(e"{x})) = lim_{x-=} ((3x?)/(e"{x}))

= lim {x-=} ((6x)/(e"{x}))

lim {x-=} (6/(e*{x}))
=0
46. Pergunta

lim {x-0} (1+sin x)"~{(1/(3x))} = lim {x-0} ((l+sin
)~ {(1/x) 1)~ {(1/3)}

= lim {x-0} ((1+x) "~ {(1/x)}) " {(1/3)}

e”{(1/3)}
47.  Pergunta

lim {x-0} ((xe”{2x})/(4tan x)) = lim {x-0} ((x/(tan x)))
((e~{2x})/4)

lim {x-0} ((e”{2x})/4)

= (1/4)
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48. Pergunta
lim {x-00} (cot x-(1/x)) = lim {x-0L} ((xcot x-1)/x)

= lim {x-000} ((((x/(sin x)))cos x-1)/x)

lim {x-0U} ((cos x-1)/x)

lim {x-000} ((-sin x)/1)
=0
49.  Pergunta
lim {x-000} ((1/x))"~{sin x} = e™{lim {x-000}1n((1/x))"{sin x}}
= e*{lim {x-00}-sin xln x}
= e*{lim {x-001}-((1ln x)/(csc x))}
= e*{lim {x-00J}-(1/ (xcot xcsc x))}
= e*{lim {x-00l}-((tan xsin x)/x)}
= e*{lim {x-00J}-tan x}
=1
50. Pergunta
lim {x—e} (((x+2)/x)) " {x} = lim {x-e} (1+(2/x))"{x}
= e2
51.  Pergunta

lim {x-0U} ((1/x)-(1/(e”{x}-1))) = lim {x-0L} (((e™{x}-1)-x)/
(x(e™{x}-1)))

= lim_{x-000} ((e~{x}-1)/ ((e"{x}-1)+xe"{x}))

lim {x-0L} ((e"{x})/ (2e"{x}+xe”{x}))

(1/2)
52. Pergunta

lim {x-10} ((1/(1n x))+(1/(x-1))) = lim {x-1U} ((1ln x+x-1)/((x-1)1ln

= lim {x-100} (((1/x)+1)/ (In x+(((x-1))/x)))
= lim {x-10} ((x+1)/(x1n x+(x-1)))

= 4o
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53.  Pergunta 53.

lim {x-2m} (3-(x/m))"{csc x} = e™{lim {x-2m} ((1ln(3-(x/m)))/ (sin
%))}

e {lim_{x-2m} ((((-1)/(m(3-(x/m)))))/ (cos x))}

e™{-(1/m)}
54. Pergunta

lim {x-=(1/2)} ((m/2)+x)sec x = lim {x-=(1/2)} ((((/2)+x))/ (cos

= lim_ {x-»-(m/2)}(1/(-sin x))
=1
55.  Pergunta
lim {x-1} ((1-x+ln x)/(l+cosnx)) = lim {x-1} ((-1+(1/x))/ (-nsinnx))

= lim {x-1} ((x-1)/ (mxsinmx))

lim {x-1} (1/ (msinnmx+m?xcosmnx))

-(1/(n*))
56. Pergunta

lim {x-0} (1+3x)~{csc x} = e™{lim {x-0} ((In(1+3x))/(sin x))}

e™{lim {x-0} (3/ ((1+3x)cos x))}
= g3
57. Pergunta

lim {x-(n/2)l} (sec x-tan x) = lim {x-(n/2)0} ((1-sin x)/(cos x))

(((1+sin x)/(1l+sin x)))

lim {x-(m/2)0} ((1-sin?x)/((1l+sin x)cos x))

lim {x-(m/2)0} ((cos x)/((1l+sin x)))
=0
58. Pergunta

lim {x-(m/2)0U} (cos x)lncos x = lim {x-(m/2)U} ((lncos x)/((1/
((cos x)))))

lim_{x-(n/2)0} ((((-sin x)/(cos x)))/(-(1/(cos?xsin x))))

lim {x-(n/2)U}cos xsin?x

=0
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59.

lim_{x-«} (1+8x2)"{(1/(x?))} = e”{lim_{x—=} ((In(1+8x?%))/(x*))}

60.

Pergunta

e {lim_{x-=} ((16x)/(2x(1+8x%)))}
e”{lim {x-=} (8/((1+8x2)))}
1

Pergunta

lim {x-0} ((1/(In(1+x)))-(1/x)) = lim {x-0} ((x-1n(1+x))/
(x1n (1+x)))

61.

lim {x-0} ((1=(1/((1+x))))/ (In(1+x)+(x/((1+x)))))
lim {x-0} (x/ ((1+x)1n(1+x)+x))

lim {x-0} (x/ ((1+x)x+x))

lim {x-0} (1/ ((x+2)))

(1/2)

Pergunta

lim {x-0} ((1l-cos2x)/(x?)) = lim {x-0} ((2sin2x)/(2x))

62.

lim {x-0} ((2cos2x) /1)
2

Pergunta

lim {x-0} (1+x)"{(1/x)} = e”{lim {x-0} ((1In(1+x))/x)

63.

e’ {lim {x-0} (x/x)}
e

Pergunta

lim_ {x-(1m/2)} ((cot x-cos x)/(x?)) = ((0-0)/(((n/2))?))

64.

0

Pergunta

lim {x-0L} (1+2x) " {(1/x) }=e?

65.

lim {x-0U} ((lntan2x)/ (Insin3x)) = lim {x-00} ((In(((tan2x)/

Pergunta

(2x)))2x)/(In(((sin3x)/(3x)))3x))

lim {x-0U} ((1n2x)/ (1n3x))

lim {x-00} (((2/(2x)))/ ((3/(3x))))

1
80



Unidade 1. Fungées e Limites de fungses em

66. Pergunta
lim {x-0} (e"{x}+x)"{(1/x)} = e™{lim {x-0} ((In(e™{x}+x))/x)}
= e™{lim {x-0} ((e™{x}+1)/ (e {x}+x))}
- @2
67. Pergunta
lim {x-(n/2)0}cos3xsecTx = lim {x-(1/2)0} ((cos3x)/ (cosTx))

= lim {x-(m/2)U} ((-3sin3x)/(-7sin7x))

(3/7)
68. Pergunta
lim {x-e} (14 (3/x)) " {2x} = 1lim {x-e} ((1+(3/x))"{x})?
= (e?)?
= el
69. Pergunta
lim {x-0} ((e"{x}-1)/(sin x)) = lim {x-0} ((e"{x})/(cos x))
=1
70.  Pergunta

lim {x-0U} ((1n x)/(csc x)) = lim {x-0U} (((1/x))/ (- ((cos x)/

(sin?x))))

-lim {x-0U} ((sin?x)/ (xcos x))

-lim {x-0U} (((sin x)/x)) ((sin x)/(cos x))
= -1lim {x-0ll}tan x
=0
71.  Pergunta
lim {x-0L}x"{(1/(1In x))} = e™{lim {x-0U} ((In x)/(1ln x))}
= e
72.  Pergunta
lim {x-0U} (cot x-1n x) = lim {x-00U} ((l1-tan xln x)/(tan x))

= lim {x-0L} ((-sec?xln x-((tan x)/x))/(sec?x))

lim {x-0[} (-1n x+cos?x)

= oo
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73. Pergunta
lim {x-00} (sin x)"{x} = e”{lim {x-0U}xIn(sin x)}

= e”{lim_{x-00} ((In(sin x))/((1/x)))}

e lim {x-0U} ((((cos x)/(sin x)))/(-(1/(x2?))))}

e {lim {x-00}-((x/(sin x))) ((xcos x)/1)}
= e™{lim {x-0L}-((xcos x)/1)}
=1

74.  Pergunta

lim {x-(m/2)0U} (tan x-sec x) = lim {x-(n/2)UJ} ((sin x-1)/(cos x))

lim {x-(m/2)U} ((cos x)/(-sin x))
=0

= lim {x-(m/2)U} ((sin x-1)/(cos x)) (((sin x+1)/(sin x+1)))

lim {x-(m/2)0} ((-cos?x)/(cos x(sin x+1)))

lim {x-(m/2)0} ((-cos x)/((sin x+1)))
=0

lim {x-(m/2)0} (tan x-sec x) = lim {x-(n/2)U} ((sin x-1)/(cos x))

(((sin x+1)/(sin x+1)))

= lim {x-(n/2)U} ((-cos?x)/(cos x(sin x+1)))

lim {x-(m/2)} ((-cos x)/((sin x+1)))
=0
75.  Pergunta

lim {x-0} ((x-sin x)/(x-tan x)) = lim {x-0} ((x-sin x)/ (x-tan x))

lim {x-0} ((l-cos x)/(l-sec?x))

= lim {x-0} ((sin x)/(-2((sin x)/(cos x))))
= lim {x-0} ((cos xsin x)/(-2sin x))

= lim_{x-0} ((cos x)/(-2))

= -(1/2)
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76.  Pergunta: Prove (ou disprove) por definigcdo, os seguintes limites: lim_{x@2}
(4x-5)=3

Resposta:
TJe>0,08>0, 0<|x-2| <58 (4x-5)-3|<¢
| (4x-5)-3] < ell]4x-8|<e
0 4|x-2]|<e
0 |x-21<(e/4)=5
logo, se £=0.001 entdo 5=((0.001)/4)= 0.00025

77. Pergunta: Prove (ou disprove) por defini¢ao, os seguintes limites: 1im
{x>-2} (2+5x) =-8

Resposta:
LUe>0,18>0, 0<|x- (-2) | <5L| (2+5x) - (-8) |<g
| (2+5x)-(-8) | < ell|5x+10]|<e

[ 5|x+2|<e
[ Ix+21<(e/5)=3
logo, se €=0.002 entdo &=((0.002)/4)= 0.0005

78. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicédo, os seguintes limites: 1im
{x->1} (x2-5)=-4

Resposta:
Ue>0,15>0,0<|x-11<d| (x2-5)—-(-4) |<e
| (x2=-5)-(-4)| < elJIx*-1]|<e
U |x=-1]|x+1|<¢e

Buscando “controlo” sobre |x+1 |, majoramos <1 para facilitar as contas (mantendo a

totalidade da vizinhanca do lado positivo de R)
0 < [x-1]<0<1l-1<x-1<1lx#1
U 1<x+1<30x#1
U I<x+1 | <30x#1
usamos o majorante (pois estamos a avancar pela implicagéo reciproca)
|x=1||x+1] < elJ]x-1]|03<e
O Ix-11<(e/3)=5

escolhendo 8=min{1, (¢/3) } aimplicagdo é reconstruida. Logo se £¢=0.01 entdo
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d=min{l, ((0.01)/3)}=0.0033

79. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicao, os seguintes limites: 1im
{x->=-4} (2x+7)=-1

Resposta:
[1e>0,000>0, 0<|x—(-4) | <3| (2x+7)-(-1) |<e
| (2x+7)=(-1) | < el]|2x+8]|<e

[ 21x+4|<g
U | x+4]<(e/2)=5

se 5=(g/2) aproposicao é verdadeira logo -1 possui a propriedade exigida para o limite de

(2x+7) quando x tende para -4.

80. Pergunta: Prove (ou disprove) por definigdo, os seguintes limites: 1im
{x->=-2}(7-2x)=11

Resposta:
e>0,018>0, 0< | x— (-2) | <8[1] (7-2x) -11|<e
| (7-2x)-11] < eld]-2x-4|<¢

0 |-21x+2|<¢

O Ix+2[<(g/2)=5

se 5=(g/2) aproposicao é verdadeira logo 11 possui a propriedade exigida para o limite

de (7-2x) quando x tende para -2.

81. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicdo, os seguintes limites: 1im
{x=3} ((x7-9)/ (x=-3))=6

Resposta:
He>0,08>0, 0< | x=3 <8 (((x2-9)/(x=-3)))-6]|<e
[ (((x2-9)/(x=3)))-6] < el (((x-3) (x+3))/ (x-3))-6[<¢e
0] (x+3)-6|<¢
0 |x-3]<e=5

se &=¢ a proposicdo é verdadeira logo 6 possui a propriedade exigida para o limite de

(((x2-9)/(x-3))) quando x tende para 3.

82. Pergunta: Prove (ou disprove) por definicao, os seguintes limites: 1im
{x->-1} (3+2x-x2)=0
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Resposta:
Ue>0,05>0,0<|x-(-1) [ <3| (3+2x-x2)-0|<¢e
| (3+2x-x2)-0] < el 3+42x-x?|<¢

O Ix+1] [x-3|<¢g

0 < [x+2]<30<1ll-1<x+2<1lIx#-1
[ —6<x-3<-4[lx#-1

O Ix=-3<1200x#-1

[x+1||x=-3] < elJ|x+1|12<¢e

O Ix+1]<(e/(12))=d

se d=(g/(12)) aproposicdo é verdadeira logo O possui a propriedade exigida para o

limite de (3+2x-x?) quando x tende para -1.

83. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-5} (3x-7)
Resposta:
lim {x-5} (3x-7) = lim {x-5} (3x)-1lim {x-5} (7)

= 3lim_ {x-5} (x) -7

84. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-3}
(2x2-4x+5)

Resposta:

lim {x-3} (2x?-4x+5) = lim {x-3}(2x?)-1lim {x-3} (4x)+1lim {x-3} (5)
= 21lim {x-3}(x)1im {x-3}(x)-41lim {x-3} (x)+5
= 2(3)(3)-4(3)+5
=11

85. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {y—--1}
(y?-2y?+3y-4)

Resposta:

lim {y--1}(y*-2y*+3y-4) = lim {y->-1}(y?)-1lim_{y--1}(2y?)+1lim_{y--1}
(3y)-lim_{y--1} (4)

= lim {y--1}(y)lim {y--1}(y)lim {y--1}(y)-21im {y—--1}(y)lim_
{y--1} (y)+31lim {y--1}(y)-4

= (-1) (-1) (-1)-2(-1) (-1)+3(-1) -4
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-1-2-3-4
= -10

86. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x--1}
((2x+1)/ (x2-3x+4))

Resposta:

lim {x--1} ((2x+1)/(x2-3x+4)) = ((lim {x->-1} (2x+1))/(lim {x->-1}
(x2-3x+4)))

= ((limf{xa—l}(2x)+limﬁ{xa—l}(l))/(limf{xa—l}(xz)—limi{xa—l}
(3x)+1lim {x--1}(4)))

= ((21im {x--1}(x)+1)/(1im {x--1}(x)1lim {x--1}(x)-31lim {x--1}
(x)+4))

= ((2(-1)+1)/ ((-1) (-1)=3(-1)+4))
= ((-1)/8)

87. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas:
lim {x-2}V(((x2+3x+4) / (x3+1)))

Resposta:

lim {x-2}V(((x243x+4) /(x3+1))) = V(lim {x-2} ((x2+3x+4)/ (x3+1)))

V(lim {x-2} ((x*+3x+4)/(x3+1)))

V(((14)/9))

88. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x--3}
[3IV(((5+2x)/(5-%)))

Resposta:

89. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x--3}
[3IV(((5+2x) /(5-x)))

Resposta:
lim {x-=3}[3]V(((5+2x)/(5-x))) = [3]1V(lim_{x--3} ((5+2x)/(5-x)))

= [31V(((-1)/8))

-(1/2)

90. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-(3/2)0}
((2x-3)/(4x%-9))

Resposta:

lim {x-(3/2)0} ((2x-3)/(4x*-9)) = lim {x-(3/2)0}(2/4) ((x=(3/2))/
(x*=-(9/4)))
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lim {x-(3/2)} (2/4) ((x=(3/2))/ ((x-(3/2)) (x+(3/2))))

lim {x-(3/2)0}(2/ (4 (x+(3/2))))
= (1/6)= 0.16667

?1.  Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-(3/2) }
((2x-3)/ (4x%-9))

Resposta:

lim {x-(3/2)0} ((2x-3)/(4x*-9)) = lim_ {x-(3/2)0} (2/4) ((x-(3/2))/
(x*-(9/4)))

lim {x-(3/2)0} (2/4) ((x-(3/2))/ ((x-(3/2)) (x+(3/2))))

= lim {x-(3/2)0} (2/ (4 (x+(3/2))))

(1/6)= 0.16667

92.  Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: lim_{z@-5}((z?-25)/
(z+5))

Resposta:
lim_{z--5}((2?-25)/(z+5)) = lim_{z--5} (((2+5) (z=5))/(2z+5))
= lim {z--5} (z-5)
= -10

93.  Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-(1/3)}
((3x-1)/(9%x2-1))

Resposta:

lim {x-(1/3)} ((3%x-1)/(9x*-1)) = lim_{x-(1/3)}(3/9) ((x-(1/3))/
(x*-(1/9)))

lim {x-(1/3)}(3/9) ((x=(1/3))/ ((x=(1/3)) (x+(1/3))))

lim {x-(1/3)}(3/(9(x+(1/3))))
= (1/2)

94. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-4}
((3x2-17x+20) / (4x2-25%x+36))

Resposta:

lim {x-4} ((3x2-17x+20)/ (4x2-25x+36)) = lim {x-4} ((3(x-4) (x-(5/3)))/
(4 (x-4) (x-(9/4))))

= 1lim {x-4} ((3(x-(5/3)))/(4(x-(9/4))))

=1
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95.  Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {s-1}
((s*-1)/(s-1))

Resposta:

lim {s-1}((s®*-1)/(s-1)) = 1lim {s-1}(((s-1) (s?+s+1))/(s-1))

lim {s-1} (s?+s+1)
= 3

96. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas:
lim {t—(3/2) }IN(((8t3-27)/(4t*-9)))

Resposta:

lim {t—(3/2) }IN(((8t3-27)/(4t?-9))) = V(lim {t—(3/2)}((8t3*-27)/
(4t2-9)))

V(1im_{t-(3/2)}(8/4) ((£*=((27)/8))/(£?-(9/4))))

= V(lim_{t-(3/2)}(8/4) (((t=(3/2)) (£2+(3/2)t+(9/4)))/ ((£t-(3/2))
(t+(372)))))

V(lim {t—(3/2) }(8/4) (((£2+(3/2)t+(9/4)))/ ((£+(3/2)))))
=\ ((9/2))

97.  Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {h--1}
((V(h+5)-2) / (h+1))

Resposta:

lim_{hﬂ—l}((V(h+5)—2)/(h+1)) = lim_{hﬂ—l}((V(h+5)—2)/(h+1))
((V(h+5)+2) / (N (h+5) +2))

limf{ha—l}(((h+l))/((h+l)(V(h+5)+2)))

= lim {h--1}(1/ ((N(h+5)+2)))

(1/4)

98. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: lim {x-1}
(([31V(x)=1)/(x-1))

Resposta:

Tim {x-1} (([31V(x)-1)/(x-1)) = lim_{x-1} (([31V(x)-1)/(
[31V(x)*-1))

= lim {x-1} (([3IV(x)=-1)/(([31V(x)-1) ([3]1V(x)?+[3]1V(x)+1)))

Tim_{x-1} (1/ (([31V(x) 2+ [3]V(x)+1)))

= (1/3)
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99. Pergunta: Calcule os seguintes limites usando teoremas: 1im {x-1}

((x3-x2-x+10) / (x2+3x+2))
Resposta:

lim {x-1} ((x3?-x%-x+10)/ (x?+3x+2)) = lim {x-1} (((x+2) (x?=3x+5))/ ((x+2)
(x+1)))

= 1im {x->1} (((x?-3x+5))/ ((x+1)))
= (3/2)
100. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {t-200} ((-t+2)/((t-2) 7))
Resposta:

lim {t-200} ((-t+2)/((£-2)*)) = lim_ {t-200} ((-(t-2))/((t-2)?))

Tim {t-20} ((-1)/ ((£-2)))
— oo
101. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x-07} ( (V(3+x?)) /x)
Resposta:
lim {x-00} ((V(3+x?))/x) = lim {x-00} ((V(3+x?))/x)
— oo
102. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x-0} ((V(3+x?))/ (x?))
Resposta:
lim {x-0} ((V(3+x2))/(x2))=+e
103. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x-47} ((V(16-x2))/ (x-4))
Resposta:

lim_{xﬂ4ﬂ}((V(16—x2))/(x—4)) = lim_{xﬂ4ﬂ}((V(16_X2))/(_(4_X)))

lim {x-400} (=N (((16-x2)/((4-x)2))))
= 1im {x-40} (=N ((((4-%) (4+x))/ ((4-%) (4-%)))))
= 1im {x-40} (=N ((((4+x))/ ((4-%x)))))
104. Pergunta: Calcule os seguintes limites:lim {x-071} ((x2-3) / (x*+x?))
Resposta:
lim {x-000} ((x2-3)/(x°+x?)) = lim {x-000} ((x2-3)/(x2 (x+1)))

= —o0
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105. Pergunta: Calcule os seguintes limites:1im {s-201} ((1/(s-2))-(3/
(s2-4)))

Resposta:
lim {s-200} ((1/(s-2))-(3/(s?-4))) = lim_{s-200} (((s+2)-3)/(s*-4))
= lim_ {s-20} ((s-1)/(s*-4))
106. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x-101} ((2x°-5x2)/ (x?-1))
Resposta:
lim {x-10} ((2x°-5x2?)/(x2-1)) = lim {x-1U} ((x?(2x-5))/ (x2-1))
= 4o
107. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x-10} (([1x?[1-1)/ (x*-1))
Resposta:
lim {x-100}) ((Ux20-1) /(x2-1)) =+

108. Pergunta: Calcule os seguintes limites: 1im {x--20} ((6x2+x-2)/
(2x2+3x-2))

Resposta:

lim {x--20} ((6x2+x-2)/(2x?+3x-2)) = lim {x--200} ((6(x+(2/3)) (x-(1/2)))/
(2(x+2) (x=(1/2))))

= lim {x-=200} (((x+(2/3))) / ((x+2)))
= too
109. Pergunta: Calcule os seguintes limites: lim {x-201} ((x-2)/ (2-V (4x-x2)))
Resposta:

lim {x-200} ((x-2)/ (2-V(4x-x2))) = lim {x-200} ((x-2)/(2-V (4x-x?)))
((2+V (4x-x%)) / (2+V (4x-x7)))

= lim_{xHZJ}(((x—2)(2+V(4x—x2)))/(4—(4x—x2)))

lim {x-200} (((x=2) (24N (4x-%2))) / ((x=2) %))

Tim_ {x-201} (((2+V(4x-x2)))/ ((x-2)))

= —o0
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros

Recursos do curso.
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Unidade 2. Calculo diferencial em

Introducao a Unidade

Esta unidade apresenta o conceito de continuidade, a derivada de fungées em , a

interpretacdo geométrica da derivada, a derivada exterior e as formas diferenciais de fun¢ées

em .

Estes sdo conceitos fundamentais do célculo diferencial e permitem registar informagdes

sobre relagdes funcionais em R, sob a forma de equagdes diferenciais.

Objetivos da Unidade

Apds a conclusao desta unidade, devera ser capaz de:

* Determinar se uma fungdo real é continua ou ndo num ponto ou num intervalo,
usar os teorema de Bolzano ou do valor intermédio para saber se existe ou ndo
zero de uma fung¢do num determinado intervalo;

¢ Calcular derivadas de fungdes elementares usando os teoremas da derivada de
fungdes compostas, da funcdo implicita e da fungdo inversa.

e Determinar os extremos locais e global, determinar a monotonia e a curvatura
de gréficos de funcdes reais, com auxilio dos teoremas de Fermat, Cauchy, Rolle,

Lagrange e |I'Hospital.
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 2.1 - Continuidade de funcées em
Introducao

Continuidade de funcdes reais de variavel real. Algumas propriedades locais de fungbes
continuas. Caracterizagao alternativa de continuidade. Exemplos notaveis de fungdes
continuas. Descontinuidade de fungdes. Propriedades globais de fungdes continuas (Teorema

de Bolzano ou do valor intermédio)
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Detalhes da atividade

Uma fungéo f:RER é continua no ponto a_R se

(i) f(a)UR, a funcédo é definida no ponto a;

(i1) lim {x-al}f(a)lR, o limite da funcdo no ponto a existe;
(iii) f(a)=1lim {x-al}f(a)

As trés condi¢bes juntas equivalem a seguinte afirmagao:

[e>0,10>0: |x-a|<dl| f(x)-f (a) |<e

Enquanto que na definicdo de limite num ponto é necessario apenas que a seja um ponto

de acumulacdo de domf, na definicdo de continuidade num ponto é necessério que alfldomf.

Se f(a) existe, o lim_{x-all} £(a) existe e f(a)=lim_{x-al |} f(a) diz-se que a funcdo é continua

a direita de a.

Se f(a) existe, o lim_{x-a'l} £(a) existe e f(a)=lim_{x—~a’'} £(a) diz-se que a fungdo é

continua a esquerda de a.

Uma fungdo continua num ponto a tem de ser continua a direita de (all) e a esquerda de
(all).

Uma fungédo é continua num intervalo aberto Ja,b [ R se for continua em todos os pontos

desse intervalo.

Uma fungédo é continua num intervalo fechado [a,b ] R se for continua em todos os pontos

do intervalo Ja, b[, continua a direita de a e continua a esquerda de b.
Defini¢bes correspondentes sdo dadas para continuidade de fungdes em intervalos mistos.

O conjunto de todas as fungdes continuas num subconjunto E[R representa-se por C(E)
ouCLI(E) .

Por vezes ensina-se que uma fungdo é continua se o seu gréfico pode ser desenhado sem
levantar o lapis do papel. Apesar de ser uma “imagem ilustrativa” de boa parte de fungdes
continuas, essa definicdo “tecnicamente” ndo é vélida. Por exemplo, a fungdo f:N-R dada
pelo termo geral f(x)=x é uma fungdo continua em qualquer ponto n do seu dominio e o seu

grafico sé pode ser desenhado levantando o lapis do papel!
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[Fungdo continua em pontos isolados]

Porque é esta fungdo continua? Aplicando a definicao, para qualquer B>0 o valor @=(1/2)>0

satisfaz a condi¢do de continuidade em qualquer ponto nEN
|x-n|<(1/2)0(x=n)U|f(x)-f(n) |=0<e

Alids, como na demonstragao nem foi preciso especificar a fungao f, qualquer funcéo f:N-R é

continual
A continuidade de uma fungdo num ponto preserva o limite:
Selim {x-a }h(x)=b eféuma funcdo continua em b entdo:
f(lim {x-a }h(x))=lim {x-a }f(h(x))
A demonstracdo segue as seguintes linhas:
Como f é continua em b entdo
Oe>0,080>0: | y=b | <500 £ (y) - (b) | <ell
Por outro lado, como 1im {x—a }h (x)=b tem-se que em particular para
dL>0,8>0: | x-a | <3l |h(x)-b|<dl]
Pela composicao na vizinhanga de a tem-se que y=h(x), para algum x
Resulta que
Hel>0,030>0: |h(x) b <3 £ (h(x))-f (b) |<ell
Das duas condig¢Ses anteriores obtem-se que
Hell>0, 08>0 |x-a | <o £ (h(x))-£f (b) |<ell
Donde segue que
lim {x-a}f (h(x))=£f(b)
lim {x-a}f (h(x))=Ff(lim {x-a }h(x))
Caracterizacao de continuidade:
1. Topoldgica: Uma funcéo real f é continua sse a pré-imagem de um aberto é um aberto.

2. Métrica: A funcéo real f é continua no ponto a se f estiver definida em algum intervalo
aberto contendo a e para qualquer qualquer vizinhanga B de f(a) existir uma vizinhanga & de
a tal que £(V _{e}(a))llVv _{e} (f(a))

3. Sequencial: Uma funcéo real f é continua no ponto alfR se para qualquer sequéncia (x

{n}) no domf, convergente para a, a sequéncia (f (x {n})) naimgf converge para f(a):

lim {n-=}x {n}=x0lim {n-=}f(x_{n})=Ff (x)
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Ex: A funcdo de Dirichlet, definida como
f(x)=1 se x[IQ e f(x)=0 se x[0"{c}

é descontinua em qualquer ponto al R pois se (x_{n}) for uma sequéncia em Q e (y_{n})
for uma sequéncia em R\Q tal quex {n}-a e y {n}-atem-seque f(x {n})-1 e

f(y_{n})-0

Como corolério do teorema da preservacdo de limites tem-se que se h é uma fungdo continua

em a e f uma fungdo continua em h(a) entdo a fungdo composta £l 'h é continua em a.

A demonstracdo ¢ feita da seguinte maneira: Se h é uma funcéo continua em a entdo 1im

{x-»a}lh(x)=h(a) ,como fé continua em h(a), aplicando a proposigao anterior obtem-se:

lim {x-a} (fl’h) (x) = lim {x-a}f (h(x))

f(lim {x-alh(x))
= f(h(a))

(£lh) (a)

logo fl 'h é continua em a

Exemplos notéaveis de fun¢des continuas:

e Qualquer func¢do polinomial p(x) é continua em todo R;

Qualquer fungéo racional f(x)=(p(x))/(q(x)) é continua em seu dominio (note que o
dominio exceptua onde q(x)=0);

e A fungdo f(x)=[n]J(x) é continua no seu dominio (R se n for impar e R_{=0} se n for
par);

e As funcdes f(x)=sin(x) e f(x)=cos(x) sdo continuas em todo R;

e As funcdes f(x)=tan x é continua no seu dominio;

* A fungdo exponencial f(x)=e”{x} é continua em todo R;

* A fungdo logaritmica f(x)=In x é continua em R_{>0} uma vez que img(e”x})=R_
{>0} e eNx} é continuaem R

Descontinuidade de funcoes

Se uma fungao ndo é continua num ponto a do seu dominio domf @R, diz-se que ela
é descontinua nesse ponto, isto é, existe uma vizinhanca impenetravel centrada em f(a),

qualquer que seja a aproximagao que se faga a a, no dominio:
Oe>0,08>0:xUdomfl]| x—a |<d| £ (x) -f (a) | 2¢

Os pontos de descontinuidade de uma fungao classificam-se segundo a existéncia ou nao

96



Unidade 2. Célculo diferencial em

de limites laterais.

Se f:R-R é uma fungdo descontinua em alldomf entdo diz-se que a é um ponto de

descontinuidade:

1. de primeira espécie ou simples quando os limites laterais 1im {x-al}f(x) e lim

{x-all} f (x) existirem;

2. de segunda espécie ou infinita quando pelo menos um dos limites laterais lim_{x@al}(x) e

lim {x-al}f (x) nao existir;

Uma descontinuidade de primeira espécie é removivel quando o lim_{x@a}f(x) existir e é um

salto quando os limites laterais existirem mas forem diferentes.

A oscilagdo de uma uma fungéo real num subconjunto EBR é definida como a diferenca entre

o supremo e o infimo de fem E
w(f;E)=sup f£(E) - inf f(E)
A oscilagdo o (f;x) de uma fungdo funcgdo real f num ponto x é definida como
o (f;x)=inf{diam £(V_{e} (x)Ndomf) ;e>0}
onde diamf (V_{e} (x)Ndomf)=sup{|a-b|:a,bllV_{e} (x)Ndomf}

Alternativamente uma fungéo real f é continua em X sse a sua oscilagdo nesse ponto for nula,

w (f;xl])=0
Propriedades globais de func6es continuas.

Uma fungdo real f é uniformemente continua num subconjunto Aldomf sse a seguinte

condigdo se verifica:
Ne>0, 08>0 (DylA [ x-y | <8) (1] £ (x) —-f (y) |<e
A continuidade uniforme depende de f e do subconjunto AZidomf .
NOTA: Uma funcdo continua em todos os pontos de Afldomf satisfaz a condigao:
OyOA, >0, (08>0: | x—y | <81 £ (x) —f (y) | <e

A diferenca entre as duas definicdes reside “apenas” na troca da posi¢ao dos quantificadores

.. .18, y.. (existe um @ para qualquery) para ...[ly, [15...(para qualquer y existe algum &)

Ex: Uma fungao pode ser continua em todos os pontos de Aldomf sem ser uniformemente
continua em A. A fungdo £ (x)=x? é continua em qualquer ponto de R mas ndo é
uniformemente continua em todo o R: Tomando x=n e y=n-(&5/2)entdo |x-y|<d mas
pode-se sempre encontrar algum & tal que | £ (x)-f (y) |=nd+((5/2))?>¢, para
qualquer @ dado, bastando para isso escolher um n suficientemente grande, o que esta

garantido pela propriedade arquimediana de R.
Esta situagdo acontece porque R ndo é compacto.

Um subconjunto de R é compacto se e sé se é fechado e delimitado.
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(Continuidade preserva compacidade) Se KR é um conjunto compacto e f:K-R é uma

funcdo continua, entdo f(K) € um compacto e f é uniformemente continua em K.

A monotonia de uma fungdo define-se de forma semelhante a definida para sequéncias

(sdo tambem funcdes):
x < ylf (x)<f(y) crescente
x < ylf (x) 2f (y) decrescente

Seja IR um intervalo ndo degenerado e f: T-R. Se f € uma fungdo continua e injectiva entdo f

€ mondtona, a fungéo inversa existe e também fA':imfAR é continua e injectiva.
Alguns teoremas notaveis sobre fungdes continuas:

1. (Bolzano ou valor intermédio) Se a funcdo f é continua no intervalo
[a,b], entdo f(x) toma todos os valores entre f(a) e £ (b)
Tklc: (f (a) <k<f (b)) a<c<bllf (c) =k

2. ou seja, para todo o nimero k entre f(a) e f(b) existird um nimero c entre a
e b tal que f(c)=k.

3. (Weierstrass) Se f:[a,bJER é uma fungao continua, entdo f tem pontos de
maximo e de minimo em [a,b].

4. (Brower) Se £:[a,b]l-~[a,b] entdo f possui ponto fixo (um ponto em [a,b]
onde f (x)=x) .

5. (Preserva conexidade): Se IZR é um conjunto conexo e f:IBR for uma funcéo
continua, entdo f(I) & um conexo.

6. (Preserva operagdes algébricas). Se f e g sdo fungdes continuas em um ponto
a, entao:

a. f+g é continua em g;

b. f-g é continua em a;

c. fllg é continua em a;

d.(f/g) é continua em a, desde que g(a)#0

O conjunto C(R) de todas as fungdes continuas em R é um espaco vectorial sobre R e é

tambem uma algebra (com a operacdo de multiplicacao de fungdes).
Uma fungéo real é Lipschitz continua sse existe um ndmero k>0 tal que
| £f(x)-f(y)|<k|x-y|,0x, yddomf
Se f é Lipschitz continua em A entéo f é uniformemente continua em A.
Uma funcéo real é uma contracdo sse existe um nimero o 1]10,1[ tal que

| £(x)-f(y) |Zalx-y|,0x, y[ldomf
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(Banach) Se uma fungao real f é uma contracgdo tal que £ ([a,b])[I[a,b], entdo existe um
Unico nimero a' ' [a, b] que é o ponto fixo de f. Mais precisamente, dado x/!, a sequéncia
(x_{n}) definida recursivamente por x {n}=f(x {n-1}),n[IN converge para a.

Conclusao

Foi analisado o importante conceito de continuidade de fung¢bes reais de variavel
real. Algumas propriedades locais de fungdes continuas. Caracterizagdo alternativa de
continuidade. Exemplos notéaveis de fungdes continuas. Descontinuidade de fungdes.

Propriedades globais de fungdes continuas (Teorema de Bolzano ou do valor intermédio)
Avaliacao
Avaliacao da Actividade 2.1 (com respostas)

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas de tipos diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as pardmetros

e dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
1. Pergunta: Determine descontinuidades da funcgéo:
G(x)={((x?-3x-4)/ (x-4)) se x#4, e 2 se x=4

Resposta: Descontinua em x=4 pois 1im {x-4} ((x?-3x-4)/(x-4))=1im {x-4}
(((x+1) (x-4))/ (x-4))=1im {x-4} (x+1)=5#G (4)=2

2. Pergunta: Determine descontinuidades da funcdo:  H(x)=((x2-5x+4)/((x-1)
(x2-x-12)))

Resposta:  Descontinuidade no ponto x=1 porque a fun¢do ndo é definida nesse ponto
(1Bdomf) e no ponto x=-3 pois lim_{x-3}H(x) ndo existe.(lim_{x@-3E}H(x)=-c0 e lim_{x@-3}
H(x)=+c0)

3. Pergunta: Determine descontinuidades da fungdo: h (x)=( (x+1)/ (2x+5))

Resposta:  é descontinua em x=-(5/2) pois ndo é definida e é continua em todos os restantes

numeros reais.
4. Pergunta: Determine descontinuidades da func3o:
f(x)={(x+2)? se x20, e x?+2 se x>0

Resposta: Descontinua em x=0 pois 1im {x-0[1} (x+2)?=4 e lim {x-01}x?+2=2. E

continua em R\ {0}
5. Pergunta: Determine descontinuidades da funcao:

{f(x)=1 se x21
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f(x)=-1 se x<1
Resposta: ¢é descontinua em x=1

6. Pergunta: Prove que se ffor continua em x=a entdo 1im {x-a}f (x)=f(a)
Resposta: As possibilidades para g ser descontinua em x=a s&o:

porque g(x) ndo esta definida entdo x=a, entdo (f+g) (x)=f (x) +g (x) tambem nao

estard definida em a.

porque o lim {x-a}f(x) nao existe em x=a, entdo o lim {x-a} (f+g) (x)=1im_

{x-a}f(x)+1lim {x-alg(x) nao existird em a.

porque o limite de g(a) existe mas ndo é iguala 1im {x-a}f (x), entdo (f+g)(a)
estard definido em a, mas ndo serd igual ao limite de lim {x-a} (f+g) (x)=1im {x-a}

f(x)+1lim {x-a}g(x) .
7. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £llg
Resposta:
f(x)=Vx;g(x)=16+x?2
(f0g) (x) =V (16+x?)
dom (flg) ={x[JR:16+x220}=R
A funcdo é continua no seu dominio
8. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £ilg
Resposta:
f(x)=(1/(x2));g(x)=x+3
(flg) (x)=(1/((x+3)?))
dom (flg) ={x[JR:x+3#0}=R\ {-3}
A funcdo é continua no seu dominio
9. Pergunta: Determine a continuidade da funcdo £ (r)=((r+3)/(r2-4))
Resposta:
f(r)=((r+3)/ (r>-4))
domf={r[JR:r?-4#0}=R\{-2,2}
Em ]10,4] a funcdo ndo é continua em 2
Em 1-2,2[ a funcdo é continua
Em ]-«,-2] a funcdo ndo é continua em -2
Em ]12,+~[ a funcdo é continua

Em [-4,4] a funcdo ndo é continua em {-2,2}
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10. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta fig
Resposta:
f(x)=\/x;g(x)=16—x2
(flg) (x) =\ (16-x2)
dom (fllg) ={x[R:16-x220}=[-4,4]
A funcdo é continua em [-4,4]
11. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £lg
Resposta:
£(x)=[31V(x) ;g (x)=V(x+1)
(flg) (x)=[3]V(V(x+1))
dom (fllg) ={x[R:x+120}=[-1, +=[
A funcdo é continua em [-1,+«]

12. Pergunta: Seja O<f(x)<1se O<x<1. Prove que se ffor continua em [0,1],
existe um numero c[0,1] tal que f(c)=c

Resposta:
Se £(0)=0 j& estéd provado
Se f(1)=1 tambem fica provado
Suponha entdo que f(0)>0 e f£(1)<1
Considere a funcédo g(x)=f(x)-x
Como f(0)<0 entdo g(0)=f (x)-x<0
Como f(0)>0 entdo g(0)=f (x)-x>0
A funcdo g(x) é continua em [0,1]
Logo existe um cl/[0,1] onde g(c)=0
Ou seja f(c)=c
13. Pergunta:
f (x)=x3+x+3 é continua no intervalo [-2,-1]
Resposta:
Os valores de f(-2)=-7 e f(-1)=1

Logo pelo teorema de Bolzano, existe um valor cl/[-2,-1] onde £ (c)=0
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Actividade 2.2 - Derivadas de funcées em R
Introducao

Aproximacao linear de fungdes reais. Recta tangente e derivadas. Diferenciabilidade e
continuidade. Regras algébricas de derivagao. Derivada de fungdes compostas. Derivadas
de fungdes notéveis. Derivagdo implicita. Taxas relacionadas. Derivadas de ordem superior.

Aproximacgao polinomial de fun¢bes. Séries de Taylor e de MacLaurin.
Detalhes da actividade

O problema de aproximagao de uma funcao continua é frequentemente encontrado nas

investigagdes cientificas em diversas areas.

Se nao existem mais informagdes sobre uma funcdo excepto o valor da fungédo, f (x), num
ponto x[111a, b, que informacdes podem ser extrapoladas sobre o valor da fungdo numa

vizinhanga de x/1?

O método da aproximagdo linear, usa a recta g (x) =o/ x+B, para dar resposta a esta

questao.

Mudando para uma variavel local h=x-x[, na vizinhanca de x|, escreve-se a recta que
sera usada para aproximar f(x) na vizinhanga de x'1 como g (h) =l 'h+b e impdem-se duas

condicdes:

2. 1lim {h-0} (£ (x{+h)-g(h))=0
A primeira condigdo é equivalente a b=f (x[])
A segunda condigao é equivalente a
lim {h-0} [ (f (x[+h)-f(xl))-ollh]=0

Resulta daqui que o declive da recta que aproxima f(x) nas condi¢des impostas por (1) e (2)

é dada por
o=lim {h-0} ( (£ (xU+h)-£(x)) /h)

Se este limite existir diz-se que f(x) é diferenciavel (ou derivavel) no ponto X, e a esse

nimero chama-se de derivada da funcéo f(x) no ponto x@ :
f'(xﬂ):lim_{hHO}((f(xﬂ+h)—f(xﬂ))/h)
ou por notagdes alternativas D_{x}£ (x[!) ou ainda por (df/dx) (x[]) .

Se a fungéo for diferencidvel em todos os pontos do interior do dominio, entdo existe uma

fungdo derivada
f'(X)=limf{hHO}((f(X+h)—f(X))/h)
cujo valor em cada ponto é precisamente a derivada de f(x) nesse ponto.

Nota: O termo geral da funcéao f(x) mostra o simbolo x usado para a variavel independente
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da fungdo. Assim, f' (x) calcula-se em relagdo a essa varidvel x. Se é dado f(g) a derivada

£' (g) é calculado em relagdo & variavel g.
Recta tangente e derivadas

O gréfico da funcédo, y=£ (x) é aproximado no ponto X7, pela recta com declive [ passando

pelo ponto (x[1, y[)
lim {[x-0} [Hy-olllx]=0 onde [Ix=h=x-x[1, [y=y-yll e yll=f (x[]).

Na figura em baixo tracam-se as secantes quando x se aproxima de x@ dos dois lados:

[Interpretagdo geométrica da derivada em x[1]
O declive das secantes é dado pela razdo incremental ([ly/[1x).

A tangente pode ser aproximada pelas sucessivas secantes, de ambos os lados de X, e o

declive da recta tangente é dado pelo limite:
lim {[x=001} ((Ly) / (Ix))=o=lim {[Ix-001} (([ly)/ ([x))

A recta tangente a curva no ponto X2 possui declive igual a derivada da funcao y=f(x) no

ponto x.I.

Logo se f é derivavel em x[, entdo a aproximagao linear de f numa vizinhanga de x@ é

dada pela recta tangente ao gréfico, no ponto (x[], £ (x])) :
y=f (x[) +£" (x) (x-x[])

A derivada lateral é definida, no bordo de intervalos fechados [a,b], como o respectivo

limite lateral da razdo incremental
f'(a)=lim7{haoj}((f(a+h)—f(a))/h) e

£ (b)=1lim {h-00} ( (£ (bth)-£f (b)) /h)
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Diferenciabilidade e continuidade.

Deixe f ser uma funcéo real definida em [a,b]. Se f é diferencidvel no ponto x'i[a,b] entdo f

é continua nesse ponto.
A demonstragdo é feita da seguinte maneira: como h0 tem-se pela dlgebra de limites que
lim {h-0}f (x+h)-f (x) = lim {h-0} [f (x+h) -f (x) ]
= lim_{h-0} [ ((f(x+h)-£f(x))/h)[h]
= f'(x)lh
=0
Logo f é continua.
O reciproco néo é verdadeiro.
Ex: A funcao f(x)=Ixl é continua em x=0 mas nao é diferencidvel nesse ponto.

Geométricamente, quando a curva ndo for “suave” e fizer um dngulo num ponto, possuira

limites laterais diferentes nesse ponto e ndo seré diferenciavel.
Regras algébricas de derivacao

Deixe f e g serem fungdes reais definidas em [a,b]. Se f e g sdo diferenciaveis no ponto
x?a,b] entdo:

1.(f+g) "(x)=£' (x)+g"' (x)
2.(fg) " (x)=f" (x)g(x)+E£(x)g" (x)
3.((£/9)) " (x)=((£" (x) g (x)-g" (x) £(x)) /(9% (x))) para g(x)#0
A demonstracdo é feita da seguinte maneira:
(1) (f+g) ' (x) = lim_{h-0} (((f+g) (x+h) - (f+g) (x))/h)
= 1lim_ {h-0} ((f£(x+h)-£f(x))/h)+1lim_{h-0} ((g(x+h)-g(x)) /h)
= £'(x)+g' (x)
(2) Usando as propriedades de limites:

(fg) " (x) = lim_{h-0} (((f9) (x+h)-(£fg) (x))/h)

lim_{h-0} ((£(x+h)g(x+h)-£(x)g(x) +[£(x)g(x+h)-f (x)g(x+h)]) /h)

lim_{h-0} (([£(x+h)-£(x)]g(x+h)+£f (x) [g(x+h)-g(x)]) /h)

= lim {h-0} (([f(x+h)-f(x)])/h)g(x+h)+f(x)1lim {h-0}
(([g(xth)-g(x)])/h)

= " (x)g(x)+E£(x) g’ (x)
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(3) Usando as propriedades de limites:
((£/9)) " (x) = lim {h-0} ((((£(x+h))/ (g (x+h)))=-((£(x))/(g(x))))/h)

= lim_{h-0} ((£(x+h)g(x)-f(x)g(x+h)+[£(x)g(x)-f(x)g(x)])/ (g(x+h)

= lim_ {h-0} (((([f(x+h)-£(x)])/h)g(x)-f(x) (([g(x+h)-g(x)]1)/h))/
(g(xt+th)g(x)))

= ((f'"(x)g(x)-g'(x)f(x))/(g?(x)))

Derivada de funcdoes compostas.

Deixe f ser uma funcdo continua no intervalo [a,b], diferencidvel em algum ponto x[a,b] e
g ser uma fungdo continua no intervalo Ilimf e diferencidvel em f(x). Se a composicao g(f)
é possivel numa vizinhanca de x entdo g/ £ é diferencidvel em x e a derivada é dada pela

expressdo (regra da cadeia)
(glf) " (x)=g' (£)LE" (%)

A demonstragdo é feita da seguinte maneira: Como f é diferenciavel em x, a aproximacao

linear de f na vizinhanga de x, onde a composicao é possivel, é dada por
f(x+h)-f(x)=[f' (x)]lh+o (h)

Nota: o(h) representa uma classe de fungdes tal que para qualquer fungao g(h)Zo(h) tem-se
lim {h-0} ((g(h))/h)=0

Usando a varidvel y=f(x) e o simbolo s para a varidvel local na vizinhanga de f(x), tem-se
g(yt+s)-g(y)=[g' (y)+to(s)]lls
Dai se obtem
(glf) (x+h) - (glf) (x) = g(f£(x+h))-g(f(x))
=[g' (y)+o(s) JUU[f (x+h) -f (x) ]
=[g' (y)+o(s) JUU[L" (x)+o(h) ][h
Entdo
(((glf) (x+h) - (glf) (x)) /h)=[g' (y)+o(s) JLI[L" (x)+0o (h)]
E no limite quando h0 obtem-se
(gUf) " (x)=g' (y)LUE" (x)
que ¢ o resultado pretendido pois y=£ (x) .
Derivada da funcdo inversa
Se f é uma funcéo injectiva e diferencidvel num intervalo aberto ]a,b[, entdo

(£0%) " (£(x))=(1/(£" (x))) para x/]a,bl
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A demonstragdo é feita da seguinte maneira: se f é injectiva £' (x) #0 para qualquer ponto

de um intervalo aberto. Mais ainda, admite inversa fl1*:imgf-R.
Entdo, para qualquer x[ '] a,b[ tem-se que x=£1* (f (x)) .
Aplicando a regra da cadeia obtem-se

I=(£fL1) " (£ (x))E" (x)
e o resultado segue.

Ex: Calcule a derivada da funcéo f (x)=1n(x2+1) . Deixe u=(x2+1)

fr(u(x)) = £ (u)u' (x)
= (1/u) (2x)
= ((2x)/(x*+1))

Derivadas de fung¢oes notaveis.

A partir das regras algébricas e da regra da cadeia é possivel calcular derivadas das

funcbes simples ou compostas:

® (c)'=0 onde c é uma constante

o (x)'=1

e (x7)'=nx"[' para n(lZ

® (un) '=nurll*u’ onde u(x) é uma funcgdo de x
e (Vu)'=((u")/(2vu)) para u(x)>0

e (u™{r})'=rur{r-1l}u’' para rllQ0 e u(x)#0

® (sin u)'=u'cos u

® (cos u)'=-u'sin u

® (tan u) '=u'sec?u no seu dominio

® (sec u)'=u'tan ullsec u

e (arcsin u)'=((u")/(V(1-u?)))

® (arccos u)'=-((u')/(V(1l-u?)))

e (arctan u)'=((u')/(l+u?))

o (e™{x})'=e"{x} (notavel propriedade)

e (e”{u})'=u'e{u}

e (a”{u})'=u'a”{ultln a para a>0

e (u™{v})'=v'u™{v}ln utvut{v-1l}iu’ para u(x)>0 e v(x) uma funcdo de x
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o (In x)'=(1/x)
® (In u)'=((u")/u)
Derivadas de ordem superior.
A derivacao pode ser aplicada a prépria fungédo derivada para obter a segunda derivada
frrx)=(£"(x))"’
so pode ser repetido n vezes para obter a n-ésima derivada
flinll(x) = (£ H(x)) '
Convenciona-se designar a derivada de ordem zero a prépria fungédo
LU (x) =£ (%)
Ex: calcule a segunda derivada da funcéo f(x)=xe\2x}
£ (x)=e”{2x}+2xe”{2x}
' (x)=3e"{2x}+4xe”{2x}
Derivada de fungées implicitas

A equagao E(x,y)=0 pode definir explicitamente a fungdo y=f(x) se a variavel y puder ser

resolvida em termos de x, ou implicitamente uma ou varias fun¢des que satisfacam a equagéo
E(x,f(x))=0

O operador diferencial D{x} pode ser aplicado a ambos os lados da equagao para obter
£'(t)

E’" (x,f(x))=0

Ex: Dada a equagao (1/x)+(1/y)=1, onde x#0,y+0, considere y=f(x) e encontre yZ.
(1/x)+(1/y)=1ly+x-xy=0
(ytx-xy)' =0

O y'"+l-y-xy'=0
1y’ (1-x) —y+1=0
O y'=((y-1)/(1-x))

Alternativamente, a varidvel y podia ser resolvida em termos de x
(/%) +(1/y)=111(1/y)=((x-1) /x)ly=(x/ (x-1))
y'=(((x=1)-x)/ ((x=1)%))==(1/((x-1)?))

os dois resultados coincidem.

Considerando as duas varidveis parametrizadas por uma mesma variavel t, obtém-se uma

equagao paramétrica
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E(x(t),y(t))=c
Aplicando o operador diferencial D_{t} obtém-se
E’ (x(t),y(t))=0

Ex: Dada a equagdo x?+y?=16 obtenha uma equagdo paramétrica e a relagdo entre as taxas

de variacdo de x e de y.
%2 (t) +y2 (t) -16=0
2x' (L) +2y " (£)=0lx" (t)=-y' (t)
Este uUltimo exemplo é um tipo de problemas que se designa por taxas relacionadas.
Aproximacédo polinomial de fungdes
Uma fungdo pode ser aproximada ndo sé por uma recta mas por um polinémio.

(Taylor) Se uma func¢do f e suas n derivadas existem e sdo continuas em Ja,b|, e '@
existe em Ja,b[, entdo numa vizinhanca de x@7a,b[ a funcdo pode ser representada por um

polinémio e um resto

f(x)=F£(x)+ ( (£ (x0)) /(1)) (x=xLD)+ ((£" " (x[)) /(21)) (x=xL]) 24+ ( (£
(x))/(nl)) (x=xl)) "+R_{n} (§)

onde £V {h} (x[]) e h=x-x/| & uma variavel local.
O polinémio na aproximagdo chama-se polinémio de Taylor de n-ésimo grau

P {n} (x)=£(xL)+((£"(x)) /(1)) (x=x)+ ((£" " (xL]))/(21))
(x=x[) 2+00+ ((£0n0(x) ) / (n!) ) (x=x[]) »

E o resto na forma de Lagrange

R_{n}(x):((fﬂ“ﬂlﬂ(i))/((n+l)!))(x—xﬂ)ﬂ“ﬂlﬂ onde ¢ estd entre x e
x[]

O caso especial quando aproximagao é feita na vizinhanga de x=0 é chamado de

polinémio de Maclaurin

P_{n}(x)=£(0)+((£'(0)) /(1)) x+((£""(0))/(21))x*+L+ ((£LIrLI(0))/

(nt))xn

Ex: Calcule o polinémio de Taylor de grau 3, da funcéo f(x)=e”\{x}, na vizinhanca de x[1=0.

Como £flIn[l (x) =e” {x} para qualquer n, tem-se
P {n}(x) = el+((el) /(1) )x+((el)/(2!))x*+((el)/(3!)) x>

= 1+x+((x%)/2)+((x2%)/6)

Conclusao

Foi analizada a aproximac&o linear de fun¢des reais. Recta tangente e derivadas.

Diferenciabilidade e continuidade. Regras algébricas de derivagdo. Derivada de fungdes
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compostas. Derivadas de fun¢bes notaveis. Derivagado implicita. Taxas relacionadas. Derivadas

de ordem superior. Aproximacgéo polinomial de fungdes. Séries de Taylor e de MacLaurin.

Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de
avaliagdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e
dados de base para evitar colagens.

Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.

1. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo:y=x?+4

Resposta:
y'=2x
2. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:y=1-x3
Resposta:
y'=-3x2

3. Pergunta: Encontre a equagdo da recta tangente ao gréafico da funcao,
no ponto dado: y=2x-x*, y(-2)=4

Resposta:
y'=2-3x?
v' (-2)=-10
y=4-10 (x+2) ly=-10x-16

4. Pergunta: Calcule a derivada da fungao, aplicando a definigdo: y=8-5x

Resposta:

lim {h-0} (((8-5(x+h))-())/h) = lim {h-0} ((8-5x-5h-8+5x) /h)

lim_{h-0} ((-5h) /h)

- -5

5. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=x3
Resposta: (d/ (dx)) (x?)=3x?>

6. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=V (3x+5)
Resposta: D {x} (V(3x+5))=(3/(2V (3x+5)))

7. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo:

Resposta:f’(x):lim_{JxHO}((f(x+Jx)—f(x))/(Jx))
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lim {h-0} ((((4/(5(x+h))))=-((4/(5%))))/h) = lim {h-0}
((20x-20x-20h) / (h (5x+5h) 5x) )

= lim {h-0} ((-20)/ ((5x+5h) 5x))
= —((20)/((5%)?))
£'(2)=-(1/5)

8. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo, aplicando a definigdo:

f(x)=(x?-x+4)
Resposta: ' (x//)=1im {x-x |} ((£(x)-£(x 1))/ (x-x]))

limi{XHXD}(((Xz—X+4)—(XD2—XD+4))/(X—XD)) = lim {x-x[l}
((x?2-x[12=-x+x[]) / (x-x[1))

lim_{xqu}(((x—xu)(x+xU)—(x—xu))/(x—xu))

lim {x-x[} (x+x[]) -1
= 2xl-1
£'(4)="7
9. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo:y=(1/ (V(x-1)))
Resposta: y'=-(1/(2V(x-1) (x~-1)))

10. Pergunta: se £ (a+b)=f(a)l/f(b), £(0)=1 e £'(0) existe para qualquer
a,bldomf entao £’ (x)=£'(0)If" (x)

Resposta:

Para provar que f(x) existe para todo x note que qualgquer nimero pode ser escrito como

x=x+0

Entdo f(x+0)=f (x)Uf(0)=f (x)1l=f (x)

Para provar que f' (x)=£f'(0)Lf' (%)
lim {h-0} ((£(x+h)-f(x))/h) = lim {h-0} ((£(x) £ (h)-£(x)) /h)
= f£(x)1lim_{h-0} ((£(0+h)-£(0)) /h)
= f£(x)UE" (0)

11. Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda e a direita
da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferenciavel:

f(x)={x2-4 se x<2 e V(x-2) se 2<x[1;x[=2
Resposta:
lim {x-2[1}f(x)=0=1im {x-2[1}f (x)

fr(x)={2x se x<2, e (1/(2V(x-2))) se 2<x[] ndo estd definida em
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12. Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda e a direita
da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferenciavel: £ (x) = (x-2) 77 ; x[1=2

Resposta:
A funcdo ndo estd definida em x=2
£ (x)=-2(x=-2)03
A funcdo derivada tambem ndo estéd definida em x=2

13. 1Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda e a
direita da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferenciavel:

f(x)={x? se x<1, ax+b se xz210[]
lim {x-10}f (x)=1=a+b=1im {x-1L}f (x)
fr(x)={2x se x<1, e a se xz21[]
flr (1) =2=a=£l1" (1)

Logo a=2 e b=-1

14. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:g (x) =8-3x

Resposta:

15. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo:g (x) =x -2x +5x3-7x
Resposta:
g' (x)=T7x1-10x2-7
16. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:f (x) =x1-5+x/ 12 +4x |
Resposta:
f'(x)=4x3-x[13-16x]
17. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:g (x) = (2x2+5) (4x-1)
Resposta:
g'(x)=4x (4x-1)+4 (2x2+5) = 24x2-4x+20
18. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: f (x) = (4-3x-x?) / (x-2)

Respoﬁa:(d/(dx))(((4—3x—x2)/(x—2))) = (((-2x-3) (x-2)-(4-3x-x2))/
((x=2)72))

= ((=x?+4x+2)/ ((x=2)?))
19. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: £ (s)=(s?-a?)/ (s?+a?)

Resposta: (d/ (ds)) (((s?=-a?)/(s?+a?))) = (((2s) (s?+a?)-(2s) (s?-a?))/
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((s?+a?)?))
= 4a®(s/((a?+s?)?))

20~ Pergunta: Calcule a equacido da recta tangente ao grafico da

funcdo y=x-6x, que seja perpendicular a x-2y+6=0
Resposta:
A perpendicular a x-2y+6=00ly=(x/2) -3 é a recta com declive - (1/ ((1/2)))=-2
Quais os pontos em que a recta possui esse declive?
y'=4x3-6=-20x=1
y(1)=-5
y=-5-2(x-1)= -2x-3
21. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=sin x+cos x
Resposta: (sin x+cos x)'= cos x-sin x
22. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo:g(y)=3sin y-ycos y
Resposta:
g' (y)=3cos y-(cos y-ysin y)= 2cos y+ysin y
23. Pergunta: Calcule a derivada da funcgao: f(t)=sin ttan t
Resposta: f'(x)=cos ttan t+sin tsec?t
24. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(sin t)/t
Resposta: (d/(dt)) (((sin t)/t))=((tcos t-sin t)/(t?))
25. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: z=(tan y+1)/(tan y-1))

Resposta: D {y} (((tan y+1)/(tan y-1)))=((sec?y(tan y-1)-(tan y+1)
sec?y)/ ((tan y-1)?))=-2((tan?y+1)/((tan y-1)2))

26. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo, no ponto indicado: f(x)=x?cos x-sin
X

Resposta:
f'(x)=(2x-1)cos x-x?sin x
£f'(0)=(0-1)cos0-02sin0= -1

27. Pergunta: Calcule a derivada da funcao, no ponto indicado: £ (x) = (1/ (cot
x-1))

Resposta:
f'(x)=((-csc?x)/ (cot x-1))

£7(((3m) /4))=((-csc? (((3m)/4)))/ (cot (((3m)/4))-1))=1
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28. Pergunta: Calcule a equagdo darecta tangente ao grafico da fungéao, no
ponto indicado: £ (x) =sec x

Resposta:

f'(x)=tan xsec X

(a) x=mn/4
£'((n/4))=tan((n/4))sec((n/4))= V2
f((n/4))=sec((n/4))= 2

y= V2+ V2 (x-(n/4))

(b) x=-1u/4
£'(-(n/4))=tan (- (n/4))sec(-(n/4))= -N2
f(-(m/4))=sec(-(n/4))= V2

y= V2+ V2 (x+(m/4))
(c) x=(3m)/4
£'(((3m)/4))=tan(((3m)/4))sec(((3m)/4))= \2
£(((3m)/4))=sec(((3m)/4))= -2
y= -VN2+ V2 (x-((3m)/4))
29. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:y= (x*-3x2+1)
Resposta: (d/ (dx)) (x®-3x2+1)[1°= -9x((x-2)/((x*=3x2+1)0))
30. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo: y=(sec?x)
Resposta: (d/ (dx)) (sec?x)= (2/(cos®x))sin x
31. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=(4x2+7) 2 (2x2+1) [

Resposta: (d/ (dx)) (4x?+7)2 (2x3+1)[=
8x (2x3+1) 3 (64xJ+196x3+8x2+147x+14)

32. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=(x+3) ® (5x+1) (3x2-4)
Resposta: (d/ (dx) ) (x+3) ? (5x+1) (3x2-4)= 2 (x+3) 2 (45x°+75x2-31x-36)

33. Pergunta: Calcule a derivada da funcgado: y=(tan x?)
Resposta: (d/ (dx)) (tan x?)= 2x(tan’x?+1)

34. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(V(2-3x2))
Resposta: (d/ (dx)) (V(2-3x?))= -3 (x/(V(2-3x?)))

35. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo: y=(/(3sin x))

Resposta: (d/ (dx)) (V(3sin x))= (1/2)V3((cos x)/(V(sin x)))
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36. Pergunta: Calcule a derivada da fungao: y=( ((V(x-1))/ (V(x+1))))
Resposta:
(d/ (dx)) (((V(x=1))/ (N(x+1))))= (1/(V(x-1) (x+1) " {(3/2)}))
37. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(V (x2-5) [3]1V (x?+3))

Resposta: (d/ (dx)) (V(x2-5) [3]V(x2+3))= (1/3) (x/ ((x?+3)V(x2-5)))
[3]1V(x2+3) (5x2-1)

38. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=(V (((cos x-1)/(sin x))))

Resposta: (d/ (dx)) (V(((cos x-1)/(sin x))))= (1/(2(sin®x)V((1/(sin x))

(cos x-1)))) (cos x-1)
39. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo: y= (VxtanV((1/x)))

Resposta: (d/ (dx) ) (VxtanV ((1/x)))= —(1/ (2N ((1/x)))) ((1/(x~{(3/2)}))
tan?V ((1/x))+(1/(x*{(3/2)}))-(1/ (Vx)) (tanV ((1/x)))V((1/x)))

40. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagdo: x?+y?-7xy=0
Resposta:
2x-Ty-Txy'+2yy' =00y'=((7y-2x)/ (2y-7%))
41. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagdo:(x/ (Vy) ) -4y-x=0
Resposta:

—4y'+(1/ (Ny))=(1/2) (x/ ((y)~{(3/2)}))y'= 1=00y'= -2y ((Ny-1)/
(x+8y~{(3/2) 1))

42. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagdo: x-sin (x+y) =0
Resposta:
1-(cos(x+y)) (y'+1)=0ly"=(1/((cos (x+y)))) -1
43. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagao:csc(x-y)+sec(x+y)-x=0

Resposta:

((cos(x-y) ) / (sin? (x=y)))y'=((cos (x-y))/ (sin? (x-y)))+(1/ (cos? (x+y)))
(sin(x+y))y'+(1/ (cos? (x+y))) (sin(x+y))-1=0

y'=((((cos(x-y))/(sin? (x-y)))+1-(1/(cos? (x+y))) (sin(x+y)))/ ((1/
(cos? (x+y))) (sin(x+y)) ((cos(x-y))/ (sin? (x-y)))))

44. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagao:yVx-xVy=9
Resposta:
Vx=Nyx'=(1/(2Vy) ) x+(1/2) (y/ (Nx)) x'=0

x'=(((1/(2\y))x=Nx)/ ((1/2) (y/ (Nx)) -\y))
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45. Pergunta: Mostre que a equagdo da recta tangente a x2+y?=r2 é normal e

passa pelo centro da circunferencia.
Resposta:

2x+2yy'=000y"'=-(x/vy)

No ponto (x[1,yl]) tem-se y'=-((x[])/(y[])) é o declive da recta
tangente
e a equacdo da recta tangente é y=yll-((x[])/ (y[]))

(x=x1) Uyy+xUx+ (yU+ (((x) / (yU) ) x[J) =0

A recta que passa pelo centro e pelo ponto (x[l,yl]) da

circunferencia possui declive ((y[l)/ (x[]))

Logo a respectiva equacao é y=((yl)/ (x0))xOx[y-xy[1=0

Duas rectas Ax+By+C=0 e A'x+B'y+C'=0 sdo perpendiculares sse
AA'+BB'=0 (ou equivalentemente, se os declives forem relacionados pela

equacdo - (A/B)=-((1/(-((A")/(B")))))I(A/B)=(((B")/(-A")))AA"+BB'=0)
Ambas as condicdes sdo satisfeitas pois:

-yl IxU+x1yl1=0

46. Pergunta: Calcule o polinémio de Taylor de n-ésimo grau com resto de

Lagrange: f (x)=tan x;x[=0;n=4
Resposta:
(d/ (dx)) (tan x)= tan?x+1;f'(0)=1

((d?)/(dx?)) (tan x)= 2(tan x) (tan?x+1);f''"(0)=0

((d3)/(dx3)) (tan x)= 6tanx+8tan?x+2;f''"' (0)=2
((d) / (dx[)) (tan x)= 8 (tan x) (3tanlx+5tan?x+2);f£"{iv} (0)=0
((dl) / (dx[)) (tan x)= 120tanx+240tanlx+136tan?x+16;£"{vi} (0)=16

f(x)=x+(1/3)x%+(( 120tanlf+240tanE+136tan?£+16)/(720))x0

47. Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes:
Resposta:

(x) =1

lim {h-0} ( (x+h-x) /h)=1

48. 4Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes::
Resposta: (ur) '=nur(1'u’ onde u(x) é uma funcdo de x
Pelo problema 3 e regra da cadeia

49. Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes:
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Resposta: (Vu) '=((u')/(2Vu)) para u(x)=20
Por um dos problemas anteriores
(ur{(1/2) )" = (1/2)u™{-(1/2) ju’
= ((u")/(2vu))
Actividade 2.3 - Extremos de funcdes em R
Introducao

Extremos locais e globais. Teoremas de Fermat, Weierstrass (revisita), Cauchy, Rolle, Lagrange
e |'Hospital. Monotonia de fungdes e concavidade de graficos. Tracado de gréfico de fungdes.
Diferencial de uma fungdo, notagdo de Leibniz. Primeiras no¢des de equagdes diferenciais de

12 ordem.
Detalhes da atividade
Diferenciabilidade e extremos locais

Uma fungéo f tem um extremo local (ou relativo) num ponto dddomf se existir alguma
vizinhanga V. {e} (c) onde £ (c)=2f(x), (maximo local), ouf(c)<f (x) (minimo local),

para qualquer x'lV_{e} (c) .

Uma fungéo f tem um extremo global (ou absoluto) num intervalo sse, existir algum ponto c
nesse intervalo tal que f(c)=f(x) (maximo global), ou f(c)<f(x), (minimo global), para qualquer x

no intervalo.
O teorema de Fermat estabelece que nos extremos locais, a derivada, se existir, é nula:

(Fermat) Seja f uma funcéo definida para todos os valores de x[1]a,b[ com um extremo

localem cl11a,b[. Se f' (c) existirentdo £’ (c)=0.

A demonstracdo é feita da seguinte maneira: deixe cla,b[ ser um maximo local (mutatis

mutandi para minimo local).
Entdo [16>0, |x-c|<df (x)<f(c), logo f(x)-f(c)=0
Para x-cl] tem-se que 0<x-c<d logo
lim {x-cl} ((£(x)-£(c))/ (x-c)) <0
Para x-cll tem-se que 0<c-x<d logo
lim {x-cl} ((£(x)-£(c))/ (x-c))=0

Resulta que se £’ (c) existir entdo os dois limites laterias tem de ser iguais, logo 1im {x-c}

((f(x)-f(c))/(x-c))=0 e por consequencia, f'(c)=0

Note que a derivada pode nao existir num ponto onde a funcao f possua um extremo local

[ver a figura em baixo], (mas se existir, tem necessariamente que ser nulo nesse ponto.
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[ T —

b

O reciproco do teorema de Fermat nao é valido como se pode ver pelo seguinte exemplo:

Ex: A funcao f(x)=(x-1)3 possui mas Nndo possui um extremo local no ponto x=1

Ex: Determine os extremos globais (ou absolutos) da fungdo f(x)=2x no intervalo [1,4[. O valor
minimo global de f no intervalo é f(1)=2 e a funcdo ndo possui valor méximo global pois
lim_{x-4}f (x)=8 e £ (x)<8parax![1l,4[ mas ndo existe qualquer ponto no intervalo

[1,4] onde o valor da funcéo é 8.

> X

Um ponto critico da fungdo f é um ponto clidomf tal que £ (¢)=0 ou £’ (c) ndo exista.
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Ex: Encontre os pontos criticos da fungéo g (x) =x~{ (6/5) }-12x~{ (1/5) }. Calculando a

derivada
g' (x)=(6/5)x"{(1/5)}-((12)/5)x"{-(4/5) }=0lx=2

O ponto x=0 pertende a domg mas nao pertence a domgl, logo, os pontos criticos sdo 0 e
2.

Pelo teorema de Weierstrass, se uma funcdo é continua no intervalo fechado [a,b], entdo f

possui ambos os extremos globais nesse intervalo.

Para encontrar os extremos globais duma fung&do, encontra-se o conjunto dos valores
da fungdo nos pontos criticos e nos bordos reais do dominio. O méaximo e o minimo desse

conjunto sdo os valores procurados:

Ex: Encontre os extremos absolutos da funcdo h (x) = (x-3) 2-1 no intervalo [2,5]. Como a
funcdo é continua no intervalo fechado[2,5] o teorema pode ser aplicado. Os pontos criticos
sdo h' (x) =02 (x-3)=0_x=3. Os valores da fungdo nos pontos criticos no intervalo é f(3)=-1
e nos bordos do intervalo é f(2)=0 e f(5)=3. Os valores extremos da funcdo sdo max{-1,0,3}=3

e min{-1,0,3}=-1, que correspondem aos pontos 5 e 3 respectivamente.
Teoremas de Rolle, Lagrange, Cauchy e I'Hospital

(Rolle) Se f for uma fungao continua no intervalo [a,b] e diferenciavel em Ja,b|, tal que f(a)=f(b),

entdo existe c/1]a,b[ tal que f'(c)=0.

A demonstracdo é feita da seguinte maneira: se f for constante, qualquer ponto interior de ]

a,bl satisfaz a proposicao.

Se f ndo for constante, pelo teorema de Weierstrass, f possui ambos os extremos globais
em [a,b] e pelo menos um desses extremos é obtido num ponto interior cl]a,b[, onde

f(c)#f(a)=£f(b), poisfndo é constante.

Como f é diferencidvel em Ja,b[, a derivada existe no ponto c, logo, pelo teorema de Fermat,
£f'(c)=0

Ex: A funcdo f(x)=sin2x no intervalo [0,(n/2)] satisfaz as condi¢cdes do teorema de Rolle pois
sin0=0, sin2(r/2)=0 e f(x) é diferenciavel em ]0,(/2)[, ou seja, £’ (x) =2cos2x existe no
intervalo ]0,(n/2)[. Logo em algum ponto de ]0,(/2)[ tem-se que £’ (x)=0. Resolvendo a

equagdo 2cos2x=0, obtém-se 2x= (11/2) [1x=(11/4) .

(Lagrange ou valor médio) Se f for uma funcdo continua no intervalo [a,b] e diferenciavel em ]

a,b[, entdo existe ¢ '] a,b[ tal que
f'(c)=((f(b)-f(a))/(b-a))

A demonstracdo é feita da seguinte maneira: Considere a fungdo auxiliar
h(x)=[b-alf(x)-[f(b)-f(a)lx

Verifica-se que h (a) =h (b) =bf (a) -af (b) e h(x) satisfaz as condigdes do teorema de

Rolle, logo existe ¢ ']a,b[ tal que h' (c)=0.
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£'(c)-((£(b)-f(a))/ (b-a))=0

Ex: Afuncdo f (x)=x"{(2/3) } no intervalo [0,1] satisfaz as condicdes do teorema de
Lagrange pois é continua em [0, 1] e diferencidvel em ]0,1[, ou seja, £' (x)= (2/3)x"{~

(1/3)} esta definida em ]0,1[. Tem-se que
((£()-f(a))/(b-a))=((1-0)/(1-0))=1

Entdo existe um nimero cl1a, b tal que £’ (c)=1
(2/3)c™{-(1/3) }=1lc=((2/3)) >

(Cauchy) Se f,g forem continuas no intervalo [a,b], diferencidveis em Ja,b[ e g’ n&o se anula

em Ja,b[, entdo g(a)=g(b) e existe cl1]a,b[ tal que
((£(b)-f(a))/(g(b)-g(a)))=((£'(c))/(g'(c)))

A demonstragdo é feita da seguinte maneira: se g(a)=g(b) entdo pelo teorema de Rolle g se

anularia em algum ponto de Ja,bl, contrariando a hipdtese, logo g(a)=g(b).
Considere a funcéo auxiliar
h(x)=[g(b)-g(a)]lf(x)-[f(b)-f(a)lg(x)

Verifica-se que h(a)=h(b)=g(b)f(a)-f(b)g(a) e h(x) satisfaz as condi¢cdes do teorema de Rolle, logo
existe c@a,b[ tal que h(c)=0.

Entdo

((£'(c))/(g"(x)))=((£(b)-f(a))/(g(b)-g(a)))

(I'Hospital (0/0)) Se f,g forem diferencidveis em Ja,b[, g’ nao se anula emJa,b[, 1im
{x-all}f (x)=1im_{x-all}g(x)=0, entdo lim_ {x-all} ((£(x))/(g(x)))=1lim_{x-all}
((f"(x))/(g"(x))), se existir.

A demonstracédo ¢é feita da seguinte maneira: como lim{x-a } £ (x)=1lim {x-all}g(x)=0

pode-se estender f,g por continuidade e obter f(a)=f(b)=0.
Entdo f,g serdo continuas no intervalo [a,b[

Se x[1]a,b[ pode-se aplicar o teorema de Cauchy a f,g no intervalo [a,x] e concluir que

existe yllla,x[ tal que

((£(x))/(g(x)))=((£(x)-£(a))/(g(x)-g(a)))=((£"(y))/(g'(y)))
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Como y-all quando x-all, obtem-se
lim {x-all} ((£(x))/(g(x)))=1lim {x-all} ((£'(x))/(g' (x)))

Nota: O teorema se aplica tambem (mutatis mutandi) para se x-b', para x-~cll]la,b[, para

X—+te OUu para X——=.

Como corolério, se f,g forem func¢des diferencidveis em Ja,+o[, onde a>0, gl ndo se anula
em Ja,+oof, lim {x—+e}f (x)=1lim {x-+~}g(x)=0, entdo lim {x—+e} ((£(x))/

(g(x)))=lim {x-+e} ((£'(x))/ (g’ (x))), se existir.

(I'Hospital ((+e0)/(+22))) Se f,g forem diferenciaveis em la,b[, gl ndo se anula em ]
abl, lim {x-all}f (x)=1lim {x-alllg(x)=+=, entdo lim {x-all} ((£(x))/

(g(x)))=1im_{x-=all} ((£'(x))/(g'(x))), se existir.

Nota: O teorema se aplica tambem (mutatis mutandi) para se x@bll, para x@Ac@a,bl, para x@+oco

ou para X-oeo.
Monotonia de fun¢des e concavidade de graficos

(Monotonia) Seja f uma fungdo continua num intervalo | e diferencidvel no interior de I. Se

para qualquer xint (I):

° f'(x)20, entdo f é crescente em I;

° f'(x)>0, entdo f é estritamente crescente em I;

° f'(x)<0, entdo f é decrescente em I;

° f'(x)<0, entdo f é estritamente decrescente em I;
° f'(x)=0, entdo f é& constante em I;

A demonstracdo é feita da seguinte maneira: no primeiro caso, £' (x) 20 para qualquer
x[lint(l).

Deixe a,blll tal que a<b, ou seja b-a>0
Pelo teorema de valor médio aplicado a restricao fl_{[a,b]} existe clZa,b] tal que
((f£(b)-f(a))/ (b-a))=£"(c)=20
Como b-a>0, resulta que f(b)-f(b)=0, ou seja f(b)=f(b), logo f é crescente.
Os outros casos sdo demonstrados de maneira semelhante.
O valor da derivada de uma fungéo continua sé pode mudar de sinal nos pontos criticos.

Num ponto critico ¢, onde £' (c) ndo existe ou £' (c) =0, pode ser feito o teste da

primeira derivada para determinar se € um maximo ou um minimo local:
Teste da primeira derivada para extremos locais:

. se £'(x)>0 paratodos os valores de algum intervalo Jc-&,c[ e £’ (x)<0 para

todos os valores de algum intervalo Jc,c+([, entdo f terd um méximo local em c;
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° se f£'(x)<0 para todos os valores de algum intervalo Jc-&,c[ e £'(x)>0 para

todos os valores de algum intervalo 1c, c+& [, entdo f terd um minimo local em c;

Ex: Dada a fungdo f (x) =x°-6x?+9x+1, a derivada existe para todo o R. Os pontos criticos

s30 obtidos fazendo

fr(x) = 3x2-12x+9
= 3(x-3) (x-1)
=0

Logo x=3[x=1 sdo os pontos criticos.

X 1 3

f(x) 5 1

B + 0 - 0 +

f'(x) crescte max. loc. decrescte | min. loc. crescte

O sinal da segunda derivada informa sobre a concavidade do grafico: o grafico de uma
funcao f diferencidvel em algum intervalo aberto contendo c é céncavo para cima em (c,f(c))

se £'' (x)>0 e é cbncavo para baixoem (c, f£(c)) se £''(x)<0

O reciproco nao ¢ verdadeiro, por exemplo, no ponto (0,0) o gréafico da fungédo £ (x)=x[ &

coéncavo para cimamas £' ' (x)=0.

O ponto (c,f(c)) € um ponto de inflexdo do grafico de f se existir uma recta tangente nesse

ponto e uma vizinhanca V_{d}(c), tal que se xLIV {3} (c), entdo:
e f'"(x)<0 se x<c e f''(x)>0 se x>c ou

e f'"(x)>0 se x<c e f''(x)<0 se x>c ou

./l

#

P e o o o o — —— — —

Se a fungéo f for diferencidvel em 1a,b[, cllla,b[, e (c,f(c)) forum ponto de inflexdo

do gréficode f,se £’ (x) existe entdo £'' (x)=0
A demonstracdo é feita aplicando o teorema de Fermata £’ (x).

O reciproco nao ¢ verdadeiro como se pode ver no ponto (0,0) do gréfico da fungéo
f(x)=xll.
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Ex: O ponto de inflexdo do exemplo obtem-se
£ (x)=6x-12=0

Logo o ponto de inflexdo ¢ (2,3). O resultado resume-se na tabela

x 1 2 3
flzx) Y 3 1
fix) + 0 - -3 - 0 +
izl | = - - 0 - - -
filx) cres. | max. loc. | decres. | mnflex. | decres. | mun. loc. | cres.

Teste da segunda derivada para extremos locais: Deixe £’ (c¢)=0 e £' (x) existir numa

vizinhanca de c. Se f'' (x) existire

e f''(c)>0 entdo f tem um minimo local em c

e f''(c)<0 entdo f tem um médximo local em c

Tracado de grafico de fungoes

O procedimento para o estudo do gréfico de uma fungao é seguinte:

1. Determine o dominio e os bordos do dominio de f

2. Encontre simetrias e translacdes

3. Encontre os zeros e o sinal de f entre zeros ou bordos

4. Encontre as assintotas (valores limites nos bordos do dominio)
5. Calcule a primeira derivada f’

6. Encontre os pontos criticos

7. Estude a monotonia de f a partir do sinal de f'

8. Calcule a segunda derivada f"”
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7. Encontre os pontos de inflexdo

8. Estude a curvatura de f a partir do sinal de "

Diferencial de uma fungao, notacao de Leibniz
Os incrementos das varidveis x e y representam-se por ['x e _ly respectivamente.
Dada uma funcdo y=f (x), a diferencial de y é definida por
dy=f' (x)x
A diferencial de x é dada por

dx=(x) "Ux=[x

Das defini¢des de dy e dx pode-se obter a relagdo entre eles quando f(x) existe

dy=£f' (x)dx

A diferencial dy é uma funcéo linear de dx.

Na notagdo de Leibniz tem-se que
£' (x)=dy/dx

A regra da cadeia para uma fungdo composta y=f(x) onde x=g(t), exprime-se por
dy/dt=(dy/dx) (dx/dt)

E a relagdo entre diferenciais de duas varidveis depende das fun¢des que as associam e é
dada por

dy=(dy/dx) (dx/dt)dt
A derivada exterior de uma fungéo f(x) definida num aberto conexo de R, é dada por
df=f’ (x)dx

A relagdo entre a derivada exterior e a derivada de uma fungdo é dada pela notagdo de
Leibniz

df/dx=£f" (x)

123



Célculo Aplicado para Computagaio

Uma forma diferencial definida num aberto conexo de R, é uma expressao do tipo: g (x) dx
Mais a frente serdo aprofundadas as propriedades das formas diferenciais.
Primeiras nogdes de equagdes diferenciais de 1* ordem

Por vezes temos uma relagao entre diferencias de duas variaveis e queremos determinar a

relacdo entre as duas variaveis.

Uma equacéo diferencial de 1? ordem envolve varidveis independentes t, dependentes x e

suas derivadas, podendo ser escrita na forma explicita
dx/dt=f (t, x)

ou na forma implicita
F(t,x,dx/dt)=0

Uma solugdo de uma equagdo num dominio de validade IR, é uma curva integral x(t)
definida num intervalo |, cuja derivada estd tambem definida em | e que satisfaz a equagao
dada.

A solugao geral de uma equagao num dominio de validade IR é uma familia de solugdes

dependentes de um parametro arbitrario de integragéo c.

O parametro arbitrério ¢, pode ser determinado quando for conhecido um valor da solucéo

num ponto, x (tl)) =x[], designado por condigdo inicial da curva integral.

Um problema de valor inicial (p.v.i.) € composto por uma equagao e uma condigdo inicial
dx/dt=f (t, x)
x (tll) =xU]

Uma solugdo do p.v.i. € uma curva integral x(t) que satisfaz a respectiva equacao diferencial

num intervalo maximal |, tal que tL 1, e cuja derivada dx/dt tambem esta definida em I.

A fungéo f(t,x) da forma explicita define em cada ponto (t,x) a inclinagdo da recta tangente

a curva integral x(t), determinando um campo de direc¢des no plano IxR.

Ex: A familia de solugdes da equagdo dx/dt=t- ( (2x) /t) & dada por
X(t)=((t2)/4)+(c/(t?)).

Estdo representadas algumas curvas integrais na figura
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[Curvas integrais de ((dx)/(dt))=t-(2x/t)]

Algumas informagdes qualitativas sobre a solugdo podem ser retiradas da forma geral da
equagao dx/dt=t- (2x/t) .

1. O dominio de validade é desconexo, solugbes para t<0 ou t>0;

2. A simetria da inclinagcdo das rectas tangentes em relacédo a t=0

((dx)/(dt)) (£)=t-((2x) /€)== ((=t) = ((2x) / ((-t))))=((dx)/(dt)) (-t)
impde que a solugao seja uma fungdo par x (t) =x (-t) ;
3.0s pontos estacionarios ( (dx) / (dt))=0 estdo sobre a pardbola x=( (t2) /2), (marcados
a tracejado na figura), que separa as regides onde as inclinagdes das rectas tangentes séo
positivas (x< ((t?)/2)) daregido em que as inclinagdes sdo negativas (x> ((t?)/2));

Conclusao

Foram tratadas os extremos locais e globais de fungdes reais, apresentados os teoremas
de Fermat, Weierstrass (revisita), Cauchy, Rolle, Lagrange e |'Hospital. Foi relacionada a
monotonia de fungdes e concavidade de graficos com a primeira e segunda degunda
derivadas respectivamente. Foram apresentados os elementos necessarios e suficientes para
o tragcado completo de grafico de fungdes. Foi definido o incremento ea diferneical de uma
funcéo., apresentada a notacao de Leibnitz e definida a derivada exterior de uma funcao.

Foram apresentadas as primeiras nogdes de equagdes diferenciais de 1% ordem.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um maximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas de tipos diferentes na preparacao de cada teste, mudando as pardmetros

e dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
1. Pergunta: Encontre os pontos criticos da fungao: £ (x) = ( (x+1) / (x?-5x+4))
Resposta:
domf={x[IR:x?-5x+4=0}=R-{1,4}

£r(x)=(((x-1) (x-2) = (x+1) ((x-1)+(x-2)))/ ((x-1)* (x-2)?))=
- (((x?+2x-5)) / ((x-1) * (x-2) ?))

£ (x) =00 x?+2x-5=00x=-1+V6[x=-1-V6
2. Pergunta: Minimize a fungdo: f (x)=F(8)=( (m(a+kg))/ (cos6+ksin®))
Resposta:

F(6)=((m(atkg))/ (cos6+ksind))
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Se o corpo se move a velocidade constante, entdo a=0
F(0)=((kmg)/ (cos6+ksin®))

F'(0)=((-kmg(-sin6+kcos®6))/ ((cosb+ksin®) 2))=( (kmg (-tanb+k))/
(cosB (1l+ktand) 2))

F'(x) = 0l

((kmg (-tan®+k) )/ (cosb6 (1+ktan®)?)) = 00
kmg (-tan6+k) = O

(-tanb+k) = 00U

tan6 = k

3. Pergunta: Comprove o teorema de Rolle para a funcéo
f(x)=x"{(3/4)}-2x"{(1/4)} no intervalo [0,4]

Resposta:
domf=[0, += [
f é continua em [0,4] (expoentes racionais com radicando positivo)
f é diferencidvel em 10,4[
£(0)=0=£(4)=[41V(200)-2[4]1VN(2)=2[4]1VN(2?)-2[4]1N(2)=0
Entédo existe cll]0,4[ tal que f'(c)=0
£r(x)=(3/4)x"{-(1/4) }-(1/2)x"{-(3/4)}
£f'(c) = 00U
(3/4)c™{-(1/4)}-(1/2)c"{-(3/4)} = 0O

((3/4)c™{-(1/4)}-(1/2)c™{-(3/4)})c™{(3/4)} = 0O

(3/4)c™{(1/2)}-(1/2) = 00
cM{(1/2)}y = (2/3)0
c = N((2/3))

4. Pergunta: Encontre os extremos e esboce o grafico da fngéo:
f(x)=x-5x°-20x-2

Resposta:
f'(x)=5xl1-15x2-20=0
(x-2) (x+2) (x2+1)=0

X -2 2
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(x+2) - 0 + + +
(x=2) (x+2) (x*+1) + 0 - 0 +
A primeira derivada é zero em -2,2
Em -2, o sinal é positivo antes e negativo depois, logo é um méaximo local
Em 2, o sinal é negativo antes e positivo depois, logo € um minimo local
X-5x*-20x-2
5. Pergunta: Encontre os extremos e esboce o gréfico da funcéo: £ (x)=x/1-2x?
Resposta:
f'(x)=4x°*-6x7
£ (x)=12x%-12x=0l1x=00l1x=1

S&o os pontos de inflexdo

be 0 1

X - - - 0 +

(x+1) - 0 + + +

X (x+1) + 0 - 0 +

Coéncavo para baixo entre 0 e 1 e cdncavo para cima nas outras regides.

Resumo da Unidade

Nesta unidade apresentaram-se os conceitos de continuidade, derivada de fun¢des em

a intrepretagdo geométrica da derivada, a derivada exterior e as formas diferenciais de
funcdes em .Na continuidade de fungdes reais de variavel real foram apresentadas algumas
propriedades locais de fun¢des continuas. Caracterizagdo alternativa de continuidade.
Exemplos notéveis de fungdes continuas. Descontinuidade de fungdes. Propriedades globais

de fungdes continuas (Teorema de Bolzano ou do valor intermédio)

Na aproximagéao linear de fungbes reais foram tratadas recta tangente e derivadas.
Diferenciabilidade e continuidade. Regras algébricas de derivagdo. Derivada de fungdes
compostas. Derivadas de fun¢des notaveis. Derivagao implicita. Taxas relacionadas. Derivadas

de ordem superior. Aproximagéo polinomial de fungdes. Séries de Taylor e de MacLaurin.

Quanto a extremos locais e globais froam vistos os teoremas de Fermat, Weierstrass (revisita),
Cauchy, Rolle, Lagrange e I'Hospital. Monotonia de fungdes e concavidade de graficos.
Tracado de grafico de fungdes. Diferencial de uma func¢éo, notagdo de Leibniz. Primeiras

nogdes de equacdes diferenciais de 17 ordem.
Avaliacdo da Unidade
Instrucoes
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Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 horas, sem consultas.
Escolha perguntas de tipos diferentes na preparacdo de cada teste, mudando as pardmetros
e dados de base para evitar colagens.
Critérios de avaliacao
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
Avaliacao
Seguem perguntas- tipo, com as respectivas solugdes detalhadas:
Da Unidade 2.1
1. Pergunta: Determine descontinuidades da fungdo: H (x) = (1/ (x+2))

Resposta: Descontinuidade no ponto x=-2 pois 1im {x--2}H(x) n&o existe. (1im
{x->-2}H(x)=- e 1lim {x—>-2[l}H(x)=+°)

2. Pergunta: g (x)={((Ix|)/x) se x#0, e 1 se x=0

Resposta: Descontinua em x=0 pois 1im {x-00'} ((|x])/x)=-1 e lim {x-00l}

((Ixl)/x)=1
3. Pergunta: Determine descontinuidades da funcdo: G (x)=((x-2)/
(x%24+2x-8))

Resposta: ¢é descontinuaem x=2 e x=-4 pois ndo ¢ definida nesses pontos e é continua

em todos os restantes pontos.

4. Pergunta: Determine descontinuidades da funcéo:
f(x)=((N(2+[3]V(x))-2)/(x-8))

Resposta: ¢ descontinua x=8 pois nédo ¢ definida.

A componente [3]V (x) é definida qualquer xR mas V (2+[3]V (x)) delimita o dominio
defpara [3]V(x)=-201x>-8.

Logo domf=[-8,8[1]8, +=]
Agora, relembra-se aqui a expressao
a-b=(a”{(1/n) }-b*{(1/n) 1)y {k=1}ra~{ ((n-k)/n)}b"{((k-1)/n)}
Aplicada ao caso tem-se
x=8=([3]V(x)-2) ([3]1V(x?)+2[3]V(x) +4)
Entdo, tem-se que

lim {x-8} ((NV(2+[3]1V(x))-2)/(x-8)) = lim {x-8} (((V(2+[3]1V(x))-
2))/ ((I3IV(x)=2) ([3IV(x2)+2[3IV(x)+4))) (((N(2+[31V(x))+2))/
((N(2+[31V (%)) +2)))
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= 1im_ {x-8} (([31V(x)=2)/ (([31V(x)=2) ([3]1V(x?)+2[3]V(x)+4))) (1/
((V(2+[31V(x))+2)))

= 1im {x-8} (1/ (([3]1V(x2)+2[3]1V(x)+4))) (1/ ((N(2+[3]1V(x))+2)))
= (1/(48))
Logo, definindo £(8)=(1/(48)), a fungdo torna-se continua no ponto x=8.
5. Pergunta: Determine descontinuidades da fungao:
{g(x)=-1 se x21
g(x)=1 se x<1
Resposta: ¢ descontinua em x=1
6. Pergunta: Determine a continuidade da fungao composta £ g
Resposta:
f(x)=Vx;g(x)=16-x?2
(flg) (x)=V(16-x2)
dom (fllg) ={x[R:16-x220}=[-4,4]
A funcdo é continua no seu dominio
7. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £ig
Resposta:
f(x)=x?;9(x)=x*-3
(flg) (x)=(x*-3)?
dom (£f00g) =R

A funcdo é continua no seu dominio

8. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £ig
Resposta:
£(x)=((V(x?-1))/ (V(4-x))) ;g (x) =] x|
(flg) (x)=((N(Ix[2-1))/ (N (4=1x1)))
dom (fllg) = {x[R:4-|x|>00|x]|2-120}

= {x[R: |x|<40|x |21}

= {x[R:-4<x<4[-12x21}

{x[R:-4<x<-101<x<4}
= 1-4,-11010[1,4]1

A funcdo é continua no seu dominio
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2 Pergunta: Determine a continuidade da fungdo £ (x)=0x, recorde-se
"% =n se n<x<n+1 onde n é inteiro

Resposta:

f(x)=0xl, recorde-se [Ix[J=n se n<x<n+l onde n é inteiro

domf=R
Em ]-(1/2),(1/2)[ a funcdo ndo é continua em O
Em ](1/4), (1/2)[ a funcdo é continua

Em ]11,2[ a funcdo é continua

Em [1,2[ a funcdo é continua

Em ]11,2] a funcdo é descontinua em 2
10.  Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £ g

Resposta:

f(x):Vx;g(x):l6+x2

(flg) (x) =V (16+x?)

dom (fllg)={x[R:16+x220}=R

A funcéo é continua no seu dominio

11. Pergunta: Determine a continuidade da fungdo composta £l g
Resposta:
f(x)=((V(4-x2))/ (V(x-1))) ;g (x)=]x|

(flg) (x)=((N(4=1x12))/ (N(I=xl-1)))
dom (fllg) = {x[R:|x|-1>004-|x|220}
= {x[R: |x|>10|x|?<4}
= {x[R:-1>x>1[1-2<x<2}
= {x[R:-1>x>1[1-2<x<2}
= [-2,-1[]1,2]
A funcdo é continuaem [-2,-1[[111,2]
12. Pergunta: f (x)=x°-4x+x+3 é continua no intervalo [1,2]
Resposta:
Osvaloresde £ (1)=1 e f(2)=5

O teorema de Bolzano apenas garante que existe um valor cl/[1,2] onde 1<f (c) <5

(nao uma raiz, portanto a pergunta ndo esta correcta)
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Da Unidade 2.2
1. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:y=x2-6x+9
Resposta: y'=2x-6

2. Pergunta: Encontre a equacdo da recta tangente ao grafico da fungéo, no
ponto dado: y=x?+2x+1, y(1)=4

Resposta:
y'=2x+2
y'(1)=4
y=4+4 (x-1)[ly=4x

3. Pergunta: Encontre a equagdo da recta tangente ao gréfico da funcao, no
ponto dado:y=-(8/ (\Vx)) , y(4)=-4

Resposta:
y'=2-3x2
y'(-2)=-10
y=4-10 (x+2) Jy=-10x-16
4. Pergunta: Calcule a derivada da fungéo, aplicando a definigdo: y=3x2+4
Resposta:

lim_ {h=0} (( (3 (x+h) 2+4) - (3x2+4)) /h) = lim_{h-0}
(((3x2+6xh+3h?+4) - (3x2+4)) /h)

lim {h-0} (6x+3h)

= 6%

5. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=1/ (x+1)
Resposta: D {x} ((1/(x+1)))=-(1/((x+1)?))

6. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:f (x) =x>

Resposta:

7. Pergunta: Calcule a derivada da fungao, aplicando a defini¢ao: £ (x)=(2/

(Vx)) -1)
Resposta:1im {h-0} ((((2/ (N(x+h)))-1)-((2/(Vx))-1))/h) = lim {h-0}
((((2=N(x+h))/ (N (x+h))) - ((2-\x) / (Vx))) /h)

= lim {h-0} ((2Vx=V (x+h) Vx-2V (x+h) +VxV (x+h) ) / (hV (x+h) Vx) )

= lim {h-0}2 ((Vx-V(x+h))/ (hV(x+h)Vx)) ( (Vx+V (x+h)) / (Vx+V (x+h)))
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lim {h-0}2((-h)/ (hV (x+h) Vx (Vx+V (x+h))))

lim {h-0}2((-1)/ (N (x+h) Vx (Vx+V (x+h))))
= ((-1)/(xVx))
£ (x)=-(1/8)
8. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:y=(4/ (2x-5))
Resposta:
y'=((-8)/((2x-5)2))

9. Pergunta: Prove que ndo existe recta tangente a :y=4-x? e que passe pelo
ponto y(1)=3

Resposta:
A recta tangente passa pelo ponto (1,3) logo se passa tambem por (1,2) seria a recta x=1

Mas a recta tangente a curva no ponto x=1 é dada por

y=3-2 (x-1)=5-2x

10. Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda
e a direita da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferenciavel:
f(x)=1+|x+2|;x==-2

Resposta:

lim {x—>-2} (1+|x+2|)=1=f(-2) logo a funcdo é continua
M (=2) = 1im_{x-=201} ((f(x)-£(-2))/(x-(-2)))
= 1im {x->=200} (((I+x+2]) = (1+]-2421)) / (x=(=2)))
= lim {x—>-200} ((=(x+2))/ (x+2))
= -1
M (=2) = 1im_ {x--201} ((£(x)-£(-2))/(x=(-2)))
= 1im {x->=200} (((I+1x+2]) = (1+]-2421)) / (x=(=2)))

lim {x-=201} (((x+2))/ (x+2))
=1
f ndo é derivavel em x=-2

11. Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda e a
direita da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferenciavel:
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f(x)={x2 se x<2, e -1-2x se 2<x[;x[l=-1
Resposta:
lim {x--100}f (x)=1=1im {x>-1[1}f (x)
f'(x)={2x se x<2, -2 se 2<xl]
£7(-1) = lim {x--100} ((x2-1)/ (x-(-1)))

= lim {x->-10} (((x+1) (x-1))/(x+1))

lim {x--100} (x-1)
= -2

£7(-1) = lim {x-=100} ((-1-2x-1)/ (2= (=1)))
= lim {x--101} ((=2 (x+1)) / (x+1))
= -2

f é diferenciavel em x=-1

12. Pergunta: Verifique se é continua e calcule a derivada a esquerda e a direita
da fungdo, no ponto indicado para ver se é diferencidvel:f (x) = 1-x? |

Resposta:
lim {x--10}f (x)=0=lim {x--10}f(x) é continua
fr(x)={2x se x<-1[x>1, 2x se -1<x<10

£l (=1)=-2#2=£[1" (-1) n&o é derivavel

13. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo, quando x@ for inteiro e quando
nao for :f (x) =[x/

Resposta:
Se x[l ndo for inteiro f' (xl])=0
O teorema afirma que se f for diferencidvel entdo é continua
Logo se ndo for continua ndo poderéd ser diferencidvel
Se x[l for inteiro fll' (xl])=-= e flI' (x[])=Lx] (verifique)
14. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:f(x) =3x-5x2+1
Resposta:
f'(x)=12x3-10x
15. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo:G (y) =yl +7yl -y +1

Resposta:

G' (y)=10y[+35y[]-3y?2

133



Célculo Aplicado para Computagao

16. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:H (x) = (5/ (6x1) )= (5/6) x I
Resposta:
H' (x)=((-150x[]) / (36x*[]))==((25)/ (6x[]))

17. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo:F (t)=(t*-2t+1) (2t2+3t)
Resposta:
F'(t)=(3t-2) (2t2+3t) +(t*-2t+1) (4t+3)= 4tl[+9t>-3t2-8t+3
18. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: f(x) = (x[1-2x2+5x+1) / (=)

Resposta: (d/ (dx)) (((x -2x?+5x+1)/(x1))) = (((4x>-4x+5) (x[]) - (xl -
2x?+5x+1) (xU)) / (x]))

= (1/(x)) (-x0+4x°+2x2-9x+4)

19. Pergunta: Calcule a equagdo da recta tangente ao gréfico da fungdo no
ponto indicado:y=(8/ (x2+4)), y(2)=1

Resposta:
y'=-((16x)/ ((x?+4) 7))
y' (2)=-(1/2)
y=1-(1/2) (x=-2)= 2-(1/2)x

20. Pergunta:Calcule a equagédo da recta tangente ao grafico da funcgéo
y=((x2)/3)-x2+2x+(4/3), parakﬂaa 2x-y+3=0

Resposta:
Arecta paralelaa 2x-y+3=00ly=2x+3 é a recta com declive 2
Quais os pontos em que a recta possui esse declive?
y'=x?-2x+2=211x (x-2)=0l1x=001x=2
y(0)=1(4/3)
yl=(4/3) +2x
y(2)=4
yl=4+2 (x-2)
((x?)/3)-x24+2x+(4/3)
21. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=4x?cos x
Resposta: (4x?cos x)'=8xcos x-4x?sin x
22. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=x?sin x+2xcos x

Resposta: (x2sin x+2xcos x)B=2xsin x+x2cos x+2cos X-2xsin x= 2c0s X+x?cos X
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23. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=cos xcot x
Resposta: D {x} (cos xcot x)=-sin xcot x-cos xcsc?x
Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: z=( (cot vy)/(1-sin y))

Resposta: (d/ (dy)) (((cot y)/(l-sin y)))=((csc?y(l-sin y)+cot ycos x)/
((1-sin y)?))

24. Pergunta: Calcule a derivada da fungao, no ponto indicado:f(x)=xsin x
Resposta: f'(x)=sin x+xcos x
£ (((3m) /2))=sin (((3m)/2))+(((3m)/2))cos (((3m)/2))=-1

25. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo, no ponto indicado: f(x)=(cos x+1)

(xsin x-1)
Resposta:
f'(x)=-sin x(xsin x-1)+(cos x+1) (sin x+xcos x) £fr((ma/2))=-
sin((/2)) (((1/2))sin((n/2))-1)+(cos((n/2))+1) (sin((1x/2))+((11/2))
cos((m/2)))= 2-(1/2)m

26. Pergunta: Calcule a equagao da recta tangente ao grafico da fungéo, no
ponto indicado: f(x)=cos x

Resposta:

f'(x)=-sin x

(a) x=m/2
£'((m/2))=-sin((n/2))= -1
f((n/2))=cos((n/2))= 0
y=-(x-(11/2))

(b) x=-1/2
f'(-(m/2))=-sin(-(n/2))= 1
f(-(n/2))=cos (- (n/2))= 0
y=(x+(11/2))

(c) x=(m/6
£'((/6))=-sin((n/6))= -(1/2)
f((m/6))=cos ((n/6))= (1/2)V3

y=(1/2)V3-(1/2) (x-(n/6))
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27. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(10-5x) [
Resposta: (d/ (dx)) (10-5x)[1= 2500 (x-2) *

28. Pergunta: Calcule a derivada da fungao:y=(sin x?)
Resposta: (d/ (dx)) (sin x?)= 2xcos x?

29. Pergunta: Calcule a derivada da funcéo: y=(cos (3x2+1)
Resposta: (d/ (dx)) (cos (3x?+1))= -6xsin (3x?+1)

30. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(x?-4x[12) 2 (x2+1) 1}

Resposta: (d/ (dx)) (x2-4x[12) 2 (x2+1)1t= (2/ (x[1(x2+1)2))
(xt+2x[]+8x[]-48x2-32)

31. Pergunta: Calcule a derivada da funcdo: y=( ((2x2+1) / (3x°+1))) ?

Resposta:(d/(dx))(((2x2+1)/(3x3+1)))2: -2 (x/ ((3x3+1)3))
(12x[+24x3-8x2+9x-4)

32. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(2sin x-3cos x)*
Resposta: (d/ (dx)) (2sin x-3cos x)*= 3(2cos x+3sin x) (3cos x-2sin x)?
(d/ (dx)) (sin? (cos2x))= -4sin2xcos (cos2x)sin (cos2x)
33. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(5-2x2) " {-(1/3) }
Resposta: (d/ (dx)) (5-2x?)~{-(1/3)}= (4/3) (x/ ((5-2x%)"{(4/3)}))
34. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(V (1+csc?x))

Resposta: (d/ (dx)) (V(l+csc?x))= -V2((cos x)/((sin’*x)V(-(1/(sin?x))
(cos2x-3))))

35. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=([3]V ((3x2+5x-1) 2))

Resposta: (d/ (dx)) ([31V((3x?+5x-1)2))= (2/3) [3]1V((3x2+5x-1)?)
((6x+5)/ (3x%+5x-1))

36. Pergunta: Calcule a derivada da fungdo: y=(sin[3]1V (x)cos[3]V(x))
Resposta:
(d/ (dx)) (sin[3]1V(x)cos[3]V(x))= (1/(3x)) (cos2[3]V(x)) [3]V(x)

37. Pergunta: Calcule a derivada da funcao: y=([41J((x3+1)/(x3-1))))

Resposta: (d/ (dx)) ([4]1V (((x°+1)/(x°=1))))= =3x” (([4]V((1/(x°-1))
(x?+1)))/ (2x[1-2))

38. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagao:4x?-9y2=1
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Resposta:
8x-18yy'=0Lly"=((4x)/(9y))
39. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagdo:2x° y+3xy>=5
Resposta:
2x3y'+3y*+6x2y+9 xy?y'=0ly'= - ((6x2y+3y?)/ (2x°+9xy?))
40. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagao:y+V (xy) -3x°=0
Resposta:

y'+(1/ (2N (xy))) y+(1/ (2V(xy)) ) xy'- 9x2=00y'= (18x°-V(xy)) ((V(xy)-2y)/
(x2-4xy))

41. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagao:cot xy+xy=0
Resposta:

y—-(cot? (xy)+1)y-(cot? (xy)+1)xy'+ xy'=0Uy"'=((y-(cot? (xy)+1)y)/
(x(cot?(xy))))

42. Pergunta: Calcule a derivada implicita da equagdo:yV (2+3x) +xV (1+y) —x=0
Resposta:
(3/2) (y/ (N(3%+2) ) ) +N (y+1) +y" NV (3x+2)+ (1/2) (x/ (N(y+1)))y'-1=0
y'=((1-(3/2) (vy/ (N(3x+2))) =N (y+1)) / (N (3x+2) +(1/2) (x/ (N(y+1)))))

43. Pergunta: Calcule a equagdo da recta tangente normal a curva:9x3-y3=1 no

ponto (1,2)
Resposta:
27x2-3y?y'=0ly"'=((27x%)/(3y?))
y'(1)=((27(1)2)/(3(2)2))=(9/4)

y=2+(9/4) (x-1)

44. Pergunta: Calcule o polinomio de Taylor de n-ésimo grau com resto de
Lagrange:f(x):eA{—x};x,:O;n:4

Resposta:
O polinémio de Taylor de n-ésimo grau com resto de Lagrange é dado por :

£(x)=£(x) +£" (x1)) (x=x1)) +1+ (£ L(xL) ) / (n!) ) (x=x0)) n+ ((£LRLRLI(E) ) /
((n+l)!)) (x—x]) 0]t

onde & esté entre x[] e x.

e™{-x};£(0)=1
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(d/(dx)) (e"{-x})= -e”{-x};£' (0)=-1

((d?)/(dx?)) (en{-x})= e~{-x};£""' (0)=1

((d®)/(dx?)) (en{-x})= -e{-x};£"""(0)=-1
((d) / (axll)) (en{-x})= er{-x};£""""(0)=1
((d) / (axl))) (en{-x})= -e{-x}; £~ {iv} (0)=-1

f(x)=1-x+(1/2)x?=-(1/6)x>+(1/(24))x0+ ((e"{=-E})/ (120)) =[]
45. Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes::
Resposta: (c) '=0 onde c é uma constante
1im_{h-0} ((c-c)/h)=1im_{h-0} (0/h)=0
46. Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes:
Resposta: (x") '=nxr[1' para nlz

lim {h-0} (((x+th)»-xn)/h) = lim {h-0} ((x"+nx"J*h+h? (F(x,h))-x"?) /h)

lim {h-0} [nxnr[I*+h (F(x,h))]

= nx°[J*

47. Pergunta:Prove as seguintes afirmacdes::
Resposta: (u™{r}) '=ru”{r-1}u' para rllQ e u(x)#0

Generalizagdo de 3 para expoentes fraccionérios e regra da cadeia

Da Unidade 2.3
1. Pergunta: Encontre os extremos da funcdo: f(x) =V (4-x2)
Resposta:
f(x)=VN(4-x2) em ]-2,2]
£ (x)=((4x2)/ (2N (4-x))), logo f é diferenciavel em ]1-2,2]
£'(x)=0014%x3*=00L1x=0
lim {x--20}V (4-x2)=0
lim {x-2[}V (4-x2%)=0
£(0)=2
O minimo absoluto ndo existe e o méximo absoluto da fungdo é 2 obtido no ponto x=0

2. Pergunta: Comprove o teorema de Rolle para a fungdo £ (x) =x*+x*-x no
intervalo [-2,1]:
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Resposta:
f é continua em [-2,1] (polindémio)
f é diferenciavel pois f' (x)=3x2+2x-1 é continua em ]-2,1]

Entdo existe cll]1-2,1[ tal que f'(c)=((£(1)-£(-2))/
(1-(-2)))=((1-(=2))/3)=1

3c2+2c-1=113c2+2¢c-2=00c= (1/3)N7-(1/3)c=-(1/3)N7-(1/3)
Ambos estdo no intervalo ]-2,1[.

3. Pergunta: Comprove o teorema de valor médio para a fungao £ (x) = ( (2x-1) /
(3x-4)) no intervalo [1,6]

Resposta:
domf=R-{ (4/3)}
f ndo é continua no intervalo dado
((2x-1)/(3x-4))

4. Pergunta: Encontre os extremos e esboce o grafico da fncéo:
f(x)=x"{(2/3)} (x-1)?

Resposta:
£/ (x)=(2/3)x"{-(1/3)} (x-1)2+2x"{(2/3) } (x-1)=0
(2/3) %™ {=(1/3) } (x=1) 2+2x"{ (2/3) } (x=1)=001(2/3) (x-1) *+2x (x-1)=0
(8/3)x2-((10)/3)x+(2/3)=0114x2-5x+1=0

(x-1) (x-(1/4))=0

b4 (1/4) 1

(x=-1) - - - 0 +

(x=(1/4)) - 0 + + +

(x-1) (x-(1/4)) + 0 - 0 +

Em (1/4), o sinal é positivo antes e negativo depois, logo é um méximo local
Em 1, o sinal é negativo antes e positivo depois, logo € um minimo local
x{(2/3) } (x-1)*
5. Pergunta: Encontre os extremos e esboge o grafico da fungdo: £ (x)=tan x
Resposta:
f'(x)=(d/ (dx)) (tan x)= tan?x+l=sec?x

f''(x)=(d/ (dx)) (tan?x+1)= 2 (tan x) (tan?x+1)=0
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tan x=00x=0, tm, ...

A'inclinagdo da recta tangente quando tan x=0 é £'(0,+m, ...

Il
iy

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros

Recursos do curso.

140



Unidade 3. Cdélculo integral em

Unidade 3. Cdlculo integral em

Introducao a Unidade

Esta unidade apresenta as primitivas de fungdes elementares, a integral de uma forma
diferencial, o teorema fundamental do célculo, as técnicas de integragéo, a integral de
Riemann, a interpretagdo geométrica da integral de Riemann e o célculo de éreas e volumes

elementares usando a integracgdo.

Estas sdo as ferramentas indispensaveis na aplicagdo do método do calculo, culminando o

estudo feito até aqui.

Apresentam-se também algumas aplicagdes, nomeadamente o célculo de areas de figuras

plana, aplicando o método do célculo.

Objectivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

* Calcular primitivas imediatas de uma fungao, identificar formas diferenciais,
calcular integrais e resolver equagdes diferenciais ordinarias de 1* ordem.

* Calcular areas de figuras planas delimitadas por grafico de fungdes e relacionar
esta quantidade com integral definida atraves do teorema fundamental do Calcul
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 3.1 - Primitivacdo e integracdo em R
Introducao

Primitivacao (antidiferenciacdo) de funcdes. Derivada exterior. Formas diferenciais .
Integragdo de formas diferenciais. Técnicas de integracdo. Equagdes diferencias ordinarias de

12 ordem.
Detalhes da actividade
Primitiva de fungdes em R

A excepgédo de uma constante, a primitivacio é a operacéo inversa da derivagao (definicdo
formal mais adiante).

Diz-se que G(x) é uma primitiva de g(x) se G’ (x) =g (x) e se G(x) é uma primitiva de g (x)

entdo G (x) +c tambem é uma primitiva de g (x), para qualquer constante c.
Na demonstracéo basta usar o facto da derivada de uma funcdo constante ser zero

(G(x)+c) ' = G'(x)+(c)'
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Por definicdo, se £’ (x) é uma derivada de f(x) entdo £ (x) é uma primitiva de £’ (x) .

Primitivas imediatas sdo obtidas a partir da tabela de derivadas, fazendo a leitura da direita

para a esquerda e acrescentando uma constante c.

Ex: G(x)=x°+c é uma primitiva de g(x)=3x? pois

Ex: G(x)=Vx+c é uma primitiva de g(x)=(1/(2Vx)) pois

Il
[
~
)
2
b

Entretanto, como o dominio de f’ (x) é um subconjunto de f (x)
dom (f'")dom (f)
requer-se que o dominio da primitiva de g (x) seja um supraconjunto do dominio de g (x)
dom (G) [ldom (g)

A primitiva de uma funcdo g(x), representada por G(x), € uma classe de fungdes que distam

entre si de uma constante tal que

e o dominio de G(x) é um supraconjunto maximal do dominio de g(x)
Ex: A primitiva de g (x) = (1/x) & G (x)=Inlxl+c pois
G'(x) = (In|x[+c)'

= (In|x|) "+ (c)’

(1/x)
= g (x)
e o dominio de (Inlxl+c) € RI1{0}, igual ao dominio de ((1/x)).

A primitivacdo de fungdes em R goza das seguintes propriedades, se F(x) e G(x) sdo as

primitivas de f(x) e g(x) respectivamente, entdo:
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° Primitiva de qualguer constante é zero, porque (c)'=0 para

qualquer constante c;

° F'(x)=f(x) pela definicdo;
e (d/(dx))F(x)=f(x) (expressdo anterior com notacdo de Leibniz)
° (AF (x)+BG(x)) é a primitiva de Af (x)+PRg(x) pois pela

linearidade da derivacéo

° (AF(x)+RG(x)) " = AF'" (x)+BG" (x) = Af (x)+Pg(x)
° F(x)G(x) é a primitiva de F' (x)G(x)+F(x)G' (x) pois pela regra
de Leibniz: (F(x)G(x))'=F'(x)G(x)+F(x)G' (x)

Derivada exterior e forma diferencial

Dada uma funcao F(x) diferencidvel num intervalo aberto PR, a derivada exterior de F(x) &

definida como
dF=F"' (x)dx

Para F (x) , G (x) fungbes continuas e F (h (x)) compositaveis num intervalo aberto I'R, e

escalares o, B'R, a derivada exterior satisfaz as seguintes propriedades:

® (aF+PRG)=adF+RdG (linearidade)

e d(FG)=GdF + FdG (Leibniz)
e d(FlJh)=F'h'dx=F'dh (composicédo)
e d(dF)=0 e dxdx=0 (Poincaré)

Na demonstracéo verifica-se que as trés primeiras propriedades derivam da definicdo da

derivada exterior e das propriedades respectivas para as derivadas:
d(aF+BG) = (aF+BG) "dx

= aF'dx+BG"'dx

= adF+pRdG

d(FG) = (FG) "dx

= (GF'+FG')dx

= GF'dx+FG'd

= GdF + FdG
d(F(h)) = (F(h))''dx
= F'h'dx

= F'dh
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A Ultima propriedade deriva de duas outras propriedades
dxdx=0
ddx=0

Entéo
d(dF) = d(F'dx)

= dF'dx+F'ddx

F''"dxdx+F'ddx

Designa-se por forma diferencial (de grau 1) num aberto IZR a expressao
g(x)dx
onde g (x) € uma funcdo continua em |.

Uma forma diferencial g(x)dx num aberto I2R diz-se exacta se puder ser escrita como uma

derivada exterior de alguma funcéo G(x)
g (x) dx=dG
Uma forma diferencial @ diz-se fechada se a sua derivada exterior for nula
do=0
Num aberto conexo Il /R, uma forma diferencial g(x)dx é exacta sse é fechada.
Na demonstracéo, considere a forma diferencial g(x)dx num aberto conexo IZR.
Se g(x)dx é exacta entdo existe alguma funcdo G em IER tal que g(x)dx=dG, logo
d(g(x)dx) = d(dG) = 0

Se g(x)dx é fechada entdo d(g(x)dx)=0, logo g(x)dx=cdx, para alguma constante c. Deixe

G=cx entdo

logo g(x)dx é exacta.
Por defini¢do, se g(x)Jdx=dG para alguma fungdo G(x) no intervalo |, entdo G’ (x) =g (x)
Integral de formas diferenciais

A excepgédo de uma constante, a integragdo (indefinida) é a operagdo inversa da derivagdo

exterior:
[dF=F+c

Deduz-se facilmente a relagdo entre primitivas de fungdes e integrais de formas
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diferenciais:

Se F(x) for a primitiva de f(x) entao
Jf(x)dx=F(x)+c

numintervalo aberto e conexo de R.

A demonstragdo é feita da seguinte maneira: se F(x) for a primitiva de f(x) entdo

Logo
F(x) = [fdF(x)=
ff(x)dx

A integracao de formas diferenciais goza das seguintes propriedades, deduzidas

directamente das propriedades da primitivagdo de fungdes:
e (/f(x)dx)'=f(x) pela definicéo

e (d/(dx))Sf(x)dx=f(x) (com notacdo de Leibniz)

J/0dx=c porque (c)'=0 para qualquer constante c.
e [Af (x)dx=ASf(x)dx+c porque pela linearidade da derivacéo
o (Aff(x)dx+tc)' = A(SE(x)dx) "+(c)'= Af (x)

o [(RBf(x)+Rg(x))dx=aff (x)dx+BSfg(x)dx+C pela linearidade da

derivacéao

Por definicdo, as primitivas sdo diferenciaveis, logo, fungdes primitivas sdo continuas no

intervalo I[R.

Se uma fungao é descontinua em algum ponto do interior de um intervalo |, entdo néo é

primitiva de qualquer funcdo nesse intervalo.

Na demonstracdo, deixe uma funcéo arbitraria G(x) ser descontinua em allint(l)
lim {x-all}G(x)#1lim {x-all}G(x)

Suponha que G(x) é a primitiva de g (x) .

Por definicdo, G’ (x) =g (x) ,para [x[II, logo G' (a)=g (a), o que contradiz a suposicdo.

Técnicas de integracao

O célculo de primitivas resume-se em transformar uma forma diferencial dada, f(x)dx, numa

forma diferencial exacta, dF, e primitiva-la usando a defini¢do

SAF (x) =F (x) +C
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Para encontrar uma forma diferencial exacta usam-se algumas técnicas, dentre as quais se

destacam:

® integracdo imediata

® integracdo por partes

® integracdo por substituicdo
Integrais imediatas

Algumas formas diferenciais exactas podem ser reconhecidas pela leitura (ao contrario) da

tabela das derivadas notéaveis:
e (Odx=dC
e ldx=dx

e xndx=d((xn*)/(n+l)) para nN e x>0 se na forma irredutivel o

denominador de glQ for par.

(1/(2Vx))dx=dVx para x>0

® cos xdx=dsin x

® -sin xdx=dcos x

® sec?xdx=dtan x no seu dominio
® tan xllsec xdx=dsec x

e (1/(V(1-x?)))dx=darcsin x

e —(1/(V(1-1?)))dx=darccos x

e (1/(1+x?))dx=darctan x

o " {x}dx=de"{x} (notavel propriedade)
e 2" {x}dx=d((a”{x})/(1In a)) para a>0
e (1/x)dx=dln x para x>0

(1/x)dx=dln|x| para x#0
A integracdo de forma diferenciais é imediatamente calculada aplicando a definicao:
Ex: Calcule a integral da forma diferencial xdx

Reconhecendo (imediatamente) que xdx=d ( (x?) /2) é uma forma exacta e aplicando a

definicdo
Sxdx = fd((x?)/2)
= ((x?)/2)+C

Ex: Calcule a integral da forma diferencial (1/ (Vx))
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Reconhecendo (quase-imediatamente) que (1/ (Vx))dx=d (2Vx) para x>0, é uma forma

exacta e aplicando a definicao
J(1/ (\x))dx = fd(2Vx)
= 2Vx+C
Integracao por partes

A derivada exterior de um produto de duas fung¢bes F(x) e G(x), diferencidveis num

intervalo aberto I'R
d (FG)=GdF + FdG
pode ser muito Gtil para calcular formas diferenciais exactas.
Existem dois métodos de integragéo por partes:

(I')Se a forma dada, f(x)dx, for idéntica a uma das partes G 'dF enquanto a outra parte é uma

forma exacta Fl1dG=dH, integram-se-se a diferenca das duas formas exactas

GUdF = d(FG)-FLdG

d(FG) -dH

d (FG-H)

(Il) Se na forma dada, f(x)dx, houver uma “parte” na qual se reconhece uma forma exacta,

identifica-se essa “parte” com dF e a parte restante com G

Exemplos de aplicagdo do método (I)

Ex: Calcule a integral da fungéo f(x)=In x

O plano é transformar In xdx numa forma diferencial exacta e integra-la usando a definigéo.
Reconhecendo a semelhanga de In xdx com GdF, usa-se FG=xIn x para obter:

d(xln x) = 1ln xdx+xdln x

In xdx+x((dx) /x)

In xdx+dx

Entdo a forma diferencial dada é a diferenca de duas formas exactas e pela linearidade da

derivada exterior
In xdx = d(xln x)-dx
= d(x1ln x-X)

Resulta entdo que
f1ln xdx = [fd(xln x-x)

= xln x-x+C
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E verifica-se de facto que
(xIn x-x+C) '=1ln x+1-1+0=1n x
Ex: Calcule a integral da fungéo £ (x)=xa”{x}, paraa>O0.
O plano é transformar xa” {x}dx numa forma diferencial exacta.
d(xa”~{x}) = a~{x}dx+xda”{x}
= a™{x}dx+xa”{x}1ln adx
Como a”{x}dx=(1/(1ln a))da”{x}
d(xa”{x})=d(((a”{x})/(1ln a)))+1ln allxa”{x}dx
Obtem-se a diferenca de duas formas exactas e pela linearidade da derivada exterior
xa™{x}dx=(1/(1ln a))d(xa*{x}-((a”{x})/(ln a)))
Resulta entdo que
Jxa®{x}dx = (1/(ln a))/Sfd(xa"{x}-((a"{x})/(1ln a)))
= (1/(1n a)) (xa*{x}-((a"{x})/(1n a)))+C
E verifica-se de facto que

(((a™{x})/ (1ln a)) (1/(1In a)))+C) " = a~{x}(x-(1/(1ln
a)))+((a”{x})/(1In a))+0

= xa’™{x}
Ex: Calcule a integral da fungéo f(x)=sec?x no intervalo |- (n/2), (n/2) [

d(tan x) = ((cos xdsin x-sin xdcos x)/ (cos?x))

((dx)/ (cos?x))
= sec?xdx

Logo
fsec?xdx = fd(tan x)
= tan x+C

Ex: Calcule a integral da fungéo f(x)=xcos x:
d(xsin x) = sin xdx+xdsin x
= d(-cos x)+xcos xdx

Logo
fxcos xdx = fd(xsin x+cos Xx)

= cos x+xsin x+C
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E verifica-se de facto que
(cos x+xsin x+C)' = -sin x+sin x+xcos x+0
= XCOs X
Ex; Calcule a integral da fung&o f(x)=xsin x:
d(xcos x) = cos xdx+xdcos x
= d(sin x)-xsin xdx
Logo
Sxsin xdx = [d(sin x-xcos Xx)

= sin x-xcos x+C

E verifica-se de facto que
(sin x-xcos x+C)' = cos x-cos x+xsin x+0
= xsin x

Exemplos de aplicagdo do método (ll)

Ex: Calcule a integral da fungdo f (x) =xe” {x}

Para transformar xe\{x}dx numa forma diferencial exacta, escolhe-se uma “parte” na qual
se reconhece uma forma exacta, por exemplo e x}dx=de”{x}, identifica-se com dF=e" {x}

dx=de”Mx}, logo F=e” {x}e a outra parte x=G

Obtem-se assim
d(xe”{x}) = xde”™{x} + e”{x}dx
= xeM{x}dx + de”{x}
Obtem-se a diferenca de duas formas exactas e pela linearidade da derivada exterior

xeM{x}dx=d (xe"{x}-e™{x})

Resulta entdo que
Sxet{x}dx = [fd(xe’{x}-e”{x})
= xe™{x}-e”{x}+C
Ex: Calcule a integral da fungdo f (x) =x?e”{x}

Como antes, identifica-se dF=e” {x}dx=de” {x}, logo F=e"{x} e G=x?
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Obtem-se assim
d(x?e”{x}) = x?de”{x} + e*{x}dx?
= x?eM{x}dx + 2xe”{x}dx
Do resultado anterior
2xe™{x}dx=d (2xe”{x}-2e"{x})
Obtem-se a diferenca de duas formas exactas e pela linearidade da derivada exterior
x?e™{x}dx=d(x?e"{x}-2xe” {x}+2e"{x})
Resulta entdo que
Sx?e™{x}dx = [Jd(x?e”{x}-2xe”{x}+2e"{x})
= x?e’{x}-2xe”{x}+2e” {x}+C
E verifica-se de facto que

(x2eM{x}-2xeM{x}+2e"{x}+C) " =

2xeM{x}+tx?e{x}-2e"{x}-2xe"{x}+2e"{x}+0
= x?2e™{x}
Integral por substituigdo

A derivada exterior de uma composicdo de fun¢bes Flilg onde F(g) é diferencidvel no
respectivo dominio e g(x) é uma bijeccdo diferenciavel (difeormfismo) num intervalo aberto
IR

d(Flh)=F'dh=F'h'dx
pode ser muito Util para calcular formas diferenciais exactas.

Dada uma forma f(x)dx, procura-se um “pullback” do dominio de f, por intermédio de
uma pos-composicao u=h(x) ou pré-composicdo x=g(u), designadas de substituicao directa e
inversa respectivamente:

SUBSTITUICAOD

directa inversa

X—=Y

u = h(x) x = g(u)
du = h'(x)dx dx = g"(u)du

(I) Na substituicdo directa, faz-se u=h(x) e du=h" (x) dx, transforma-se a forma dada em

(£(x)/h" (x))h' (x)dx e usando a substituicdo x=hl1* (u) na expressao (f (x)/h’ (x))
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para conseguir uma forma K(u)du que porventura sera reconhecida como uma forma

diferencial exacta.

(I) Na substituicdo inversa, faz-se x=g (u) e dx=g’ (u)du, transforma-se a forma dada em
£(x)g' (u)du e usa-se a substituicdo x=g (u) na expressdo £ (x)g' (u) para conseguir

uma forma K(u)du que porventura seré reconhecida como uma forma diferencial exacta.
Exemplos de aplicagdo do método | - substituicao directa
Ex: Calcule a integral da fungéo f ( (1/ (1+e™{x}))
Deixe
u=e”{x}
Entdo
du=e”{x}dx
Como u=e/\x} é um difeomorfismo possui inversa diferenciavel

x=1ln u para u>0

Usando a inversa na expressdo ( (£ (x))/ (h'(x)))=(1/((1+e”{x})e”{x})) obtem-se
(1/ ((1+u)u))=(1/u)-(1/(1+u)) cujaforma é reconhecivel
((1/u)-(1/(1+u)))du = d(ln|ul-1In|l+ul)

= d(ln u-1n(l+u)) pois u>0
Integrando e substituindo de volta a varidvel x, obtem-se

J(1/(1+e”{x}))dx = [((1/u)-(1/(1+u)))du

fd(1ln u-1In(1+u))

1In u-1n(1l+u)+C

= x-1n(l+e”{x})+C
Exemplos de aplicagdo do método Il - substituicdo indirecta
Ex: Calcule a mesma integral da fungdo f ( (1/ (1+e~{x})) (pelo método Il)
Deixe

x=1n u para u>0

Entao
=(1/u)du

Usando a substituicdo na expressdo £ (x) g’ (u)=(1/(1+e”{x})) (1/u) obtem-se (1/

((1+u)u))=(1/u)-(1/(1+u)) cujaforma é reconhecivel
((1/u)-(1/(1+u)))du = d(In|ul-1In|l+ul)
= d(ln u-1In(l+u)) pois u>0
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Integrando e substituindo de volta a varidvel x, obtem-se
J(1/(1+e”{x}))dx = J((1/u)-(1/(1l+u)))du

= fd(ln u-1ln(1l+u))

In u-1n(l+u) +C

x-1n (1l+e”{x})+C
Equagdes diferenciais ordinarias lineares de 1* ordem

Uma equacao diferencial linear de 1* ordem é uma relagao entre as formas diferenciais de

duas variaveis x,t definidas num aberto IxJIR"2
E(x,t,dx,dt)=0
Definindo explicitamente uma das varidveis um funcdo da outra x (t), obtem-se
(dx) / (dt)=£f (x,t)
cuja solucdo é uma curva integral x(t) definida num intervalo I.
No caso especial da fungdo f(x,t) ter a representacao
(dx) / (dt) +p (t) x=gq (t)
a equagao diz-se linear
() Para o caso p (t) =0
A equagao diferencial reduz-se a
(dx) / (dt) =g
A expressao
dx=qgdt
é uma forma diferencial exacta e pode ser integrada
Sgdt = [fdx
= x+C

As curvas integrais da equacéo diferencial linear de 1% ordem dependem do parametro C

x=[qdt+C
Ex: Calcule as curvas integrais da equagao diferencial ((dx)/(dt))=te{3t}
Pelos exemplos anteriores, deixando

u=3tlldu=3dt
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Obtem-se:
te”{3t}dt = (u/9)e”{u}du

= (1/9)ue”{uldt

(1/9)d (ue~{u}-e~{u})
x(t) = [fte™{3t}dt

= (1/9) fd(ue~{u}-e”~{u})

((e”{u})/9) (u-1)+C

((e”{3t})/9) (3t-1)+C
(Il) Para o caso p (t) #0
Procura-se completar uma forma exacta na equagao diferencial

(dx) / (dt) +px=q

Fazendo p= (1’ /1), para u (t) #0 entdo ter-se-ia a derivada de um produto
(dx) / (dt) + (n'/n) x=q
B (dx) / (dt) +n'x=nuq
(nx) '=ng
Com a forma diferencial exacta
d (ux) =pqdt
Privitivando:

Jd (ux)=/uqdt
px=/pgdt
As curvas integrais sao dadas por

x=plJ! fugdt+Cullt

A fungdo p designa-se por factor integrante e pode ser calculada explicitamente a partir de
p=(u'/n), comu(t)#0

(n'/qu)dt=pdt

Sd(lnp)=,pdt
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Resulta em
lnp=Spdt
p=e” {/pdt}
Ex: Calcule as curvas integrais da EDO linear de 1 ordem dada por
x'=(1/t)x=-t
|dentificando
p=-(1/t)
g=-t
Obtem-se

no=e{/-(1/t)dt}

e{-1n|t]}

= (1/(lt])) para t#0
Logo

x = plt fpgdt+Cullt

= -ltlfe/ltel))de+Clel

Para t>0
x = -tfdt+Ct
= -t2+4Ct
= t(C-t)
Para t<0
x = tf(-1)dt-Ct
= -t?2-Ct
= -t (C+t)
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Conclusao

Nest unidade foram apresentas as defini¢des e propriedades das operagbes de primitivagado
(antidiferenciacdo) de funcdes, da derivada exterior das formas diferenciais e da integracdo
de formas diferenciais. Tambem foram apresentadas técnicas de integragao de formas

diferencias e relacionou-se esta matéria com a resolugdo de equagdes diferencias ordinarias

de 1% ordem.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.

Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.

1. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: s (2/ ([3]1V (x)))dx

Resposta:
F(2/ (131N (x)))dx = 2/x~{-(1/3) }dx
= 2(((x"{(2/3)})/((2/3))))+c
= 3[3]1V(x?)+c
Verificaggo: (d/ (dx)) (3[3]1V(x?)+c)= (2/([3]1V(x)))

2. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: /Vx (x+1)dx
Resposta:
JVx (x+1)dx = [(x*{(3/2) }+x"{(1/2)})dx

= ((x™{(5/2) 1)/ ((5/2)))+((x~{(3/2)})/((3/2)))+c

(2/5)x2\x+ (2/3) xNx+c

Verificacdo: (d/ (dx)) ((2/5) x2Vx+(2/3) xVx+c)= Vx (x+1)
3. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: | (1/2)tcos4t?dt
Resposta: [ (1/2)tcos4t?dt
Deixa u=4t?[ldu=8tdt

f(1/2)tcosd4t?dt = (1/(16)) fcos udu

(1/(16))sin u+c

(1/(16))sindt2+c

Verificacdo: (d/ (dt)) ((1/(16))sindtz+c)= (1/2)tcos4t?
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4. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: [ [3]1V (6-2x) dx
Resposta: [ [3]1V (6-2x)dx
Deixe u=6-2xlldu=-2dx
JI3IV(6-2x)dx = -(1/2) f[3]1V(6-2x) (-2dx)

-(1/2) s [3]1V (u) (du)

= -(1/2)fu{(1/3) }du

-(1/2) ((u™{(4/3)})/((4/3)))+c

-(3/8) (6-2x) [3]1V(6-2x)+c

Verificagdo: (d/ (dx)) (- (3/8) (6-2x) [3]V(6-2x)+c)= [3]V(6-2x)
5. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: [sec25xdx
Resposta:

fsec?bxdx = (1/5) fsec?5x (5dx)

(1/5) fsec?udu

(1/5)tan u+c
= (1/5)tanbx+c
Verificagdo: (d/ (dx)) ((1/5) tan5x+c)= sec?5x

6. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes:  ((x (3x2+1))/
((3x[+2x2+1)2))dx

Resposta: f ( (x (3x?+1))/ ((3x[+2x2+1) ?))dx
Deixa u=3x[1+2x2+1[ldu=4 (3x3+x) du

J(x(3x2+1))/ ((3x[+2x24+1)2))dx = (1/4) S ((4(3x3+x)dx)/
((3x0+2x2+1) 2))

(1/4) 7 ((du)/ (u?))

(1/4) fullzdu
= (1/4) ((u*) /(-1))+c
= - (1/(4(3x0+2x2%+1)) ) +c
Verificacdo: (d/ (dx)) (= (1/ (4 (3x[42x241)))+c)= ((3x3+x)/ ((3x[H2x2+1)2))

7. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: [(t+ (1/t))"{(3/2)}
(((£2=-1)/(t?)))dt

Resposta: [ (t+(1/t))"{(3/2)} (((t2-1)/(t?)))dt=/(t+(1/t))"{(3/2)} (1-(1/
(t?)))dt
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Deixa u=t+(1l/t)ldu=(1-(1/(t?)))dt
SUE+(L/£)) M {(3/2) 1 (1-(1/(t?)))dt = Ju”{(3/2)}du
= ((u"{(5/2)})/((5/2)))+c
= (2/5)(t+(1/9))M(5/2)}+c

Verificagdo: (d/ (dt)) ((2/5) (t+(1/t)) ~{(5/2) t+c)=(((t2+1)/t))~{(3/2)}
(((£2=1))/(t?))

8. Pergunta: Encontre a solugdo da equagédo diferencial:
((dy)/ (dx))=((sec?x)/ (tan?x))
Resposta: ((dy)/ (dx))=((sec?x)/ (tan?x))
dy = (((dy)/ (dx)))dx
= (((sec?x)/(tan?x)))dx

= (1/(u?))du OJu=tan x[du=sec?=xdx

y = ((-1)/u)+c
= -(1/(tan x))+c
= —-cot x+c

Verificagdo: (d/ (dx)) (-cot x+c)= cot?x+l=((l+tan?x)/(tan?x))=((sec?x)/

(tan?x))

9. Pergunta: Encontre a solugao da equacgao diferencial determinada pelas
condicdes iniciais:

((dy) / (dx))=x?-2x-4; condicdes iniciais: y=—6 quando x=3

Resposta:
dy = (((dy)/(dx)))dx
= (x*-2x-4)dx
= d(((x?)/3)-x*-4x)
Logo

y=((x%)/3)-x2-4x+c
Substituindo a condicdo inicial

-6=(((3)°)/3)-(3)?-4(3) +cllc=6
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Logo

y=((x2)/3)-x2-4x+6
Actividade 3.2 - Séries numéricas
Introducao

Antes de apresentar a integral de Riemann, faz-se uma pequena digressado sobre somatoérios,
somas infinitas e séries numéricas. Testes da natureza de séries. Série de termos positivos.

Séries alternadas, convergéncia absoluta e condicional. Outros testes de convergéncia.
Detalhes da atividade
A soma sucessiva de n termos de uma sequéncia é designada pelo simbolo do somatério

x_{k=l}ra_{k}

onde o indice mudo do somatério, k, indica a posi¢do da parcela na soma e toma valores
em N, com inicio no valor indicado por baixo do simbolo do somatério e término no valor

indicado em cima desse simbolo.

As seguintes propriedades do somatério sdo demonstradas a partir das propriedades da

soma:

e ) {k=l}r(aa_{k}+Bb_{k})=A) {k=l}ra_ {k}+B)_{k=1}"b_{k}

linearidade

e > {k=pln(a {k}-a {k-pl)=(a_{n}+la {n-p+1})-(all+l+a {p-11})

desfasamento de p termos

o T {(j=l)ra_{j}3 {(k=1}"b_{k}=F {k=1}"(alb_{k}+allb_{k-1}++a_{k-1}
bll+a_{k}bl)

multiplicagdo

Nota: A substituicdo do indice do somatdrio é tdo frequente que se faz usando o mesmo

indice mudo, desde que o valor e a ordem dos termos a somar se mantenham invariantes.
Para qualquer ni N tem-se que:
1.7 {k=1l}rk=((n(n+l))/2)
2.5 {k=1}"k?=((n(n+1) (2n+1))/6)
3.2 {k=1}rk?=((n”(n+l)?)/4)
4.y {k=1}rkll=((n(n+l) (6n3*+9n2+n-1))/(30))
A demonstracdo é feita da seguinte maneira:
1. Tem-se que

> {k=1}nlk+(n-(k-1))]=) {k=1}7"(n+1l)=n(n+l)
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Mas

> {k=1}» (n-(k-1))=y {k=1}"k

somando de tras para a frente. Logo

5 {k=1}m(n+1)=2y {k=1}rk

e o resultado segue.

2. Demonstragdo por indugdo:

Paran=1tem-se ) {k=1}'k?=1=((1(1+1) (2+1))/6)=1

Supondo a expressao valida para n

T {k=1}n*k? = ¥ {k=1}nk?+(n+l)?2

((n(n+l) (2n+1l))/6)+(n+l) 2

(((n+1l) (2n2+7n+6))/6)
= (((n+l) ((n+1)+1) (2 (n+1)+1))/6)

3. e (4) tambem se prova por indugao.

Somas infinitas e séries numéricas

Recorde-se alguns factos sobre sequéncias de nimeros reais.

Uma sequéncia é uma fungdo (x {n}) :N-R, o conjunto dos seus termos é representado

por {x_{n}} e o seu termo geral &€ x {n}.

A natureza (convergente ou nao) de uma sequéncia (x {n}) é determinada pelo

comportamento da sua “cauda”, ndo sendo afectado por qualquer parte inicial finita:

Para k[N, se lim {n-~}x {n+k}=L ent&o lim {n-«~}x {n}=L

Algumas sequéncias notaveis, estudadas anteriormente, sdo listadas com indice nN:

x_ {n}=rn (progressdo aritmética), onde r é& uma constante
X {n}=rn (progressdo geométrica de razdo r)

x {n}=(1/n) (harménica)

x {n}=(1/(n"{p})) (p-harménica)

x {n}=(1/(n!)) (exponencial)

x {n}=u_{n}-u_ {n+p} (Mengoli)

A soma (infinita) de todos os termos de uma sequéncia (x_{n}) chama-se uma série (infinita)

formal

> {k=1}"{e~}tx {k}=xU+x[+x[+[]
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Para determinar quando é que a soma de um niimero infinito de parcelas existe estuda-se

a sequencia de somas parciais de uma sequencia.

A soma cumulativa dos termos da sequéncia dada (x_{n}) é ela prépria uma sequéncia de

somas parciais (s_{n}) cujo termo geral é dado por
s {n}=x0+x[+0+x_ {n}=y {k=1}"x_{k}

O limite das somas parciais, quando existe, é definido como a soma da série e a série

diz-se convergente,
T {k=1}"{=}x {k}=lim {no=}y {k=1}rx {k}
Quando o limite ndo existe a série diz-se divergente.

De modo reciproco, a diferenca (posterior) entre termos consecutivos de uma
sequéncia (s {n}) resulta numa sequéncia associada (x {n}) cujos termos sdo dados

recursivamente por
x {n}=As {n}=s {n}-s {n-1} para nlIN
x0 é arbitrario

Em certo sentido, os operadores = e A sdo inversos um do outro, pois

X 5 =X

X, 5= X+X,

L 53_ 3‘:]1')(21'){3

X S,= KX, HitX, -

X, Se= X Kb M X4 X,

X N Sy = XK K XX

Ex: A sequéncia dada pelo termo geral x_{n}=(1/(2»)) determina uma sequéncia de

somas parciais
s_{n}=y {k=1}n(1/(2"{k}))
O limite existe em R
lim {n-=}}y {k=1}rn(1/(2"{k}))=1

Ex: A sequéncia dada pelo termo geral x_{n}=(1/n) determina uma sequéncia de somas

parciais
s {n}=)y {k=1}r(1/k)

O limite n3o existe em R (serd demonstrado mais a frente)
lim {n-=}y {k=1}n(1/k)==

Porqué a soma infinita de parcelas existe no primeiro caso e ndo no segundo?
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Condicoes de convergéncia

(Condicéo necessaria da convergéncia) Se a série . {k=1}"{=}x {k} forconvergente,

entdo lim {n-=}x {n}=0
Para a demonstracdo, deixe s {n}=y {k=1}=x {k}
Por hipdtese

lim {n-=}s_{n}=s

Entdo qualquer subsequéncia, e em particular a subsequéncia s {n+1}=y {k=1}rl1*x {k}

que exclui apenas o primeiro termo de s_{n} possui o mesmo limite
lim {n-«}s {n+l}=s

Segue que ['e>0

IN:n>NU|s {n}-s|<(eg/2)

IN:n>NU|s {n+l}-s|<(e/2)

Logo
|x_{n+1}| = |s_{n+l}-s_{n}|
= |s {n+l}-s {n}+s-s|

= | (s_{n+l}-s)=(s_{n}-s)|

N

< |s_{n+l}-s|+|s_{n}-s]|
< (e/2)+(e/2)=¢
Provando que
lim {n-=}x_{n}=0
Acondigdo lim {n-=~}x {n}=0 é necessaria para a convergénciay, {k=1}"{=}x {k},

mas nao é suficiente como mostram os dois exemplos acima:

* No primeiro exemplo (1/(27))~0 e ¥ {k=1}"{=} (1/(2"{k}))=1
* Mas no segundo exemplo (1/n) -0 mas y {k=1}"{=} (1/k) diverge.
[ )

(Condicao suficiente de divergéncia)

O contra-reciproco da proposicao anterior estabelece uma condicao suficiente de

divergéncia:
Selim {n-~}x {n}#0entdoy {k=1}"{=}x {k} édivergente.

Uma série converge se a sequéncia de somas parciais for convergente, por conseguinte,
as mesmas condi¢bes de convergéncia de sequéncias podem ser usadas para determinar as

condigdes de convergéncia de uma sequéncia das somas parciais.
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(Condicdo necessaria e suficiente de convergéncia) Uma série . {k=1}"{~}x {k} converge

em R, sse a sequéncia de somas parciais (s {n}) for uma sequéncia Cauchy
[le > 0,N:m,n>N
U Is _{m}-s {n}|<s¢
U lx {m+l}+x {m+2}+x {n}[<e

Na demonstracéo, verifique que qualquer sequéncia convergente é Cauchy e como R é

completo, logo qualquer sequéncia Cauchy converge.
Pela contra-reciproca, se (s _{n}) nado for Cauchy, entdo Y {k=1}"{=}x {k}ndo converge.
Séries notaveis

As somas parciais dos termos das sequéncias notaveis resulta nas seguintes sequéncias,

listadas com o indice mudo k=1,...,n:
aritmética, r constante: s {n}=y {k=1l}rkr=((n(n+l))/2)r
geométrica: s {n}=y {k=1l}rr"{k}=((r-rr*)/(1l-xr))
harmoénica: s {n}=y {k=1}=(1/k)
p-harmonica: s {n}=y {k=1}»(1/(k"{p}))
exponencial: s {n}=y {k=1}7(1/(k!))

Mengoli (diferenga duma sequéncia com um desfasamento p dela prépria): ¥ {k=1}
na_{k}=y {k=1}r(u_{k}-u_{k+p})

Qual ¢ o limites destas sequéncias de somas parcias e em que casos é que existem?

A série aritmética ), {k=1}"{«=}kr converge apenas se r=0, pois a sequencia kr diverge

para qualquer r£0
A série harmonica . {k=1}"{«=} (1/k) é divergente.
Para provar, considere a diferenca da subsequéncia s {2n}=y {k=1}?=(1/k) com s {n}
s {2n}-s_{n} = ¥ {k=1}2"(1/k)-% {k=1}»(1/k)=y {k=n+1}2n(1/k)
= (1/(n+1))+(1/ (n+2) ) +[0+ (1/ (n+n))

> (1/(2n))+(1/(2n))++(1/(2n))

(n/(2n))=(1/2)
Entdo n, s {2n}-s {n}[>(1/2)
Logo (s_{n}) ndo pode ser Cauchy, o que prova que nao é convergente.

A série geométrica . {k=1}"{<}r~{k} converge para (r/(1-r)) se |r|<l ediverge

caso contrario.
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Para provar, deixe
s_{n}=y_{k=1l}rr"{k}
recorde-se a igualdade ja provada por indugao
(l-r)=(l-r) (l+r+r2+r3+l+rnlit)
manipulando um pouco obtem-se
s_{n}=y_{k=1l}rr~{k}=((r-rr")/(1-1))
Logose |r|<lentdo lim {n-=}r»’1'=0 logo
lim {n-oe} ((r-r*)/(1-r))=(r/(1-1))
ese |r|=1 olimite ndo existe.

A série de Mengoli, & {k=1}ra {n}=y {k=1}=(u {k}-u {k+p}), é convergente se lim_

{ne=}u {n}=L e divergente se lim_{n@eo}u_{n}=+c0. Mais ainda, a soma é dada por
y_{k=1}"{=} (u_{k}-u_{k+p})=ull+l+u_{p}-plim {n-=}u_{n}

Para provar, se lim {n-=}u {n}=L entao lim {n-=}u {n+p}=L para qualquer p

Entdoy {k=1}ma {n} é Cauchy, logo converge.

Pela propriedade “telescépica” apenas os p termos iniciais e os p termos finais permanecem

Nna soma:
2 {k=1}n(u {k}-u {kt+p})=(ul+l+u {p})-(u_{n+l}+0+u_{n+p})
E o limite segue.

Ex: Determine a natureza da série . {n=1}"{=} (1/(n(n+3))) e se for convergente calcule

a soma.
Parcializando a fraccéo, obtém-se
> {n=1}"{=}(1/(n(n+3)))=((1/3))y_{n=1}"{=} ((1/n)-(1/((n+3))))
Como lim {n-«=} (1/n)=0entdoy {n=1}"{«=} (1/(n(n+3))) converge.
A soma obtem-se

Y A{n=1}"{=} ((1/n)-(1/((n+3))))=1+(1/2)+(1/3)-3(0)=((11)/6)

Natureza das séries
A convergéncia ou divergéncia de séries constitui a sua natureza.

A natureza das séries pode ser determinada comparando-as com as séries notaveis, cuja

natureza foi j& determinada.

Duas sériesy {k=1}"{=}u {k} e y {k=1}"{=}v {k} que diferem apenas num nimero

finito de termos, sGo da mesma natureza (ou ambas divergem ou ambas convergem).
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A demonstragdo resulta de proposicdo semelhante sobre sequéncias aplicadaa U {n}=y

{k=1}ru {k} e V {n}=y {k=1}"v_ {k}, que tambem sdo sequéncias (de somas parciais).
A soma ou multiplicagdo de uma série por uma constante ndo altera a natureza da série;

A combinacéo linear de qualquer série com uma série convergente ndo altera a sua natureza

inicial.

Ex: Y {k=1}"{=} (c/k) édivergente para qualquer c[R, pois
_{k=1}"{=} (c/k)=cy_{k=1}"{=} (1/k)

e 3 {k=1}"{=}(1/k) édivergente.

Série de termos positivos, testes de comparagao

Numa série de termos positivos 3 {k=1}"{=}a {k}, como o nome indica, as parcelas
sdo positivas: a_ {k}=20,[k[N.

Uma série de termos positivos converge sse a sua sequéncia de somas parcias for majorada.

Para a demonstragdo note que uma sequéncia de somas parciais de termos positivos é

crescente, logo converge sse for majorada.

Ex: A sequéncia de somas parcias da série exponencial pode ser comparada com a sequéncia
de somas parcias da série geométrica e como (1/ (k!))<(1/(2"{k-1})) para qualquerk,

resulta que
Y {k=1}n(1/(k!))=<y_{k=1}r(1/(2"{k-1}))<2
Logo ¥ {k=1}"{=} (1/(k!)) éconvergente.

A natureza de uma série de termos positivos pode ser determinada por comparagdo com

séries de termos positivos cuja natureza é conhecida.
(Teste de comparagao) Sejay {k=1}"{=}u {k} uma série de termos positivos,

Se Y {k=1}"{«~}v_ {k} for uma série convergente (de termos positivos) e

eventualmente u_(n}<v_{n} entdo 5 (k=1}"{=}u_{k} é convergente;

Se 3 {k=1}"{=}w_{k}foruma série divergente (de termos positivos) e

eventualmente w {n}<u {n} entdoy {k=1}"{=}u {k} édivergente;
Ex: Determine a natureza da série . {k=1}"{=} (1/ (Vk))

Como (1/n)<(1/(Vn)) paraqualquern'N e 3 {k=1}"{=} (1/k) é divergente, logo
> {k=1}"{=}(1/(Vk)) étambem divergente.

A determinagdo da natureza tambem pode ser feita comparando a ordem de convergéncia

das suas sequéncias associadas (u_{n}) e (v_{n}).

(Comparacdo de limites) Sejam 3. {k=1}"{<}u {k} e ¥ {k=1}"{=}v_{k} duas séries

de termos positivos
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Selim {n-«=}((u {n})/(v {n}))=c>0,ousejase (u {n})Je(v {n}), entdo as duas

séries possuem a mesma natureza, ;

Selim {n-=} ((u {n})/ (v {n}))=0,ousejase (u {n})llo(v {n}), entdo se

» {k=1}"{=~}v_{k} converge, ) {k=1}"{~}u {k} converge;

Se lim {n-=} ((u _{n})/ (v _{n}))=+=,ousejase (u {n})lw(v {n}),entdo se
> {k=1}"{=}v {k} diverge, ' {k=1}"{=}u {k} diverge;

Ex: A série p-harménica y {k=1}"{=} (1/ (k"{p})), diverge para p<1 e converge para
p>1

Se p=1 a série é harmonica e diverge como ja visto.

Se p<l entdo n>n"{p} ' (1/n)<(1/(n"{p})), logo, como Y {k=1}"{=}(1/k)é
divergente, . {k=1}"{=} (1/ (k" {p})) tambem serd divergente.

Se p>1 agrupa-se a série da seguinte forma

S {k=1}7{=} (1/ (k" {p}))=(1/ (1~ {p}) )+ ((1/ (2" {p})) +(1/ (3" {p})) )+ ((1/
(A {p}))++(1/ (7 {p1)) )+ ((1/ (8" {p}) ) +[+ (1/ (15~ {p})) )+

e compara-se com a série

Y {k=1}7{=} ((27°{k-1})/ ((2"{k=-1}) " {p}))=(1/ (1" {p}) )+ ((1/
(2°{ph))+(1/ (2" {p})) )+ ((1/ (4" {p}) )+ +(1/ (4" {p}))) + ((1/ (8" {p})) ++(1/
(87{p})))+L

Verifica-se que
Y 1k=1}7{=} (1/ (k" {p})) = ¥ _{k=1}"{=} ((2*{k=-1})/ ((2"{k=1})~{p}))

= 2 _{k=1}"{=}(1/((2"{k-1}) " {p-1}))

145 {k=1}7{=} (1/ ((2"{p-1}) ~{k}))
= 1+(1/(1-2"{p-1}))
= ((2-27{p-1})/(1-2~{p-1}))
Logo) {k=1}"{=}(1/(k"{p})) é convergente para p>1.

Se uma série de termos positivos for convergente, o rearranjo dos seus termos nao altera a

sua natureza.
Isto ndo se verifica em determinadas séries alternadas como se verd mais a frente!
Séries alternadas, convergéncia absoluta e condicional

Séries 3 {k=1}"{=} (-1)"{k}a {k} ou ¥ {k=1}"{=}(-1)"{k+l}a {k} ondea

{n}>0 para qualquer nIN chamam-se séries alternadas.

(Teste das séries alternadas) Em séries alternadas § {k=1}"{«=} (-1)~{k+1l}a {k},se

eventualmente a_{n+1}<a {n} e lim {n-=}a {n}=0, entdo a série alternada converge.
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Para a demonstragdo, somando em s’ todos os termos (em nimero finito) tal que a {k}<0
e a {k+l}>a {k}, renumere a subsequéncia de somas parcias de formaaquea {n}>0e

a {n+l}<a {n} para nlN

Agrupando os termos de uma maneira obtem-se

s _{2n}=(all-all)+ (all-all) +[I-[+ (a_{2n-1}-a_ {2n})
ecomo a {n+l}<a {n} para n[Nentdo 0<sl<s'<[I<s {2n}<[], logos_{2n} é crescente

Agrupando os termos de outra maneira s {2n}=al - (all-all) - (all-all) -[I- (a
{2n-2}-a {2n-1})-a_ {2n}

obtem-se que s {2n}<all para qualquer n''z, logo s_{2n} é limitado.
Resulta que a sequéncia (s {n}) ¢ limitada. Deixe 1im {n-=}s {2n}=sS<al]
Como's {2n+l}=s {2n}+a_ {2n+1}
Entdo 1im {n-=<}s {2n+1}=1lim {n-=}s {2n}=S [l por hipdtese |lim {n-=<}a {n}=0
Entdo para qualquer £>0, existe N >0 tal que se 2n>Nllentdo |s {2n}-S|<e
E tambem existe N >0 tal que se 2n+1>N_entdo |s {2n-1}-S|<e
Se N>max{NL, NL'} entdo se n>N segue que |s {n}-S|<e
Logo 1im {n-«}s {n}=S.
Ex: Asériey {k=1}"{=}(-1)"{k} édivergente pois 1im {n-e=}1#0.
Apesar da soma da série, quando agrupada duma maneira ser nulal

> {k=1}"{e} (-1)"{k} = (-1+1)+(-1+1)+ (-1+1)+0L

0+0+0+[]

Mas, a soma da série quando agrupada de outra maneira, tem outro valor!
> {k=1}"{e} (-1)"{k} = -1+ (1-1)+(1-1)+0L

-1+0+0+0+0J

= -1
O limite da sequéncia das somas parciais ndo existe porque oscila
lim {n-e}) {k=1}»(-1)"{k} ndo existe

Uma série infinita 3 {k=1}"{~}a {k} é absolutamente convergente sse a série 3

{k=1}"{=}|a {k}| for convergente.

Uma série convergente mas ndo absolutamente convergente diz-se condicionalmente

convergente.

Ex: Asériey, {k=1}"{«} (((-1)"{k})/k) é convergente pois 0< (1/ (k+1))<(1/k) para
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qualquer k N e lim {n-«}(1/n)=0.
Mas ndo é absolutamente convergente pois 3 {k=1}"{=} (1/k) é divergente.
Logo ela é condicionalmente convergente.

(Teorema de Riemann) Se uma série for condicionalmente convergente entdo, por um
rearranjo dos termos da série, a sua soma pode ser ajustada para qualquer valor arbitrério e,

mais ainda, pode ser tornada divergente ou até oscilante.

Para a demonstracdo, deixe x_{p} ser a soma dos primeiros p termos positivos e -y_{n} ser a

soma dos primeiros n termos negativos.
Para p~~ e n-= segue que

lim(x_{pl-y_{n})=s e lim(x {p}+y {n})=e
Logo:

lim {p-o=}x {p}= e lim {n-oe}y {n}=e

Para ajustar a soma da série para um valor o, escolha-se o menor pl atéterx {pl}>c. Da
mesma maneira se pode escolher o menor nl] até ter y_{nl}>x {pll}-o. No rearranjo
colocam-se os primieros pl| termos positivos na sua ordem original, seguidos de n'! termos

negativos, tambem na sua ordem original.
SeS {v} éasomade vtermos, entdo

S {v}l<o se v<pll
mas

S {v}>o se pl<v<pli+nl]

Continua-se o processo colocando o terceiro grupo de (pli-pll) termos positivos, onde
p_| € omenorindice tal que x {p}>y {n/}+c e o quarto grupo de (nl-nl) termos

negativos onde n' é o menor indice tal quey {n'l}>x {pl}-o.

Continuando dessa forma, é claro que sep_{r}+n {r}>v>p {r}+n {r-1} entdo S

{v}-o & positivo mas ndo ultrapassao (p {r}+n {r-1})"{th} termo da série.

Enquanto quese p {r+l}+n {r}>v2p {r}+n {r} entdo o-S_{v}é positivo e ndo

ultrapassa o (o {r}+n {r})"{th}termo da série.
Como os termos da série tendem a zero quando v aumenta, tem-se
lims {v}=o

Para tornar a soma divergente ou oscilante, toma-se uma sequéncia divergente ou oscilente

(0_{r}) etomam-se os valoresde pl], nll, ... de maneira a serem os primeiros indices a
satisfazer

x_ {pll}>ol]
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y_{n0}>x_{pll}-ol]
x_{pll}>y_{n(}+ol]
y_{nl}>x {pll}-oll
e assim por diante.

Seumasériey {k=1}"{=}a {k} forabsolutamente convergente entdo ela é convergente

e
12_{k=1}"{=}a_{k}I=<Iy_{k=1}"{=}la_{k}|

Na prova, como la_{k}l é igual a a_{k} ou a -a_{kjtem-se para qualquer k[N que
0<a_{k}+la_{k}I=2la_{k}|

Entao
0=y _{k=1}"{<}(a_{k}+la_{n}[)=2y {k=1}"{=}la_{k}|

Por hipotese e pelo teste da comparagéo, resulta que 3 {k=1}"{«=} (a_{k}+|a {n}]) é

convergente.

Logoy {k=1}"{=}a_{k}=)_{k=1}"{=}(a_{k}+la_{n}[)-3_{k=1}"{~}la_{k}| &

convergente, provando a primeira parte.

Como s=F_{k=1}"{=}a_{k}< ¥ _{k=1}"{=}la_{k} =L

logo S<L

Tambem segue que -S= -3 {k=1}"{«<}(a {k})<Y {k=1}"{~}l-a {k}|=L

logo -S=<L

Das duas desigualdades, S<L e S=-L resulta que ISI<L,
1Z_{k=1}"{=}a_{k}I=I¥_{k=1}"{=}la_{k}|

Outros testes de convergéncia

O teste da razdo ou D'Alembert é Util para determinar a natureza de séries onde o indice

aparece como factorial, bem como para determinar a convergéncia absoluta de uma série:

Sejay {k=1}"{~}u_ {k}uma série tal que u_{k}#0, k[N.

Se lim {n-=}| ((u {n+l})/(u {n})) |=L<1 a série é absolutamente
convergente;

Se lim {n-«=}| ((u {n+l})/(u {n}))|=L>1 ouentdose lim {n-=}| ((u_
{n+1})/(u {n})) |=+=, asérie diverge;

Selim {n-«}|((u {n+l})/(u {n}))[=1 o teste éinconclusivo;
Na demonstracdo, deixe rtal que 1im {n-=} | ((u {n+1})/(u {n})) |=L<r<l
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Eventualmente, ou seja, a partir de algum indice N, tem-se
[ ((u {n+1})/(u {n})) |<r para n>N
Entdo para sucessivos valores N,N+1,... tem-se
[u {N+1}] < Ju_ {N}|r
lu {N+2}| < |u {N+1}|r<|u {N}|r?
0
lu {N+k}| < |u {N}|r~{k} ,0k>1
Resulta que }, {k=1}"{e~}|u {N+k}|<} {k=1}"{e~}|u {N}|r~{k}

Ecomoasériey {k=1}"{«<}|u {N}|r"{k} égeométrica com |r|<1, entdo é

convergente, logo ¥ {k=1}"{=}|u {N+k}|=) {k=N+1}"{=}|u {k}l|é convergente.

Conclui-se que 3 {k=1}"{=}|u {k}létambem convergente pois um nimero finito de

parcelas ndo altera a natureza de uma série.

No segundo caso, se 1im {n-«=}| ((u_{n+1})/(u {n})) |=L>1 entdo existe N tal que
| ((u_{n+1})/(u_{n})) [>10]u_{n+1}|>|u_{n}| para n>N

Logo lim u {n}#0 e ¥ {k=1}"{=}|u {k}| diverge.

Ex: Aplicando o teste da razdo a série ) {n=1}"{«=} (-1) = ((n*)/(3n)), obtem-se

[ ((u_{n+1})/(u_{n})) | = [ (((=1)»0" (((n+1) )/ (30~ 1))/ ((-1)
P ((n®)/(37)))) |

= | ((37(n+1)3)/(30n00Nn3) ) |

(1/3) (((n+l)/n)) >

(1/3) (1+(1/n))>=(1/3)
Logo a série é absolutamente convergente e logo convergente.

O teste da raiz ou de Cauchy ¢é Util para determinar a natureza de séries onde o indice

aparece no expoente, bem como para determinar a convergéncia absoluta de uma série:
Para uma série 3 {k=1}"{=}u {k}
Se lim {n-=}[n]V(lu {n}|)=L<1l asérie éabsolutamente convergente;

Selim {n-=}[n]V(lu {n}|)=L>l ouentdose lim {n-=}[n]V(|u {n}|)=+=,a

série diverge;
Se lim {n-=}[n]V(lu {n}|)=1 o teste é inconclusivo;

(Critério Dirichlet) Seja 3. {k=1}"{<}u_ {k} uma série tal que u_{k}=0, [ /k[N. Calcule-se,

caso exista
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A=lim {n-«~}n”{a}u_ {n}

Se A=0 com o>1 a série é convergente;

Se A#0, += com o>1 a série é convergente;
Se A=+=, com o<l a série diverge;

Se A#0, += com o<l a série diverge;
A prova resulta da comparagdo com a série p-harmoénica y {k=1}"{=} (1/ (n"{a}))

Resumo dos testes de convergéncia

Dado uma série 3 {k=1}"{=}u_ {k}, como decidir de modo eficiente, qual o teste a

aplicar?

Verificar de imediato que se 1im u_{k}#0 a série é divergente, caso contrario ha que

prosseguir com a resolugao.

Identificar com uma das séries notaveis. Podera ser necessario alguma manipulagéao

algébrica.

Se uma série pode ser decomposta numa diferenca de termos de uma Unica sequéncia,

desfasada dum valor fixo k+p, entdo é uma série de Mengoli e pode ser resolvida.

Se nao for uma série notavel mas tiver uma forma parecida, entdo os testes de

comparagdo directa ou dos limites podem ser os mais apropriados.
Se a série é alternada, verificar que se for monétona e lim u_{k}=0 entdo converge.
Se a série envolve factorial e expoentes do indice, entdo o teste da razdo pode resultar.
Se a série envolve expoentes do indice, entdo o teste da raiz pode resultar.

Nao foi abordado o teste de integral, que sera tratado mais a frente,

Conclusao

Com vista a apresentar a integral de Riemann, fez-se uma pequena digressao sobre
somatoérios, somas infinitas e séries numéricas. Testes da natureza de séries. Série de
termos positivos. Séries alternadas, convergéncia absoluta e condicional. Outros testes de

convergéncia.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um maximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliacdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.

Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
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1. Pergunta: Encontre os cinco primeiros elementos de sequéncia de somas
parciais (s_{n}) e obtenha uma férmula para o termo geral s_{n}. Determine
tambem se a série infinita é convergente ou divergente; se for convergente
determine a sua soma: 3 {n=1}"{=}(2/(5°11))

Resposta:

Y {n=1}0(2/(50*))=2+(2/5)+(2/(25))+(2/(125))+(2/(625) ((1562)/
(625))= 2. 4992

s_{n} = ¥ _{i=1}n(2/(57{i-1}))

2y {i=1}=»((1/5))~{i-1}

= 2y _{1=0}n((1/5)) {1}

242y {i=1}r((1/5)) {1}

2+2 ((((1/5)=((1/5))~L*) /(1-(1/5))))

= 2+ (((1-((1/5)))/2))
Calculando o limite
lim {n-e} (24 (((1-((1/5))n)/2)))=2+(1/2)=(3/2)

2. Pergunta: Encontre os cinco primeiros elementos de sequéncia de somas
parciais (s_{n}) e obtenha uma férmula para o termo geral s_{n}. Determine
tambem se a série infinita é convergente ou divergente; se for convergente
determine a sua soma: 3 {n=1}"{«=} ((2n+1)/(n? (n+1)?))

Resposta:

> _{n=1}10((2n+1) / (n? (n+1) ?) ) =(3/4)+(5/ (4L09) ) + (7/ (9L116) ) + (9/
(160025) )+ ((11) /(250036) )= ((35)/(36))

s _{n}=y {p=1}"((2p+tp)/ (p? (pt1l)2?))

Como é uma fragdo de dois polinémios com o grau do numerador menor que o grau do

denominador, buscam-se as fracgdes parciais
((2p+1) / (p? (pt+l)2)) = (A/(p?))+(B/((p+tl)?))
=  ((A+2Ap+ (A+B)p?)/ (p? (ptl) ?))

Comparando coeficientes do numerador, nos dois lados:

A=1
2A=2
A+B=00B=-1
((2p+1) /(p? (p+1) *))=(1/(p?)) - (1/ ((p+1) ?))
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Logo
s_{n} = Yy _{p=1}"((2p+p)/ (p? (p+1)?*))
= 2 {p=1}1((1/(p?))-(1/ ((p+t1)?)))
= (1/((n+2)2))
Calculando o limite
lim {n-e} ( (1/((n+2)2)))=1

3. Pergunta: Encontre os cinco primeiros elementos de sequéncia de
somas parciais (s_{n}) e obtenha uma férmula para o termo geral s_{n}.
Determine tambem se a série infinita é convergente ou divergente; se for
convergente determine a sua soma: 3 {n=1}"{=}cosmn

Resposta:
> {n=1}lcosnmn=-1+1-1+1-1=-

s {r} =3 {n=1}"{r}cosmnn

Y {n=1}"{r}(=1)n
= (((-D)"{r}-1)/2)
Calculando o limite
lim {r—=} (((-1)"{r}-1)/2)=ndo existe [loscila, logo divergente

4. Pergunta: Determine se a série é convergente ou divergente, se for
convergente ache a sua soma: 3 {n=1}"{=} ((3/(27))-(2/(37)))

Resposta:

Y_{n=1}7{=} ((3/(27))=(2/(3"))) = ¥_{n=1}"{=}(1/(2))-2)_ {n=1}"{}
(1/(37))

= 3((((1/2))/(1=(1/2))))=-2((((1/3))/(1-(1/3))))

= ((10)/3)

5. Pergunta: Determine se a série é convergente ou divergente, se for
convergente ache a sua soma: 3 {n=1}"{=} ((sin(4/3)n+3)/ (47))

Resposta:

Y {n=1}"{=} ((sin(4/3)m+3)/(4")) = (3-((¥3)/2))3_{n=1}"{=}(1/(4"))

= ((N3)/2)) ((((1/4))/(1-(1/4))))

-(1/6)VN3

= ((10)/3)
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6. Pergunta: Determine se a série dada é convergente ou divergente: 3
{n=1}"{=} ((cos?n) /(3"))

Resposta:

0<((cos?n)/(37))<(1/(3))

0=y _{n=1}"{=} ((cos?n)/(37))<y {n=1}"{=}(1/(3"))=(1/2)
Logo

Y. {n=1}"{=} ((cos?n)/(3")) converge
Pois a sequencia de somas parcias (termos positivos) é crescente e limitada.

7. Pergunta: Determine se a série dada é convergente ou divergente:
Y_{n=1}"{=}(3/(2n-Vn))

Resposta:
0<(3/2)% {n=1}"{=}(1/n)<y {n=1}"{=}(3/(2n-Vn))
Logo
Y {n=1}"{=}(3/(2n-Vn)) diverge
Por comparagdo com a série harmonica que diverge

8. Pergunta: Determine se a série dada é convergente ou divergente: 3
{n=1}"{=} (1/(3"-cos n))

Resposta:
0<(1/(3m-cos n))<(1/(37-1))<(1/(2n))
0y _{n=1}"{=}(1/(3n-cos n))<y {n=1}"{=}(1/(2"))=1
Converge, por comparagdo com a série geométrica.

9.  Pergunta: Determine se a série alternada é convergente ou divergente
t2_{n=1}"{=}(-1) "0 (n/(2"))

Resposta: > {n=1}"{e} (-1) 0" (n/(2n)) converge pois o termo geral é decrescente

e um infinitesimo

((((n+1)/(220%)))/ ((n/(27)))) = ((2°(n+l))/(20'n))

(((n+l))/(2n))
= (1/2)+(1/(2n))=1
lim {n} (n/(27))=0
tambem converge absolutamente (e logo converge)

lim {n} | ((((n+1)/(220%)))/((n/(27)))) | = lim_{n}| (((n+1)2")/
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(n2rn0t)) |
= lim {n}| ((n+l)/(2n)) |
= (1/2)<

10. Pergunta: Determine se a série alternada é convergente ou divergente
: Y {n=1}"{=}(-1)*(1/((n+l)1n(n+1)))

Resposta: 3 {n=1}"{=} (-1)=[]* (1/((n+1l)1ln(n+l))) converge pois o termo geral é

decrescente e um infinitesimo

(1/((n+2) In(n+2))))/ ((1/ ((n+1)In(n+1)))))=(((n+1l)In(n+l))/ ((n+2)
In(n+2)))<1

1im {n-e=} (1/((n+1)1n(n+1)))=0

11. Pergunta: Determine se a série alternada é convergente ou divergente
S_{n=2}"{=} ((V(n+1))/(n-1))

Resposta: 3 {n=2}"{=} ((V(n+1l))/(n-1)) diverge, pelo teste de comparagdo com a

série harmodnica
Iim {n} ((( (N(n+1))/(n=1)))/((1/n)) )=1lim {n} ( (nV(n+1)) / (n-1) )=+

Nao é uma série de Mengoli, pois apesar de poder ser separada em fracgdes parciais,

estas nao sdo desfasamentos de uma mesma sequéncia:
Y _{n=2}"{=} ((N(n+1))/(n-1)) = F_{n=3}"{=} ((¥n)/(n-2))
= ¥ _{n=3}"{=}(1/(2(Vn=-N2)) ) +3_{n=3}"{=} (1/ (2 (\n+V2)
As fracgdes parciais deste exercicio foram calculadas da seguinte maneira:

((¥n) /(n=2)) = ((Vn)/ ((V\n=-N2) (¥n+V2)))

(Vn=-v2)))+(B/ ((¥n+\2)))
=  (((A-B)V2+ (A+B)Vn)/ (n-2))

A-B=0

A+B=1

A=(1/2)=

12. Pergunta: Determine se a série dada é absolutamente convergente,

condicionalmente convergente ou divergente: ¥ {n=1}"{=} ( (cosmn) /n)
Resposta: 3. {n=1}"{=} ((cosun)/n) é condicionalmente convergente
Y, {n=1}"{=}| ((cosun)/n) =) {n=1}"{=}(1/n) nao converge
Mas

Y. {n=1}"{«} ((cosmn)/n)=y {n=1}"{=}(-1)"(1/n)
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E convergente pois o termo geral é decrescente e um infinitesimo
(((1/(n+1)))/((1/n)))=(n/(n+l))=1

lim {n}(1/n)=0

13. Pergunta: Determine se a série dada é absolutamente convergente,
condicionalmente convergente ou divergente: 3 {n=1}"{«=} (((2n-1)!)/
((3n=2) 1))
Resposta: 37 {n=1}"{«} (((2n-1)!)/((3n-2)!)) converge por comparagdo com a

série 2-harmoénica ). {n=3}"{«=} (1/ ((n-2)?)) que converge.
(((2n=1)1)/((3n-2) 1)) = ((102030000(2n-1)) / (102030000 (3n-2) ) )
= (1/((2n)0J(3n-2)))=(1/(n(n-2)))<(1/((n-2)?)) para n>2
> {n=3}"{=}(1/((n-2)?))=y {n=1}"{=}(1/(n*)) converge
Actividade 3.3 - Area de regides fechadas e teorema fundamental do Calculo
Introducao

Célculo de area de regides fechadas no plano. Integral definida e suas propriedades.
Teorema de valor médio para integrais definidas. Teoremas Fundamentais do Calculo.
Aplicagbes da integral definida: Célculo de area de figuras planas, volume de sélidos por
corte, disco circular e por invélucros cilindricos, comprimento de arco, momento de massa e

centréide de regido plana.
Detalhes da atividade
Célculo de area

Recorde-se as areas das principais figuras planas regulares (tridngulares):

Quadrade Rectdngulo

Azaxo=a @ Az axb

Tridngulo Paralalograme
s [/
=2 Az bxh

B b

Por decomposicdo em quadrados ou triangulos consegue-se calcular a area de figuras mais

complexas:
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O calculo da area de figuras planas é conhecido como quadratura.

A quadratura do circulo é um problema antigo: Como construir um quadrado, apenas com

a régua e 0 compasso, que possua a mesma area que um dado circulo?

e

/ N

N

Os problemas geométricos passiveis de resolugdo apenas com régua e compasso, equivalem

a solugdes de polinédmios com coeficientes inteiros ou racionais.

Em 1882, Lindemann demonstrou que  é transcendente, ou seja, ndo é solugdo de
polinémios com coeficientes inteiros ou racionais, logo a quadratura do circulo é um

problema de solugdo impossivel.

A drea do circulo pode entretanto ser calculado, como demonstrou Arquimedes, como um

limite de aproximagdes sucessivas.

n=7

O calculo de limites permite determinar a area de qualquer figura plana delimitada por

curvas rectificaveis.
Antes, algumas defini¢des:
Uma parti¢do (ou malha) de um intervalo [a,b], representado por P, € um conjunto
P={xl=a,xl],...,x {n-1},x {n}=b}
de pontos do intervalo tal que
x[=a<x[<x[K[<x {n-1}<x {n}=b

A norma de uma parti¢do, denotado por [PLI, é o comprimento do maior subintervalo da
particao.

Chama-se particdo regular de um intervalo [a,b] aquelas onde os subintervalos possuem

todos o mesmo comprimento, designado por passo da malha h=(b-a) /n.
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A drea A da regido delimitada por uma fungéo f(x) continua e positiva num intervalo [a,b],

pelo eixo x (funcdo nula) e pelas rectas x=a e x=b, como delimitado na figura,

>

é calculada pela decomposicdo em rectangulos:
1. Construir uma partigdo P de [a,b];

2. Encontar em cada subintervalo [x_{i-1},x_{i}] o méximo M_{i} e minimo m_{i},
cuja existéncia é garantida pelo teorema de Weierstrass:

M_{i}=max f(x) x_{i-1}=x=<x_{i}

m_{i}=min f(x) x_{i-1}=x<x_{i}

3. Enquadrar a area A entre as somas superior e inferior de Riemann:
o {i=l}rm {i}A {i}x<A<y {i=1}°M {i}A {i}x onde A {i}x=x_
{i}-x {i-1} e 1i=1,...,n

Mg — S
g L1
iy P
|

s
LT ) — —— |

. mg | ]_'_ 1]

V2w ws my 25 76 7 28 T1 T2 T3 T4 Ty T6 Tr T8

4. Como a fungdo é continua, os limites das somas superior e inferior de

Riemann sao iguais entre si, logo ambas s&o iguais & area que se pretende
calcular:

lim {n-=}y {i=1}"m {i}Ax {i}=lim {n-=}y {i=1}"M {i}Ax {i}=A
Ex: Calcular a area da regido limitada pela curva y=x2, o eixo x e a recta x=3.

Com uma particdo regular do intervalo [0,3] em n subintervalos iguais de comprimento

Ax=((3-0) /n)=(3/n), tem-se que x_{i-1}=(i-1)Ax e m {i}=((i-1)
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Ax) 2=(1-1)2(9/ (n?))
Entao

A = 1lim {n-o«}) {i=1}"m {i}Ax {i}

lim {no=}y {i=1}»(i-1)2(9/(n2)) (3/n)

lim {n-e} ((27)/(n?))y_{i=1l}n(i-1)?
= lim {n-«}((27)/(n?)) [ ((n(n+l) (2n+1))/6)-2((n(n+l))/2)+n]
=9

Integral definida e suas propriedades

Uma funcgéo f(x) é (Riemann) integravel num intervalo [a,b] se existir um nimero L que

satisfaz a condic&o limite:

[e>0,18>0:018, [ANKS]| 1im_{n-=}y {i=1}nf(§_{i})Ax {i}-L|<e, onde
x {i-1}<g {i}<x {i}

Nestas condicdes escreve-se
lim {n-=}y {i=1}"f(§ {i})Ax {i}=L
Se uma funcéo for continua num intervalo [a,b] entdo ela é (Riemann) integravel.

Se uma fungao possuir descontinuidades removiveis (ou de salto) em apenas um niimero

contavel de pontos, entdo ela é ainda assim Riemann integravel.

Existem fungdes que ndo sao (Riemann) integraveis, ou seja, onde o limite superior e o limite
inferior de Riemann s&do diferentes. Entretanto existe uma definicdo mais geral de integracdo

(Lebesgue) para estes casos.

Se uma funcéo for integravel no intervalo fechado [a,b] entdo a integral definida de f de a até

b, é dada por

S {a}™{b)f(x)dx=1lim {n-=}y {i=1}nf(§ {i})Ax {i} onde
x_{1-1}<g_{ir=x_{i}

se o limite existir.

Ex: Calcular a integral definida de f (x) =x® de x=1 até x=2

Para uma particdo regular de [1,2] toma-se Ax {i}=((2-1)/n)=(1/n)
Para o i-ésimo argumento de f toma-se € {i}=x {i}=1+iAx {i}
Entdo

lim {no=}y {i=1}nf(§ {i})Ax {i} = lim {n-=}¥ {i=1}"(1/n)
(I+(i/n)) >3

= lim {n-o=}y {i=1}"((1/n)+((31)/(n*))+((31%)/(n?))+((i?)/(nl)))
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= 1+1im {n-=} ((3(n+l))/(2n))+lim {n-=} (((2n+l) (n+l))/
(2n?))+lim_{n-=} (((n+l)?*)/(4n?))

= 1+(3/2)+1+(1/4)
= ((15)/4)

A area de uma regido delimitada por uma funcao f(x) (Riemann) integravel e positiva num
intervalo [a,b], pelo eixo x (fungdo nula) e pelas rectas x=a e x=b, é redefinidas como a
integral definida de f(x) desde a até b

A= {a}"{b}f(x)dx
Listam-se algumas propriedades das integrais definidas num intervalo [a,b]:

o [ {a}™{b}f(x)dx=f {a}"{b}f(u)du=s {a}"{b}f(t)dt independente do

simbolo mudo da variadvel de integracéao;

S {a}t~{a}f(x)dx=0

J_{a}"{b}f(x)dx=-J_ {b}"{a}f(x)dx

e / {a}”{b}f(x)dx=/_{a}"{c}f(x)dx+S_{c}"{b}f(x)dx= para cll[a,b]

J_{a}"{bl}kdx=k (b-a) para k constante

o J {a}”{b} (af (x)+Bg(x))dx=aS {a} " {b}f(x)+BS_{a}"{b}g(x)dx

(linearidade)

e Se f(x)2g(x),Ix[1[a,b] entéo fﬁ{a}A{b}f(x)2f7{a}A{b}g(x)dx

® Se m<f(x)sM,[x[l[a,b] entdo m<(1l/((b-a)))/S {a}"{b}f(x)dx<M
Teorema de valor médio para integrais definidas

Na ultima propriedade listada, o nimero (1/((b-a))) | _{a}*{b}(x)dx pode ser interpretado
como o valor médio de f em [a,b], sendo igual a altura de um recténgulo de base (b-a) e com

area igual a drea da integral definida:

o] > X

(Valor médio para integrais) Se a funcéo f for continua no intervalo fechado [a,b], existe um

numero x[ [a,b] tal que

J_{a}™{b}f(x)dx=£ (X) (b-a)
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Na demonstracdo verifica-se que se f(x) € uma fungdo continua num intervalo fechado, entéo,

pelo teorema de Weierstrass, f tem pontos de maximo e de minimo no intervalo [a,b]
m<f (x)<M,[Ix[1[a,b]

Pela ultima propriedade listada,
m< (1/((b-a))) f_{a}"{b}f(x)dx<M

Pelo teorema de Bolzano, f(x) atinge todos os valores entre 0 méximo e o minimo, logo existe

um ponto ¥ [a,b], tal que
f(x)=(1/((b-a))) s {a}"{b}f(x)dx
Os teoremas fundamentais do Célculo (TFC)

A drea duma regido, cujo valor é dado pela integral definida |_{a}\b}f(x)dx, depende

apenas dos bordos dessa regido, ou seja de f(x) e dos extremos a e b.

Consequentemente, se x [a,b] for a posi¢do de um bordo mével, entdo a area de bordo

moével
F(x)=/ {a}"{x}f(t)dt

define apenas a porgdo R da érea entre a e x

ol a x b !

Por convencéo o simbolo (x) é usado para representar a posicdo do bordo moével e o simbolo

mudo da integral definida passa a ser t.

(Primeiro TFC) Seja f € uma funcdo continua no intervalo [a,b] e a funcdo cumulativa F(x)=]_

{a}”{x}£ (t)/dtonde x[a, b]. Entdo tem.se que

Na demonstragéo, como
F(x+h)=/ {a}"{x+h}f(t)dt
=/ {a}l"{x}f(t)dt+/ {x}"{x+h}f(t)dt
Entdo pelo teorema do valor médio para integrais definidas,
F(x+h)-F(x) = J {a}"{x+h}f(t)dt-J {a}"{x}f(t)dt

= J {x}"{x+h}f(t)dt
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= f(x)h para algum x[/[x,x+h]
Segue pois que

F'(x) = 1lim {h-0} ((F(x+h)-F(x))/h)

lim {h-0} ((£(x)h)/h)
= £ (x)
Ex: Tem-se que (d/ (dx)) (f {a}"{x}1ln tdt)=1n x

Mas para calcular (d/ (dx)) (s {a}"{e”{x}}1n tdt) é preciso fazer primeiro uma mudanga

de variavel
u=e™{x}((du)/ (dx))=e"{x}

(d/(dx)) (y_{a}~{e”{x}}1n tdt) = (d/(du)) (S_{a}"{u}ln tdt) ((du)/
(dx))

(In e~ {x})e"{x}
= xe™{x}

O segundo TFC estabelece a ligagdo entre a integral definida com a primitiva duma forma

diferencial exacta.

(Segundo TFC ou regra de Barrow) se f (x) dx for uma forma exacta num intervalo [a,b], ou

seja, se existir uma funcdo F(x) tal que dF(x)=f(x)dx, entdo
J_{a}"{b}f (x)dx=F (b)-F (a)

Na demonstracdo, deixe F(x) ser tal que dF(x)=f(x)dx

Por definicdo de derivada exterior tem-se que
(d/ (dx)) F (x) =£f (x)

e pelo primeiro TFC
(d/ (dx)) (y_{al"{x}Ef(t)dt)=£f(x)

Entdo a diferenca entre os dois sé pode ser uma constante

F(x)=/ {a}"{x}f(t)dt+c

Como

F(a) = J {a}l"{a}lf(t)dt+c = ¢
e

F(b)=/ {a}"{b}f(t)dt+c
Entao

F(b)-F(a)=/_{a}"{b}f(t)dt

O segundo TFC, permite calcular dreas apenas com recurso a primitivas, sem recorrer ao
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limite de somas de Riemann!

Ex: Calcular a area da regido limitada pela curva y=x?, o eixo x e a recta x=3.

Como a primitiva é dada por fx?dx=( (x*) /3) +c, a area calcula-se
SO3x2dx=((33%)/3)=9

Ex: Calcular a integral definida de f (x)=x* de x=1 até x=2

Como a primitiva é dada por fx*dx=( (x]) /4) +c, a integral definida calcula-se
JUEx2dx=((201) /4) = ((11)) /4)=4-(1/4)=((15) /4)

Aplicagbes da integral definida

Célculo de érea de figuras planas

A soma de Riemann calcula uma é&rea sinalizada.

Se o sinal da funcéo varia no intervalo [a,b], o sinal da area varia de maneira

correspondente.

o\ f
ff 0 \\

¥, N,

Ex: A drea dada por /1" {2n}sin x=-cos2mn- (-cos0)=0 pois enquanto /" {m}sin x=1

a outrametade [ {m}"{2m}sin x=-1

A drea de uma regido do plano xy delimitada por curvas que sao gréficos de fungdes f(x) e

g(x) num intervalo [a,b] é dada por
A= {a}™{b} (f(x)-g(x))dx

sendo positiva nas regides onde £ (x) >g (x) e negativa caso contrario.
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A'integral definida | {a}"{b}f (x)dx é um caso especial em que g (x)=0,[x/[a,b] éa
funcéo nula.

Ex: A drea delimitada pelas curvas y=x? e y=-x?+4x é dada por

U2 ((=x2+4x) -x2)dx = [[I?2 (-2x?+4x)dx

[-(2/3)x°+2x2 ] {(x=2}-[-(2/3)x>*+2x?] {x=0}
= -((16)/3)+8
= (8/3)

Os limites da integragao correspondem as abcissas dos pontos de interseccdo das duas

curvas.

No célculo de drea de uma regido do plano xy delimitada por curvas simples dadas por
equagdes nas variaveis (x,y), as curvas podem coincidir com graficos de fungdes (implicitas)

apenas em regides verticalmente simples (faixas verticais) onde é possivel calcular (f(x)-g(x))dx

— (3, —2)
- H=fzh':'

ou regides horizontalmente simples (faixas horizontais) onde é possivel

calcular (h(y)-k(y))dy

¥
s x = h(y)
o, 4)4 |
| x = k(y)
Ll >
C)—
(3, —2)

Ex: A 4rea da regiao delimitada pelas equagbes 2x-y?-2=0 e x-y-5=0
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A intersecgdo das duas curvas é obtida substituindo y=x-5 na primeira equacao e resolvendo
2x-(x-5)*-2=0
obtem-se x=3 e x=9

A equagdo 2x-y?-2=0 define implicitamente duas fun¢des: y=V (2x-2) e y=-V(2x-2)

ambas no dominio [1,+e0)
A drea calculada nas duas regides verticalmente simples x[1,3] e x2[3,9] resulta em
A = JI1P (N (2x-2) - (-V(2x-2)) ) dx+ 1 1(V(2x-2) - (x-5) ) dx

= [(2/3) (2%x=2)~{(3/2) } 1>+ [(1/3)
(2x-2)~{(3/2) }1UO-[ ((x?) /2) =5x] 10

= 18
A area calculada na Unica regido horizontalmente simples y[/[-2, 4] resulta em
A=JOHO ((y+5) = (((y?) /2)+1))dy=[((y?) /2) +4y=((y?) /6) ][I=18
Volume de sélidos por corte, disco circular e por invélucros cilindricos

Sélidos cilindricos sdo obtidos pela extrusdo do interior de uma regiado R delimitada por

uma curva, desde um plano a outro plano paralelo.

Se a extrusao for perpendicular aos planos paralelos, o sélido cilindrico diz-se reto.

\‘_/(
— D

Se a area da regido R for invariante na extrusdo, o volume V do sdlido é a drea da base A

multiplicada pela altura h do sélido (comprimento da extrusao).
V=Ah

Se em cada etapa da extrusdo, a curva se deformar de maneira continua, a area A(x) de um

corte do solido depende da posicdo x da extrusao e o volume do sélido é dado por
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V=" {h}A (x)dx

Mesmo que a extrusdo nao seja perpendicular, o volume do sélido é dado pela mesma
férmula, se h for medido perpendicularmente aos planos paralelos, pois pelo principio de
Cavalieri, se a area do corte for igual em todas as etapas, o volume dos dois sélidos tambem
é igual.

Ex: Use um corte para encontrar o volume de uma pirdmide reta cuja altura é h e o quadrado
de base tem lado s.

Pela proporgédo de tridngulos, o corte a uma posigao y da base é um quadrado de lado igual

a (s/h) (h-x), logo a area do corte nessa posicdo é A (y)=((s?)/(h?)) (h-x)?.

O volume da pirdmide quadrangular reta é dado por

\4 SO~{h} ((s?)/(h?)) (h-y) 2dy
= [-((s?)/(h?)) (((h-y)?*)/3)] {y=0}"{y=h}
= (1/3)s?h

Um sélido de revolugdo é obtido pela rotagdo de uma regido num plano em torno de um

eixo de revolugdo que pode ou ndo interceptar essa regido.

Tomando elementos de area perpendiculares ao eixo de revolugdo, o elemento de volume
é um disco circular cujo raio varidvel é dado pela funcéao f(x), e o volume pode ser calculado
por
V=nS_{a}"{b}[f(x)]?dx

¥
}'=\-"rt

Ex: O volume de um sélido obtido pela rotagdo em torno do eixd-de x, de uma regido sob a
curva y=yx, desde 0 até 1, é dado por

V o= St [Vx]2dx

ofltxdx

n[ ((x?)/2)]10°
= (r1/2)

Se o elemento de area perpendicular ao eixo de revolugdo nao se interceptar com o eixo
de revolucdo, o elemento de volume é um anel circular com raios interior e exterior variavel

dados pelas fungbes £ (x) e g(x), O volume pode ser calculado por
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V=n/_{a}l"{b} ([£(x)]?-[g(x)]?)dx

Ex: O volume da regido R delimitada pelas curvas y=x e y=x? e rodada em torno do eixo

do x, é dado por
V = nf {a}™{b}((x)?-(x?)?)dx

= [ ((x?)/3)-((x[)/5) 10"

((2m) / (15))

Tomando elementos de area paralelos ao eixo de revolugdo obtem-se um invélucro cilindrico,

a uma distancia x do eixo de revolugdo, com altura variavel f(x) e cujo volume é dado por

v=2nf {a}"{b}xf(x)dx

Ex: O mesmo volume de um sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo de x, de uma
regido sob a curva y=y/x, desde 0 até 1, agora calculado por invélucros cilindricos (shells),

resulta em
V = 2ofilty (1-y?)dy

= 2n[((y*)/2)-((yl)/4) 10"

= (nn/2)
Y4 shell height=1—y?
11 s —
y
| d—
x= J’f»/ shell =
radius=y
| | p
0 1 U=

Comprimento de arco

O comprimento de arco do grafico de uma fungdo £ (x) no intervalo [a,b], é calculado pelo
mesmo método de aproximagéo infinitesimal j& usado para calcular derivadas e areas. Com

uma parti¢do do intervalo [a,b], com norma AL}, somam-se o comprimento dos segmentos
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]
Ola=r, Xy X3 Xy Xi-1 Xy Tpm1 T =bh

X

No limite quando [IAll o para zero, o comprimento do arco é dado, se o limite existir, por

L=lim {0AC-0}Y {i=0}"|P {i}-P {i-1}|

{1’1.1.‘;]

(Il'—ljyi—i)

Como IP_{i}-P_{i-1}| pode ser estimado, com auxilio do teorema de valor médio aplicado a f(x)

no intervalo [x_{i},x_{i-1}], por
IP_{i}=P_{i-1}] = V((A_{i}x)?+(A_{i}y)?)
= V((A {i}x)2+(£f'(x {i})A {i}x)?) onde x {i}0[x {i},x {i-1}]
= V(I+ (£ (x_{1}))?)b_{i}x
O comprimento do arco é dado pela integral de Riemann

L=/_f{a} " {bIV(1+[f' (x)]2)dx

O

Ex: O comprimento do arco da curva y=x"{ (2/3) } do ponto (1,1) a (8,4) é dado por
L = SION(L+((2/3)x"{-(1/3)})?)dx

= (1/3) SUOC(N (9% {(2/3) }+4)) /(x~{(1/3) }))dx

188



Unidade 3. Cdlculo integral em

Pelo método de substituicdo

u = 9x"{(2/3)}+4
du = 6x"{-(1/3)}dx
obtem-se
L = (1/(18)) fOdriun{(1/2) }du

= (1/(27)) [407{(3/2)}-13"{(3/2)}]
~ 7,6
Momento de massa e centréide de regido plana

Considere uma lamina homogénea de densidade uniforme k em toda uma regido plana

delimitada pela curva y=f(x), pelo eixo x e pelas rectas x=a e x=b.

Y

O

A massa total da lamina é dada por
M=kS {a}"{b}f(x)dx
O momento de massa da lamina L depende do eixo escolhido
- em relagdo ao eixo de rotagdo y é dado por
M _{y}=kJ_{a} " {b}xf(x)dx
- em relagdo ao eixo de rotagdo x é dado por
M {x}=(k/2)J_{a}"{b}[f(x)]%dx

O centro de massa da ldamina é independente da densidade e por isso é designado de

centréide, sendo dado por

x = ((M_{yhH/M=(0_{a}t " {b}xf(x)dx)/ (J_{a}"{b}f (x)dx))

(M_{x})/M)=((S_{a}"{b}[f(x)]%dx)/(2/_{a}"{b}f (x)dx))

=
I
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Conclusao

Nesta unidade foi definida a Integral de Riemann e suas propriedades, apresentaram-se
teoremas importantes nomeadamente o Teorema de valor médio para integrais definidas

e os teoremas Fundamentais do Célculo. Foram estudadas aplicagdes da integral definida:
Calculo de éarea de figuras planas, volume de sélidos por corte, disco circular e por invélucros

cilindricos, comprimento de arco, momento de massa e centréide de regido plana.
Avaliacao

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de

avaliagdo de 1 hora, sem consultas.

Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagdo de cada teste, mudando as parametros e

dados de base para evitar colagens.
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.

1. Pergunta: Use o método da aproximagao infinitesimal para calcular a area
dareg@c>de“nﬂtada[aory:x3+3, eixo x, e recta x=0 e x=2;

Resposta:
A_{i}x=((2-0)/n)=(2/n)
A {i}x=x {i}-x {i-1}
x {i}=iA {i}x=((2i)/n) para i=1,...,n

Pode-se usar tanto f(x_{i}) como f(x_{i-1}) para a altura dos rectangulos, e A {i}x paraa

base dos rectéangulos:

A = lim {no=}y {i=1}f(x {i})A {i}x

lim {n-=}y {i=1}n»(x_{i}°+3)A {i}x
= lim {n-e=}y {i=1}"((((21)/n))3*+3) (2/n)

= lim {no=}y {i=1}7((16i°)/(n0))+1lim {n-=}y {i=1}"(6/n)

lim {n-=} ((16)/(nl)) ((n? (n+l)?)/4)+1lim {n-=} (6/n)n
= 446
= 10

2. Pergunta: Encontre a drea exacta da regido delimitada por y=x*, y=0,

x=1 e x=2
Resposta:

J2x3dx = O((x[)/4)102

((20) /4) - ((10) /4)

= 4-(1/4)
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= ((15)/4)

3. Pergunta: Encontre a 4rea exacta da regiao delimitada por y=(1/x), y=0,

x=3 e x=4
Resposta:
SO0(1/x)dx = Oln x]00
= 1n4-1n3
= 1n(4/3)

0.28768

4. Pergunta: Encontre a area exacta da regido delimitada por y=(1/x), y=0,

x=3 e x=4
Resposta:

S {-(z/6)}"{(/3)}tan xdx
Como encontrar [tan xdx ?
Observe a derivada exterior

dsec x=sec xtan xdx
Logo

tan xdx=((dsec x)/(sec x))=dln|sec x|
Entdo

[tan xdx = [dInlsec xl

= Inlsec xl+c
Dai se obtem a area solicitada

S {=(m/6)}"{(n/3)}tan xdx = Uln|sec x|] {-(u/6)}"{(n/3)}

= ln|sec(n/3) |-1n|sec—(1/6) |
= In2-1n
= 1nV3
= 0.54931
5. Pergunta: Use o teorema do valor médio para integrais para provar a

desigualdade 112 (1/ (x?+4))d=x<(1/2)

Resposta: No intervalo [0,2], a fungédo situa-se entre 0< (1/ (x2+4))<(1/4), entdo o valor

médio da funcdo tem de estar entre os mesmos valores:

OS ((SO2(1/ (x244))dx) / (2=0))<(1/4)00< 02 (1/ (x2+44) )dx<(1/2)
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6. Pergunta: Encontre o valor médio da fungdo f(x)=x dada no intervalo [-1,2],
e indique um ponto x onde £ (x) atinge esse valor médio.

Resposta:

SJO2xdx = ((x?)/2) 1002

= ((22)/2)-(((=1)*)/2)
= 2-(1/2)
= (3/2)
f(x) = (((3/2))/(2-(-1)))
= (1/2)
x=(1/2)
7. Pergunta: Calcule as derivadas das integrais de bordo moével (d/ (dx))

(SOMN(xIN (4+tl]) dt)
Resposta: V (x[1+4)

8. Pergunta: Calcule as derivadas das integrais de bordo mével (d/ (dx))
(J_{x}*N(1+tl)dt)

Resposta: -V (x/ +1)
e) (d/(dx)) (J_{-x}"{x?}cos(t?+1)dt)

9. Pergunta: Deduza a formula para o volume de um cone circular recto com
h unidades de altura e a unidades de raios de base, usando um corte.

Resposta: Colocando o vértice do cone sobre a origem e o eixo do cone no eixo de x, o raio

do cone é dado por £ (x)=(a/h)x eadareadocorte én((a/h)x) ?, logo
vV = fO*{h}o((a/h)x)2dx

= ((ma?)/(h?))0((x*)/3) 10" {h}

((ma?)/(h?)) ((h?)/3)
= ((ma*h)/3)

10.  Pergunta: Calcule o volume do sélido gerado pela rotagdo da regiao
limitada por um arco da curva do seno em torno do eixo de x.

Resposta:

M m}omsin?xdx = (no/2) 0N} (1-cos2x)dx

(n/2) (x-((sin2x)/2) )" {m}

((m?)/2)
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Nota: as tres formulas triginométricas basicas de apoio ao calculo integral de fungoes

trigonométricas:
cos™{x}+sin?x=1
cos(a+b)=cos acos b-sin asin b
sin(a+b)=sin acos b+sin bcos a
A partir da férmula da soma, quando a=b obtem-se usado em cima na substituicdo

sin?a=(1/2) (1-cos2a)

Resumo da Unidade 3

Nesta unidade apresentaram-se as ferramentas indispensaveis na aplicacdo do método do
célculo: as primitivas de fungbes elementares, a integral de uma forma diferencial, o teorema
fundamental do célculo, as técnicas de integragéo, a integral de Riemann, a interpretacéo
geométrica da integral de Riemann e o célculo de areas e volumes elementares usando a

integragao.

Tambem foram apresentadas algumas aplicagdes, nomeadamente o célculo de 4rea de
figuras planas, volume de sélidos por corte, disco circular e por invélucros cilindricos,

comprimento de arco, momento de massa e centréide de regido plana.
Avaliacao da Unidade 3
Instrucoes

Agrupe um minimo de 5 e um méaximo de 10 das perguntas seguintes em cada teste de
avaliagdo de 2 horas, sem consultas.Escolha perguntas-tipo diferentes na preparagéo de

cada teste, mudando as parametros e dados de base para evitar colagens.
Critérios de avaliacdo
Cada pergunta vale entre 10% e 20%, conforme o nimero de perguntas seleccionadas.
Avaliacdo
Seguem perguntas- tipo, com as respectivas solugdes detalhadas:
Da Unidade 3.1
1. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: | (3-2t+t?)dt
Resposta:
J(3-2t+t?)dt=3t-t?+((t?)/3)+c
Verificacdo: (d/ (dt)) (3t-t2+((t?)/3)+c)= t?-2t+3

2. Pergunta: Efectue asseguintes primitivagdes: J ([3]1V (x)+(1/([3]1V(x))))
dx
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Resposta:

JOBIN(x)+(L/([31V(x))))dx = S (x~{(1/3) }+x"{-(1/3)})dx
= ((xM{(4/3) 1)/ ((4/3)))+((x~{(2/3)})/((2/3))) +c
= (3/4)x[3]1V(x)+(3/2) [3]1V(x2) +c

Verificacdo: (d/ (dx)) ((3/4)x[31V(x)+(3/2) [3]1V(x2)+c)= [3]1V(x)+(1/
([31V(x)))

3. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: sx* (2-x?) ' 2dx
Resposta: fx? (2-x?) ' 2dx
Deixa u=2-x?[ldu=-2xdx

x3(2-x2)t2dx = —-(1/2) fx?(2-x?)1'?2xdx

-(1/2) f(2-u)u*?du

= —-(1/2)f(2u*?-u*?)du

=(1/2) ((2u*?)/(13))+(1/2) ((u*l))/(14))+c

(((2-x2) L) /(28)) = (((2-x2)*2)/(13)) +c
= (2-x%) "2 ((((2-%x7))/(28))-(1/(13))) +c
Verificagdo: (d/ (dx)) ((2-x2) 23 ((((2-x2))/(28))-(1/(13)))+c)= x> (x?-2)12
4. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: s ( (x*dx) / (V(1-2x?)))dx
Resposta: S((x3dx)/ (N (1-2x2)))dx
Deixe u=1-2x2[ldu=-4xdx
J(x3dx) / (N(1-2x2))) = = (1/4) ((x? (-4xdx))/ (N (1-2x2)))

= —(1/4) 5 (((((1-u))/2)du)/ (Vu))

-(1/8) 5 (u™{-(1/2) }-u~{(1/2)})du

-(1/8) (((u™{(1/2) })/ ((1/2))) = ((u~{(3/2)})/((3/2)))) +c
= - ((Vu)/4)+(1/(12))V(u) +c
= - ((V(1-2x2))/4)+(1/(12))V((1-2x2)3) +c

Verificacdo: (d/ (dx)) (= ((V(1-2x2))/4)+(1/(12))V ((1-2x2)3)+c) =((x3)/
(V(1-2x2%)))

5. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes:  ( (x*)/ ((1-2x1)[))dx

Resposta: / ((x?)/ ((1-2x[)[))dx
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Deixe u=1-2xllldu=-8x3dx
J(x®)/((1-2x0) ) )dx = =(1/8) [ (((-8x3dx))/ ((1-2x[1)]))
= - (1/8) [ ((du)/ (ull))

-(1/8) fulllldu

-(1/8) ((ulll)/(-4))+c

= (1/(32(1-2x[0)[)) +c
Verificagdo: (d/ (dx)) ((1/(32(1-2x)[))+c)= ((x2*)/ ((1-2x)[]))
6. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: | (tan2x+cot2x) *dx
Resposta:
S (tan2x+cot2x) ?dx = [ (tan?2x+2tan2xcot2x+tcot?2x)dx

ftan?2xdx+[2dx+fcot?2xdx

= (1/2)tan2x-x-(1/2)cot2x-x++2x+cC

(1/2)tan2x-(1/2)cot2x+c
Pois cada uma das primitivas resulta em:
ftan?2xdx = [(sec?2x-1)dx
= (1/2)tan2x-x+c
fcot?2xdx = [(csc?2x-1)dx
= - (1/2)cot2x-x+c
Verificagdo: (d/ (dx)) ((1/2)tan2x-(1/2)cot2x+c)= cot?2x+tan?2x+2
7. Pergunta: Efectue as seguintes primitivagdes: J ( ((Vx-1)2)/ (Vx))dx
Resposta: s (((Vx-1)2)/(Vx))dx = [((x-2Vx+1)/(Vx))dx

= J(x*{(1/2)}-2+x"{-(1/2) })dx

((x™M{(3/2) 1)/ ((3/2)))=2%+((x™{(1/2)})/((1/2)))+c
= (2/3)xVx-2x+2Vx+c

Verificacdo: (d/ (dx)) ((2/3) xVx-2x+2Vx+c)= (1/ (Vx)) (Vx-1) 2
8. Pergunta: Encontre a solugao da equagdo diferencial:

((dy) / (dx))=3x2+2x-17
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Resposta:
((dy) / (dx))=3x>+2x-7
dy = (((dy)/(dx)))dx

= (3x?+2x-7)dx

d(x*+x?2-7x)
Logo
y=x3*+x?-Tx+c
Verificagdo: (d/ (dx)) (x?+x2-Tx+c)= 3x2+2x-7
9. Pergunta: Encontre a solugao da equagdo diferencial:
((d2y)/ (dx?))=5x2+1
Resposta: ((d?y)/ (dx?))=5x2+1(d/ (dx)) (((dy)/ (dx)))=5x2+1
Deixe
((dy) / (dx))=u
Logo
((du) / (dx))=5x2+1
Resolvendo a primeira equagdo de 1° ordem
du = (((du)/(dx)))dx

= (5x?+1)dx

d((5/3)x3+x)
Logo
u=(5/3) x> +x+cl]
Substituindo u
((dy) / (dx))=(5/3)x*+x+cl]
Resolvendo a segunda equagao de 1* ordem

dy = (((dy)/(dx)))dx

((5/3)x3*+x+cl])dx
= d((5/(12))x+ ((x2)/2)+clIx)
Logo

y=(5/(12)) x4+ ((x?)/2) +clIx+cl]
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10. Pergunta: Encontre a solucdo da equacédo diferencial determinada pelas
condicdes iniciais:

((d?u)/ (dv?))=4(1+3v) ?; condi¢Bes iniciais: u(-1)=-1 e ((du)/(dv)) (-1)=-2
Resposta:
((d?u) /(dv?))=4(1+3v) 2LI(d/ (dv)) (((du)/ (dv)))=4 (1+3v) ?
Deixe

((du)/ (dv))=y
Logo

((dy) / (dv))=4(1+43v)?

Resolvendo a primeira equacdo de 1° ordem
dy = (((dy)/(dv)))dv
= 4 (1+3v) *dv

d((4/9) (1+3v) ?)

Logo
y=(4/9) (1+3v) 3+c]
Substituindo a primeira condicao inicial ( (du) / (dv)) (=1)=-2ly (-1)=-2
=2=(4/9) (1+3(-1)) 3+cllicli=((14)/9)
Substituindo y
((du)/ (dv))=(4/9) (1+3v) >+ ((14)/9)
Resolvendo a segunda equagao de 1* ordem
du = (((du)/(dv)))dv

((4/9) (1+3v) 3+ ((14)/9))dv

= d((1/(27)) (14+3v)+((14)/9)v)
Logo

u=(1/(27)) (1+3v) [+ ((14) /9) v+c']
Substituindo a segunda condicado inicial u (-1)=-1

=1=(1/(27)) (143 (=1) )+ ((14)/9) (=1)+clllcll==(1/(27))
Logo

u=(1/(27)) (1+3v) [+ ((14) /9)v—-(1/(27))
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Da Unidade 3.2

1. Pergunta: Encontre os cinco primeiros elementos de sequéncia de somas
parciais (s_{n}) e obtenha uma férmula para o termo geral s_{n}. Determine
tambem se a série infinita é convergente ou divergente; se for convergente

determine a sua soma: 3. {n=1}"{=}n
Resposta:
> {n=1}[n=1+2+3+4+5=15
s {n} =y {k=1}"k
= ((n(n+1))/2)
Calculando o limite
lim_{n-=} ((n(n+l))/2)=+=  [idivergente

2. Pergunta: Encontre os cinco primeiros elementos de sequéncia de somas
parciais (s_{n}) e obtenha uma férmula para o termo geral s_{n}. Determine
tambem se a série infinita é convergente ou divergente; se for convergente
determine a sua soma: 3 {n=1}"{«=}1n(n/(n+1))

Resposta:
> {n=1}01n(n/(n+1))=1In(1/2)+1n(2/3)+1n(3/4)+1n(4/5)+1n(5/6)

s {m} =3 {n=1}"{m}1ln(n/(n+l))

In[]_{n=1}"{m} (n/ (n+1))
= 1In(1/(m+1))
Calculando o limite
lim {m-e}ln(1/ (m+tl))=-= Odivergente

3. Pergunta: Determine se a série é convergente ou divergente, se for
convergente ache a sua soma: 3 {n=1}"{=} (4/3) ((5/7)) "

Resposta:
Y {n=1}7{=}(4/3) ((5/7))" = (4/3)r_{n=1}"{=} ((5/7))"
= (4/3) ((((5/7))/(1=(5/7))))
= ((10)/3)
4. Pergunta: Determine se a série é convergente ou divergente, se for

convergente ache a sua soma:y, {n=1}"{=} (2/ (n(n+2)))
Resposta:
Y {n=1}"{=}(2/(n(n+2))) = ¥ {n=1}"{=} ((1/n)-(1/(n+2)))

= 1+(1/2)-21im_{n-=} (1/n)
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(3/2)

((10)/3)

5. Pergunta: Determine se a série é convergente ou divergente, se for
convergente ache a sua soma: ), {n=1}"{=} (2[17+3n)

Resposta:
Y_{n=1}"{=} (207+37) = ) {n=1}"{=}20n+}) {n=1}"{=}3"

logo diverge, pois a natureza de uma série ndo é alterada se somada com uma série

convergente.

6. Pergunta: Determine se a série dada é convergente ou divergente: 5
{n=1}"{=} ((n!)/((2n) 1))

Resposta:
0<((n!)/((2n) 1))=(1/ ((n+1)L(2n)))=(1/(2"))
0sy_{n=1}"{=} ((n!)/((2n) 1)) <y {n=1}"{=}(1/(2"))=1
Logo
2 {n=1}"{=} ((n!)/((2n)!)) converge
Pois a sequencia de somas parcias (termos positivos) é crescente e limitada.

7. Pergunta: Determine se a série dada é convergente ou divergente:
Y {n=1}"{=}((27)/(n!))

Resposta:
Pelo teste da razdo

Lim {n} | (CC(220%)/ ((n+1) 1))/ (((27)/(n!)))) | = lim {n}| ((n!t2°0%)/
(2r(n+l) 1)) |

= lim_{n}|(2/((n+1))) |
=0

8. Pergunta:  Determine se a série alternada é convergente ou divergente
2y _{n=1}"{e} (1) 2" ((n?)/ (n*+2))

Resposta:

> An=1}"{e} (-1) " ((n?) / (n°+2)) converge pois o termo geral é decrescente e um

infinitesimo
Para n>2 tem-se
4n+2 <  nl+n20
4n+2 < nl+2n3+nz0

n+2n+n3*+2n?+4n+2 < n[+3n+3n3+3n?2[]
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(n+1) 2?2 (n3*+2) < n?((n+l)3+2)01
(((n+1)2)/ ((n+l)>+2)) < ((n?)/(n>+2))
lim {n} ((n?)/(n*+2))=0

9. Pergunta: Determine se a série alternada é convergente ou divergente
D2 _{n=1}"{=}(-1)((e)/n)

Resposta: 3 {n=1}"{=}(-1)"((e")/n)

diverge pois o termo geral ndo é decrescente nem um infinitesimo
((((er*)/(n+tl)))/ (((e”)/n))) = ((nerl*)/((ntl)er))
= ((ne)/((n+l)))>1
lim {n} (-1)= ((e™)/n)#0

10. Pergunta: Determine se a série alternada é convergente ou divergente
> {n=1}"{=}(-1) ((In n)/n)

Resposta: 3 {n=1}"{=} (-1) ((1n n)/n) converge pois o termo geral é decrescente e

um infinitesimo
((((In(n+l))/(n+l)))/(((ln n)/n))) = ((nln(n+l))/((n+l)1ln n))
= ((In(n+1)n)/(In nlin[]*[]))<1
lim {n-e} ((1n n)/n)=0

11. Pergunta: Determine se a série dada é absolutamente convergente,
condicionalmente convergente ou divergente: 3 {n=1}"{=} (-(2/3))"

Resposta:
Y {n=1}"{=}(-(2/3)) " é absolutamente convergente, pois
Yo An=1}"{e} | (- (2/3))" ] = 3 (n=1}"{«}|-(2/3) |

= 2 _{n=1}"{=}((2/3))"

(((2/3))/(1-(2/3)))
=2

12. Pergunta:  Determine se a série dada é absolutamente convergente,
condicionalmente convergente ou divergente: 3 {n=1}"{=}
(((1+(1/n))2=)/ (em))

Resposta: 3 {n=1}"{«=} (((1+(1/n))?n)/(en)) é absolutamente convergente pelo

teste da raiz

lim {n} [n]N (] (((1+(1/n))2")/(en)) |)=1lim {n} (1/e)
(1+(1/n))2=(1/e)<1
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Da Unidade 3.3

1. Pergunta: Use o método da aproximacao infinitesimal para calcular a area

da regido delimitada por y=x?, eixo x, e as rectas x=-2 e x=1;
Resposta:
A_{1}x=((1-(-2))/n)=(3/n)
A {i}x=x {i}-x {i-1}
x {i-1}=-2+(i-1)A {i}x=((3(i-1))/n)-2 para i=1,...,n
Neste segundo exemplo usa-se f(x_{i-1}) para rectangulos inscritos

A = lim {no=}y {i=1}rx {i-1}2A {i}x

lim_{n-=}}y_ {i=1}»(((3(i-1))/n)-2)?(3/n)

lim {n-oe}y {i=1}"(((32(i-1)2?)/(n?))-4((3(i-1))/n)+4) (3/n)

= lim {n-e=} ((27)/(n?))y {i=1}r(i-1)2-1im {n-e=} ((36)/(n?)))y {i=1}
n(i-1)+1lim {n-=} ((12)/n)y {i=1}~1

= lim {n-=} ((27)/(n?))y {i=0}*i2-1im {n-=} ((36)/(n?))y {i=0}
nti+lim {n-«} ((12)/n)n

= lim {n-=} ((27)/(n?®))y {i=1}r0*i2-1im {n-=} ((36)/(n?))y {i=1}
a1i412

= lim {n-=} ((27)/(n?®)) (((n=-1) (n) (2(n-1)+1))/6)i2-1im {n-=} ((36)/
(n?)) (((n=-1)n)/2)+12

= 9-18+12
=3

2. Pergunta: Encontre a drea exacta da regido delimitada por y= (x> +1), y=0,

x==2 e x=2
Resposta:
JOO2 (x3+1)dx = [O((x) /4)+x]10002

= (((2I) /) +2) = ((((=2)1]) /4) +(=2))

3. Pergunta: Encontre a drea exacta da regido delimitada por y=sec x, y=0,
x=-(11/3) e x=(11/3)

Resposta:
S {=(m/3)}"{(n/3) }sec xdx=

Como encontrar [sec xdx ?
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Observe as derivadas exteriores
dsec x=sec xtan xdx
dtan x=sec?xdx
Logo
d(sec xt+tan x)=sec x(sec x+tan x)dx
Este facto da-nos a estratégia para encontrar a forma exacta:
sec xdx=((sec x(sec x+tan x))/((sec x+tan x)))dx
Fazendo a substituicdo u=(sec x+tan x) obtem-se

du=d(sec x+tan x)=sec x(sec x+tan x)dx

Logo

sec xdx=((sec x(sec x+ttan x))/((sec x+tan x)))dx=((du)/u)=dln|ul
Entédo

Jsec xdx = Jfdln|ul

Inlul+c
= ln|sec x+tan x|[+c
Dai se obtem a éarea solicitada
S {-(m/3)}"{(n/3)}sec xdx = llnl|sec x+tan x|] {-(un/3)}"{(n/3)}

= ln|sec(n/3)+tan(n/3) |-1n|sec- (n/3)+tan- (x/3) |

1n (N3+2)-1n(2-V3)

2. 6339

4. Pergunta: Use o teorema do valor médio para integrais para provar a
desigualdade [_{-(n/6)}"{ (1/6) }cos x2dx<(m/3)

Resposta: No intervalo [-(r1/6), (1/6) 1, afuncéo situa-se entre ( (V3) /2)<cos x<1

e (3/4)<cos?x<1, entdo o valor médio da funcdo tem de estar entre os mesmos valores:

(3/4)<( (S _{-(u/6)}"{(n/6)}cos x2dx)/ ((n/6)-(-(n/6))))<1l(n/4)<[
{-(r1/6)}"~{(11/6) }cos x?dx< (m/3)

5. Pergunta: Encontre o valor médio da funcéo f (x)=x> dada no intervalo
[-1,2], e indique um ponto x onde f(x) atinge esse valor médio.

Resposta:
Sibzx2dx = U((x?)/3) 1002

= ((22)/3)-(((-1)2)/3)
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(8/3)+(1/3)

x?>=111x=1 a outra solugdo x=-1 ndo satisfaz

6. Pergunta: Calcule as derivadas das integrais de bordo mével (d/ (dx))
(SON{x} (1/ (t0+4))dt)

Resposta: (1/ (x[1+4))

7. Pergunta: Calcule as derivadas das integrais de bordo mével (d/ (dx))
(SO~ {tan x} (1/(1+t?))dt)

Resposta: 1
8. Pergunta: Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas y=x>,x=y* e
X+y=2
Resposta:

Buscando as intersecgdes, substituindo y=2-x em cada uma das equagdes
(2-x)=x?[Ix?2+x-2=0x=1lIx=-2
x=(2-x) 3[Ix3-6x2+13x-8=0[1x=1

A abcissa da interseccéo é x=1

Jor (x2-x2)dx = U((x?)/3) - ((x1) /4) 10*
= (1/3)-(1/4)
= (1/(12))
9. Pergunta: Calcule a drea da regido delimitada pelas curvas

y=sin x; y=cos x entre dois pontos de intersecgdo consecutivos.

Resposta:

S {(m/4)}"{((5m)/4)} (sin x-cos x)dx = —(cos((5m)/4)+sin((5m)/4)

Y+ (cos (ri/4) +sin(11/4))

= 232
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