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Apresentacao

O titulo deste livro “Mateméatica para Ciéncias Biolégicas” sugere que existe
uma matematica especifica para as ciéncias biolégicas. Mas, evidentemente,
isso n&o é verdade. Muito pelo contrario, a matematica que se aplica a Biolo-
gia € a mesma mateméatica que se aplica a outros ramos do conhecimento.
O assunto basico aqui abordado atesta isso — o célculo diferencial e integral
talvez seja o segmento mais fértil da matemética, e suas ferramentas séo usa-
das em assuntos tao diversos quanto psicologia e fisica quantica.

Este modesto trabalho ndo tem a pretensdo de ser um livro de célculo,
mas t&o somente uma introdugéo bastante elementar do assunto, de modo que
os resultados mostrados ndo sdo demonstrados. Isto porque se destina a alunos
do curso Ciéncias Bioldgicas, que, via de regra, ndo séo afeitos a tal disciplina.

O capitulo | trata do estudo das fungdes, abordando desde a definicao
até a ideia intuitiva de limites. E dada uma importancia particular & construgdo
de graficos das principais fungbes elementares — fungdes do primeiro e do
segundo graus, exponenciais e logaritmicas.

No capitulo Il, é introduzido um assunto novo, que normalmente nao é
abordado no nivel médio — a fungéo derivada. Inicialmente, discute-se a ideia
de reta tangente para se chegar a definicdo de derivada. As propriedades
operatérias das derivadas sao apresentadas e imediatamente utilizadas na
resolucao de exercicios contextualizados dentro da Biologia.

Por tratar-se de um livro aplicado, o capitulo Ill assume uma importancia
particular. Estudamos as aplicagdes da derivada, particularmente em proble-
mas de otimizacao. Discutimos, de forma sucinta, as informagdes fornecidas
pelas derivadas primeira e segunda, tais como crescimento (decrescimento)
de fungdes, maximos e minimos e concavidade.

Finalmente, no capitulo 1V, sdo apresentadas nocgoes elementares de
célculo integral. Assim, comegamos com a ideia de antidiferenciacédo e seu
uso em problemas aplicados. Em seguida, aborda-se o conceito de equacgao
diferencial dando énfase a uma importante aplicacdo em Biologia — cresci-
mento e decrescimento exponenciais.

Os Autores
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Objetivos

e Compreender o conceito de fun¢ao;
o Definir fungao e esbogar os graficos das principais fungdes elementares;

e Compreender o conceito intuitivo de limites e usar suas principais proprie-
dades operatérias;

e Aplicar os conhecimentos aprendidos, particularmente, na area de Cién-
cias Bioldgicas.

1. Conceito e definicao de funcao

O conceito de fungdo surge de maneira natural e espontanea toda vez que
consideramos duas grandezas que estejam relacionadas entre si, de maneira
que cada valor de uma delas corresponde a um Unico valor da outra. Assim,
relagcdes funcionais ocorrem em todos os ramos do conhecimento: o salario
varia com o nimero de horas trabalhadas, a receita varia com o nimero de
artigos vendidos, a velocidade e a aceleragéo de um mével variam com o tem-
po. Em Ciéncias Biolégicas, também é bastante conveniente expressar este
tipo de correspondéncia entre quantidades variaveis, como se pode observar
nos exemplos seguintes: o tamanho de uma populagéo varia com o tempo, a
taxa de crescimento de um tecido canceroso relaciona-se com o efeito do tra-
tamento radioativo e a amplitude dos impulsos elétricos gerados no musculo
cardiaco também é fungéo do tempo.

Exemplo 1.1 - Um paciente foi submetido a um eletrocardiograma em
uma clinica, e o resultado € mostrado no quadro 1.1, onde trepresenta o tem-
po e v a voltagem (tensao).

Quadro 1.1 Valores de (v), como funcdo de (), em um eletrocardiograma
Tempo (t) 0 1 2 3 5 7 8
Voltagem (v) 0 4 0 4 0 2 4

Como podemos observar, para cada valor da variavel t, existe um Unico
valor da variavel v, isto €, para um mesmo tempo t, ndo podem ser registradas
duas voltagens, o que motiva a seguinte defini¢do.

Matemética para Ciéncias Bioldgicas @
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Definigdo: Uma fungdo f de um conjunto 4 em um conjunto & € uma
correspondéncia que associa a cada elemento x £ A exatamente um elemen-
toy € B, e escrevemos f: 4 — B.

O conjunto A chama-se dominio de f (D). enquanto o conjunto B
chama-se contradominio de f (CDg). O conjunto de valores de ¥ em B, as-
sociados aos valores x em A, & chamado imagem de f (Img). No exemplo
1.1, temos que D = {0,1,2,3,5,7, 8} e CD; = {0,2,4} = Im;. Os elementos
x e ¥ sédo chamados variaveis independente e dependente, respectivamente.

O conjunto imagem estd sempre contido no contradominio de f
(Ims © CDy), mas nem sempre I'm # = CD,, como podemos depreender do
exemplo seguinte.

Exemplo 1.2 - Sejamos conjuntos 4 = {0,1,2,3}e B ={0,1,2,3,4,5} e
afungdo f: A — B definida por f(x) = x. Temos, entdo, que D = Ae CD; = B,
no entanto, o conjunto imagem I'm = {0, 1, 2, 3} é diferente de B.

O exemplo a seguir mostra que devemos fazer uma disting&o entre o do-
minio estritamente matemético e o dominio de validade, considerando-se fatos
de ordem biolégica, que, muitas vezes, sao restritos a determinados intervalos.

Exemplo 1.3 - Hill, um fisiologista inglés, postulou que a velocidade de
contragdo de um musculo, ao ser submetido a um peso, é dada pela expressao

(p+a)v+b)=k

onde a, b e k s&o constantes, e p € a forga aplicada ao musculo. Expli-
citando v, na expressao acima, temos:

-k
L_;:r+a

Essa férmula expressa a velocidade de contragdo em unidades de
comprimento por segundo {(cm/s), como funcdo da forca peso (p) aplicada
ao musculo. Utilizando dados experimentais de Hill, para o caso do musculo
do sapo, onde k = 87,81, a = 14,35e b = 1,03, é possivel construir o quadro
1.2 e o gréfico (figura 1.1) mostrados a seguir (em valores aproximados).



Quadro 1.2. Valores da velocidade de contracao (v), como fungao do peso (p)
P 0 10 20 30 40 50 60 70

v 5,09 2,58 1,52 0,95 0,58 0,33 0,15 0,01

70

Figura 1.1 - Contragdo Muscular segundo um modelo proposto pelo fisiologista A. V. Hill.

Note que, parap = 0 ep = 70, a expressao deixa de ter sentido fisiologico.

2. Algumas fungbes elementares
2.1 Fungao afim
Chama-se fungéo linear toda fungcdo f: R — R, definida por f(x) = mx + b,

onde M e b sdo constantes reais. O pardmetro m é chamado inclinagdo ou
declividade da reta, que representa o grafico de toda fungcédo afim. Ademais,

como f{0) = b, o par&metro & € a ordenada do ponto onde a reta corta o eixo ¥

. Observe que essa inclinagéo que representa o coeficiente angular m dareta é
dada pela taxa de variagao de ¥ (variavel dependente) em relagdo a x (variavel
independente), conforme mostram as figuras 1.2.Ae 1.2.B.

Inclinagdo da reta: A inclinag&o de uma reta n&o vertical, passando pe-
los pontos (x4,v4) e (x2,v2), é dada pela expresséo:

. ﬂ‘!.‘ Vi — W
Inclinagdo (m) = —— =——
Ax

Xz2—X4

Matemética para Ciéncias Bioldgicas @
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(%2Y2)

LAy
(X1,y1) !

Inclinagao =

Ay

Xv

X, X

Exemplo 1.4 - Seja °F a temperatura em graus Fahrenheit e °C a tempe-
ratura correspondente em graus Celsius. Estas duas escalas de temperatura
estdo relacionadas linearmente através da seguinte equacéo:

c:"F}—S r 160
Y9 9

a) Esboce o gréfico de C como fungéo de F;
b) Encontre £ quando F = 18,32 e 50;

¢) Exprima F como fungéo de C, isto €, determine a fungéo inversa que
permita encontrar a temperatura em £ conhecida a temperaturaem C.

Solugao:

a) Para tragar a reta que representa esta fungao, basta tomar dois pon-
tos dessa reta. Calculando os interceptos nos eixos e F, encontramos 0s
pontos ({L —igﬂ) e (32, 0), respectivamente, e podemos, entdo, esbocar o

grafico mostrado na figura 1.3.

A oC

L 4

°F

160
9

Figura 1.3
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b) Temos:
5 160 70
Oi18) =—=-118) —— =~ (Ci18) = ——
(18) =5 - (18) - — (18) = -3
5 160
C(32) =§- (32}—T ~ C(32)=0
Botanica, do grego
5 160 botaniké (paradosis), é o
€(50) = 3 (50) - 5 - €(50) = 10 estudo cientifico da vida
das plantas e das algas.
Com efeito, Como um campo da
Biologia, € também, muitas
5 160 5-F—1a0 vezes, referenciado como
= E'F T g = g 3¢ =>5-F—160 a Ciéncia das Plantas ou
Biologia VVegetal. A Botanica
. abrange uma miriade de
E, assim, disciplinas cientificas que
estudam crescimento,
F= T c—32 reprodugdo, metabolismo,
desenvolvimento, doencgas e
€ a funcéo inversa de evolugdo da vida das plantas.
c 5 F 160
9 9

e, entdo, seus graficos sdo simétricos em relacao a bissetriz dos qua-
drantes impares, isto é, a reta v = x (Verifique!).

Exemplo 1.5 - Um botanico mede o crescimento de uma planta, em
centimetros, todos os dias. Ligando os pontos colocados por ele num gréfico,
resulta a figura 1.4 abaixo. Se for mantida sempre esta relagéo entre tempo e
altura, que altura a planta tera no 30° dia?

altura {cm)

[
;o

tempo (dias)

Figura 1.4
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Solugao:

Para acharmos o valor pedido, devemos determinar a equagao que ex-
pressa a altura {a), como fung&o tempo (). De acordo com o grafico, a reta
passa pelos pontos (5, 1) e (10, 2), logo o coeficiente angular da reta é dado por

2-1 1
m=10-5" 3

e, entdo, a equagéo da reta é dada pela expresséo a — ay = m(t — t,),
obtida a partir da inclinagdo m quando (tg, ap) € um ponto dado e (t, a) € um
ponto qualquer da reta. Assim, tomando o ponto (5, 1), vem que

1. ) t
—1=—-i{t-5) = alt)=<
“ 569 a(t) =¢

€ a equacao da reta que permite calcular qualquer altura sendo dado o
tempo. Logo, para t = 30 dias, temos:

_30_
R—S— cm

2.2 Fungao quadratica

Afuncdo v = ax? + bx + ¢ é chamada fun¢&o quadrética, sendo a, b e ¢ cons-
tantes e a = 0, chamados coeficientes. Esta fungdo também tem dominio &,
isto &, considera-se que f aplica Rem R.Assim, afungdo f(x) = 2x%2 + 2x + 1
€ uma fungdo quadratica com o = 2, h = 2 e ¢ = 1. Alguns gréficos repre-
sentativos da fungao quadratica sdo mostrados na figura 1.5

+7

+6

+5

+4

+3

+2

L

1
T T
3 2 \ j 2

Figura 1.5



A partir disso, podemos fazer algumas observag¢des importantes, que

s&o ilustradas na figura 1.6:

1. O gréfico da fung&o quadratica é uma parabola cujo eixo de simetria
€ perpendicular ao eixo x;

2. Se a = 0, a parabola tem concavidade voltada para “cima”;

3.Se a = 0, a pardbola tem concavidade voltada para “baixo”;

4.Sendo A = b* — 4ac (discriminante), a parabola:

Tem como vértice o ponto I [ -

Tangencia o eixo i quando & = 0;

-b

o < 0 ou 0 ponto de minimo se & == 0.

Intercepta o eixo x em dois pontos distintos quando A = @;

N&o tem ponto comum com o eixo & quando & <2 0;

—_A . . .
,,—‘), o qual é o ponto de maximo se
@

a>0cA>0 a=0c¢cA=0 a=DecA<D
y 'y E_,n y 'y y A
5
" :
:L: .
5 . N, . .
x N % v X o= "X i
a<0¢cA=0 a<0cA=0 a<0¢cA<0
y r 9 y & Y >
X /"%:\x . X =x o X -
_ > P » »
Figura 1.6

Exemplo 1.6- Uma pulga, ao saltar, teve sua posi¢ao no espago descrita
em funcao do tempo pela expressdo hit) = 4,4t — 4,9 t2. Onde & é a altura
atingida, em metros. Em que instante a pulga atinge a altura maxima do solo?

Matemética para Ciéncias Bioldgicas @
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Solugao:
O namero
—h —4,4 —4.4
~2a  2(-49) 93

~ (0,45

Entdo, parat = 0,45 =, a altura é&:

h(0,45) = 44 -(0.45) — 4,9 (0,45)?

Ou seja, h(0,45) = 0,98 m.

Exemplo 1.7- O instituto de meteorologia de uma cidade do sul do pais
registrou a temperatura local nas 12 primeiras horas de um dia de inverno.
Uma lei que pode representar a temperatura (T) em fungéo da hora (x) &

T:"}—l 2 7 +k
hx—4x zx

ComQ = x =12 e k uma constante real, determine:

a) o valor de k, sabendo que, as 3 horas da manha, a temperatura
indicou 0°C;

b) a temperatura minima registrada.

Solugao:
a) Para x = 3 horas, temos que T = 0°C. Assim,

b) Basta encontrar o minimo da fungéo

SRNE PRI -
K=Y TR,
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NSHINN

7
Aabscissa do ponto de minimo é x = % =%- =7.Entdo, quandox =7
4
de

horas, a temperatura minima registrada foi

T(7)=%-(7)2—%-(7)+?=—4"C

2.3 Operagoes com fungoes

Podemos combinar fungdes para obter novas fungdes. Para exemplificar esta
situac&o, consideremos as fungoes f: A = B e g: A = E. Combinando as fun-
¢cdes [ e g, podemos obter outras fungdes, tais como:

fungédo soma: s(x) = flx) + g(x);

fungéo diferenga: d(x) = flx) — g(x);

fungéo produto. p(x) = f(x)- g(x); e

funcéo quociente: q(x) = f(x)/g(x), sendog(x) = 0.

O quadro 1.3, a seguir, faz uma sintese do que foi exposto:

Nome da

« Notacao Dominio Contradominio Sentenca aberta que a define
fungao

Diferenca S — 4 DsnD, R (f —g)(x) = flx) — g(x)

Quociente flg DN Dgcomglx) =0 R (f/g)(x) = flx) /g(x)

Exemplo 1.8- Sejam as fung¢des f e g definidas, respectivamente, por.
flx) =+x—-2 e glx)V5—=x

a) Determine Dy e D,;;
b) Determine os dominios das fungées f + g, f —g. f-gef/g;
c) Dé as sentengas abertas que definem cada uma das fungdes.
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Solugao:

a)Df =[2,+2) e Dj=(—oo,5]

b) Como D, D, =[2.5], tem-se Do =D oy =Dy =D MD, =[2.5].
Além disso, todo elemento x que pertence ao dominio de f/ g é tal que:

x€D;ND, e g(x) #0 entdo Dy, = [2,5).

c)
(F+g)x) =Fflx) +glx) =vx -2 +45—x

(F—g)x) =flx) —glx) =vx—2 —5—x

(F-g)x) =flx)-glx) =vx —2-45-x

(f/g)(x)= o)

Vejamos outro exemplo:

Exemplo 1.9- O custo total, em reais, para fabricar n unidades (doses)
da vacina contra a poliomielite € dado pela fungéo C(n) =n’ —8n* +5n+20.

a) Determine o custo de fabricagao de 10 doses da vacina;
b) Determine o custo de fabricagdo da 102 dose da vacina.

Solugao:
a) O custo de fabricacao de 10 doses é o valor da fungéo paran = 10
C(10)=10°-8-10°+5-10 + 20 = 1000 — 800 + 50 + 20 = 270 reais.

b) O custo de fabricagcdo da 102 dose é a diferenca entre o custo de fabri-
cacao de 10 doses e o custo de fabricacdo de 9 unidades.

Custo da 102 dose = C(10) - C(9)
=270-[93-8(9)2 + 5(9) + 20]
=270- (729 - 648 + 45 + 20)
=270 - 146

= 124 reais.



Ocorrem, com bastante frequéncia, situagdes nas quais uma grande-
za é dada como fungado de uma variavel que, por sua vez, pode ser escrita
como funcao de outra variavel. Combinando as fun¢des de forma apropriada,
€ possivel expressar a grandeza original em fungao da segunda variavel. Esse
processo é conhecido como composicao de fungoes.

Exemplo 1.10 - Sejam e & fungbes de dominio real definidas por
flx) = 4x + 3e g{x) = x — 1. Determine o valor de:

a) fg());

b) 5(f(x)).

Solugao:
a) f(g(x)=4g(x)+3 .~ s(g(x)=4(x-1)+3 =~ f(g(x))=4x-1.
b) ¢(r(x))=r(x)-1 = g(f(x)=4x+3-1 = g(f(x))=4x-2.

Exemplo 1.11 - Os ambientalistas estimam que, em certa cidade,
a concentracdo média de mondxido de carbono no ar durante o dia sera
c(p) = 0,5p + 1 partes por milhdo (ppm) quando sua populag&o for de ¥ mil
habitantes. Um estudo demogréfico indica que a populagéo da cidade, dentro
de t anos, sera p{t) = 10 + 0,1t mil habitantes. Assim:

a) Determine a concentracéo média de monédxido de carbono no ar du-
rante o dia em fungéo do tempo;

b) Daqui a quanto tempo a concentragdo mondxido de carbono atingira
o valor de 6,8 ppm?

Solugao:
a) Como a concentragdo monéxido de carbono esta relacionada a
variavel p através da equacao:

clp) =05p +1,
e a variavel p esta relacionada a variavel t através da equacao :

p(£) = 10 +0,1¢2,
afuncdo composta ¢(p(t)) = 0,5(10 + 0,1£2) + 1, ou equivalentemente,

e(p(t)) = 6 +0,05t2,

Matemética para Ciéncias Bioldgicas



. GENARIO SOBREIRA SANTIAGD, AUI EDURRDD BRASILERD PAIVR

expressa a concentragdo de mondxido de carbono no ar em fungéo da
variavel t.

b) Fazendo ¢(p(£)) = 6,8 e explicitando ¢, temos:

6+005t2=68 -~ 005t2=08 . tI=

Portanto, t = 4/16 = 4. Assim, a concentracdo de mondxido de carbo-
no no ar atingira o valor de 6,8 ppm daqui a 4 anos.

2.4 Fung¢des exponenciais e logaritmicas
2.4.1 O Numero ¢

Na élgebra, € comum usar bases b = 2 e b = 10, mas, no célculo, € muito
mais conveniente usar como base um ndmero representado pela letra "&" e
definido da seguinte maneira:

n

e = lim (1 -I-—)
n—co T

A primeira vista, parece que esse limite tende a 1. ja que (1 + i] ten-
de a 1 quando n — =2, e 1™ = 1 para qualquer 1. No entanto, o processo de
calcular limite ndo funciona dessa forma. De fato, uma observagao do quadro
1.4 nos permite especular que tal limite se aproxima do namero irracional,
2,71828 ..., que definimos como &.

1000 10000 X oo

¥ 10 100

Portanto, podemos escrever.

1.1'
lim(1+—) =g

F—oo x
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X
O gréfico da funcéo f{x) = (1 + i) , definida para 1+ i} 0, logo
x = 0 oux = —1, tem o0 aspecto indicado na figura 1.7, segue:

o+
£

[e5]
o+
—_

8]
(o8]

E=

(5]

Figura 1.7

2.4.2 Fung¢ao exponencial

Dado um numero real a, tal que 0 < a % 1, chamamos fungdo exponencial de
base a afungéo f: B — R que associa, a cada real x, o nimero a*. As proprie-
dades seguintes caracterizam as fungdes exponenciais (figura 1.8).

P,. Na funcéo exponencial f(x) = a*, temos:
xr=0=a=
Isto &, o par ordenado (0,1) pertence & funcao, e o grafico corta o eixo

3 no ponto de ordenada 1,

P,. A curva representativa esta toda acima do eixo x, pois ¥ = a¥, para
todox € E;

P,. Se a > 1, afuncéo é crescente, isto &, xy < x5 = flay) << flxo);

P,.Se0 < a < 1,afuncéo é decrescente, isto & x4 < x5 = flxy) = flx,).
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y=a y=a

a>1) (D<a<)

(0.1)
.,_.,_._.—--"""”“J'IIJ
> X X

Figura 1.8

Exemplo 1.12 - Construir o gréafico da fungdo fix) = 2%,

Para construir o grafico de f{x) = 2¥, vamos plotar alguns pontos do
grafico que estdo no quadro 1.5.

x 3 2 1 0 1 2 3
O gréfico, entao, tem o aspecto da figura 1.9.

flx) =2%

U a— =X
4 3 2 A 1T 2 3 4

Figura 1.9. — Gréfico da fungéo exponencial na base 2.



Exemplo 1.13 - O nimero de bactérias de uma cultura, ¢ horas apés
o inicio de um certo experimento, é dado pela expressdo n(t) = 1200 - 2%4¢,
Nestas condi¢cdes, quanto tempo apés o inicio do experimento a cultura tera
38.400 bactérias?

Solugao:
Basta fazer n{t) = 38.400. Assim, temos:

1200204 = 38400 = 204 = 000 _ 3
- e © 1200
Entéo,
704t — 35 L 04t=5 . t=125

Portanto, a cultura tera 38.400 bactérias apds 12h30min.

Exemplo 1.14 - Segundo dados de uma pesquisa, a populagao de cer-
ta regido do pais vem decrescendo em relagdo ao tempo £, contado em anos
aproximadamente, segundo a relagao

p[t] = p, - 9-0.25¢

Sendo Pp uma constante que representa a populagéo inicial dessa re-
gido, e p(t), a populacdo t anos apds, determine quantos anos se passarao
para que essa populagdo fique reduzida a quarta parte do que era inicialmente.

Solucao:

Segundo o enunciado, devemos resolver a equacao:

1 —0.25¢ Po
pPO=7p0 = o277 =7

Resolvendo para t, vem:

- 1 -
9-0.25¢ _ : 9035t _o5-2 L  4s_g

Portanto, depois de 8 anos, a populagéo estara reduzida a 'l,fq, da inicial.
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1.2.4.3 Fungao logaritmica

O logaritmo de x na base a € o nimero y tal que a¥

= x, propriedade que

indicamos escrevendo ¥ = log,x. Quando a base a é igual a £, 0 nUmero
¥ tal que ¥ = x é conhecido como logaritmo natural de x, propriedade que

indicamos escrevendo v = Inx. Ou seja,

y=Inx = ' =x

Em todos os casos, o logaritmo existe apenas para x = 0.

As propriedades, a seguir, caracterizam as fungées logaritmicas (figura 1.10).

P,. Na funcao logaritmica f{x) = log, x, temos:

f(1) =log,1 =0, isto &, o par ordenado (1,0) pertence & funcao, e o

gréfico corta o eixo x no ponto de abscissa 1;
P,.Acurva representativa da fungéo esta toda a di

reitadoeixoy (x = 0);

P..Se a > 1, afungéo é crescente, isto &, x1 < x3 = flx1) < flxy);

P,.Se0 < a < 1,afuncéo é decrescente, isto &, x1 < x5 = flay) = flx,).

AN

/./ flx) = !og;

/ (1.0) X
/"/ /

Figura 1.10

Exemplo 1.15 - Determine:
a)lne b)in1l

Solugao:
a)lne=x = e*=x = x=1 = Ine=1

P)lnil=x = =1 = x=0 = Inl1=0

-
&

— e 1 1
C)lnye=x = lnez=x = x=-lne = x=-

flx) = log *

C)Inye



Exemplo 1.16 - Mostre que as fung¢des: exponencial natural (base &) e
logaritmo natural (base ¢) s&o inversas uma da outra.

Solugao:

Sendo f(x)=e"e g(x) = Inx, basta mostrar que f(g(x)) = g (f(x)) = x
isto &, a composicao de uma fungao com sua inversa da a fungéo identidade.

De fato:

flag))=e"*=x e g(flx))=ne*=x

Exemplo 1.17 - Sabemos que o nimero de bactérias numa cultura, de-
pois de um tempo ¢, é dado por n{t) = ng - e**, em que ny € o nimero inicial
(quando t = 0), e k € a taxa de crescimento relativo. Em quanto tempo o nime-
ro de bactérias dobraréa se a taxa de crescimento continuo é de 5%; ao minuto?

Solugao:
Pelos dados do problema, a pergunta & em quanto tempo n = 2ny?

Assim, temos:

Tl':\_t} =TMg- Ek:— = 2'?'1.} =TMg- E‘I}'I}Er = 2= E‘E"E'Er

Dai, aplicando a fung&o logaritmo natural a ambos os lados da igualda-
de, vem:

In2 =Ine%%* = t=—

Usando uma calculadora, obtemos In 2 = {,6931. Portanto:

(e 0, 6931
~ 0,05

=13,8min

Ou, equivalentemente, 13 min 48 s.

Matemética para Ciéncias Bioldgicas @

13,8min = 13min + 0,8min.
Ademais,

0,8min — p seg.

1min — 60 seg.

Portanto;

p=0,860 =48 seg.
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Exemplo 1.18 - Em quantos anos 500 gramas de uma substancia radio-
ativa, que se desintegra a uma taxa de 3% ao ano, se reduzir-se-do a 100g?

Solugao:
Seja @ = Qye~*t, em que @ é a massa da substancia, k ¢ taxa de de-

caimento radioativo e £ é o tempo em anos. Entao:

Q0 =0Qge™ ™ = 100=0500-g"003¢
Que é equivalente a:
1

1
£= g~ 0038 ]n(g) = —0,03t -Ine

E assim,

In5 1,6094
Inl-In5=-003t = t=—==

0,03 0,03 = 53,6 anos

3. Limites de fun¢des
3.1 Nogao intuitiva de limite

As operages relacionadas a ideia de limite serdo necessarias para com-
preensdo das ideias de diferenciagdo e de integracdo, operagdes a serem
discutidas numa parte subsequente do nosso curso. Neste contexto, é facil
compreender, portanto, que o conceito de limite € o esteio que da sustentacao
a todo o calculo. Abordaremos o conceito de limite da mesma forma que ele
foi desenvolvido historicamente. Sera, portanto, uma abordagem intuitiva que
sera feita através de exemplos especificos.

Exemplo 1.19 - Vamos analisar o comportamento da fungao
f:R—{3} = R, dada por

quando X se aproxima de 3. Com x = 3, podemos reescrever a fungao
f como:
2x(x —3)
-3 =

21

flx) =



cuja representacao grafica aparece abaixo (figura 1.11).

Figura 1.11

O quadro 1.6 mostra o que ocorre quando atribuimos a x valores proxi-
mos de 3.

x f(x) x flx)

2,999 5,998 3,001 6,002

2,99999 5,99998 3,00001 6,00002

A andlise do quadro 1.6 e do gréfico (figura 1.11) mostra que, quando x
se aproxima de 3, por valores maiores ou menores que 3, f{x) se aproxima
de 6. Dizemos que o limite de f{x), quando x tende a 3, € 6, e escrevemos:

Li_r}r;f{x) =6

para indicar que x se aproxima de 3 pela direita, usamos lim,. 3+ f(x) ,
e, de modo anélogo para a esquerda; lim .z~ f{x). De modo geral, se f(x) se
aproxima de um ndamero L, quando x se aproxima de um ndmero a, tanto pela es-
querda quanto pela direita, L é o limite de f{x) quando x tende a a. e escreve-se

J,lmi_r}rrll flx) =L

Matemética para Giéncias Bioldgicas ‘
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conforme se observa na figura 1.12

Figura 1.12

3.2 Consideragoes importantes

Para a existéncia de lim.._, . f{x) o que interessa ndo é o particular valor que f
possa tomar no ponto x = a, mas o conjunto de valores que f possa assumir
numa vizinhanga de a.

Exemplo 1.20. Seja a fungdo /:R—R definida por f(x)=

{Zx-l—l, x#1
temos que:

4, x=1"

:li_rgf(x} = ii_IE(Ex +1)=3= (1)

1)

o
B3

Figura 1.13



Este exemplo mostra que o valor de f no ponto x = 1 néo interessa no
célculo lim,_; f{x). Notemos que, mesmo que a fungéo nao esteja defini-
da em x = 1, o limite pode existir neste ponto, como pode ser observado no
exemplo 1.19, onde a fungdo ndo esta definida em x = 3, mas lim,._3 f(x)
existe.

Exemplo 1.21 - Consideremos as fungdes | e 4, assim definidas :

Flx) = -xz'j'le g{x) = 2x + 1. Quando ¥ = 1 (x = 1), temos que
—

lim f(x) = limg(x) =3
x—=1 x—=1
De fato, para (x = 1),

i 2x2—x—1 (2x+1).(x—-1)
flx) = — = :
x—1 x—1

=2x+1

Este exemplo mostra que, se uma fungéo j ndo é definida para x = a,
n&o se pode concluir que ndo exista lim..,, f{x), pois 0 que interessa no cal-
culo de lim ., f{x) é o comportamento de f numa vizinhanca de a.

Por outro lado, o fato de se definir  no ponto @, ou seja, fla) existe,
ndo implica a existéncia de lim., ., f{x), como muito bem ilustram os dois
préximos exemplos.

Exemplo 1. 22 - Seja a funcéo f: B — R definida por

. 2x+1, x=1 | i r : :
flx) = {Ex —{ x=1 CUO grafico encontra-se na figura 1.14, a seguir :

1)

Figura 1.14
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A figura mostra que, fazendo x — 1 pela direita, f{x) = 3. Fazendo
x — 1, pela esquerda, f{x) = 1. Dizemos, neste caso, que os limites laterais
s3o diferentes. Portanto, lim .4 () n&o existe, embora a funcéo esteja defi-
nidaem x = 1, pois f(1) = 3.

Exemplo 1.23. A populagcao (em milhares) de uma coldnia de bactérias
t minutos apds a introdugao de uma toxina é dada pela fungao:

t247, t =5
f(t}_{—su?z, t=5

Assim:

a) Construa um esbogo do gréfico de f;

b) Responda o tempo que a colbnia leva para se extinguir;
c) Informe o lim,_z f (2.

Solucao:

a)

|

T
-
L

e s e ], — e e e

Figura 1.15

b) lim, . £(£) = lim, . (—8t +72) = —8(9) + 72 = 0.



¢) Temos que:
lim f(t) = lim(t*+7) =25+7 =32
t—=+5~ t—=5~

lim f(t) = lim (-8t +72) = —8(5)+72 =32
=5t =5t
Entao,
i f(0) =32

Por Ultimo, vale destacar que pode acontecer de ndo ser definida f em
x = o e também de néo existir lim,,_,, f{x).

Exemplo 1.24 - Seja a fungdo f: B — K definida por
X, x =2
flo = {4, x>2

cujo gréfico encontra-se na figura 1.16, a seguir, mostre que ndo existe
lim, . £ (x).

()
+6
+5
_.._4 ?
43 |
Lo
1 |
t f ! t I f t
1 1 2 3 4 5 & X
41
+-2

Figura 1.16
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Solugao:
Fazendo x — 2, pela direita,

Hp fO) =4

Fazendo x — 2, pela esquerda,

i fl) =2

Entdo, como os limites laterais s&o diferentes, ndo existe lim,._,» f{x).
Observe também que f n&o esta definida em x = 2.

3.3 Propriedades operatorias dos limites

Selim,_, f{x) = Lelim,_. g{x) = M, entdo, vale as seguintes propriedades:

P 11E1 [Flx) £ glx)] = 11E1 flx) £ 11_1}11 glx)=L+tM

P, Ilm[f(x)-g(x)]=1limf(x) limglx)=1-M

flx) lim flx)
- :rl—I}]g 5(x) = lim g (<) = M desde que M = 0;

P, :lri_r}réf(x}” = Ll{i_r}réf(x}) =", nE FJ*:

R S I NN B _nr
P.. ,-lfl_rﬂ Vlx) = ﬂ|i1_l}éf(x} =L, ne¢ N* o flx)=0 (Se L<0mng impar);
P,. :lrl_r}é[lnf(x}] =In [il_:}rlzf(x}] =In LSe L>0
Exemplo 1.25 - Calcule os seguintes limites:
a) lim, _s(x? + 2%); o) lim, .y
b)1i Zx+1 I z4-1
) lm:r—H}:__r_l- e) lmx—?lx_lv

c) limx_}f[z.sen(x}.cns (x)]: f)limx_ﬂ;;



Solugao:
a) Como a fungao é continua em todo seu dominio, o valor do limite é
o valor da fungo no ponto, isto é, £(3). Entao, 1in31(x2 +2")=3+2"=17.

b) Como lim,,_,; 2x —1 = —1 # 0, temos que

Iy 41 ii_I}éz.X'+'l

]I = = —l
#02x —1  lim2x —1
x=0
. ] ] T T
xl]_IﬁI_,lTr[Esemhx}.ms:‘x}] = 2sen (E) .COS (E) =1
c) Como sen x e cosx sdo continuas em x = E , temos:

d) Como x? — 4 se anula para x = +2, ndo podemos usar 0 mesmo
recurso usado no item b. Isto é dos casos de indeterminac&o, que podemos
remové-la através de uma simples fatoragdo. De fato:

’ x—2_]. x—2 1 1 4
x]—I}l:x:—4_x]—q1:¢:x—2}¢:x+2}_xlﬂm:x+2_

e) E valido o mesmo argumento do item anterior. Veja:

x*—1  (x—-1xF+xT+x+1)
= lim =4
==1x—1 x—=1 x—1

f) Aregra do quociente n&o se aplica para

i x+1
x]—I?'l:x—E

ja que o limite do denominador é zero. Como o limite do numerador € 3, que
é diferente de zero, chegamos a conclusdo que o limite ndo existe (figura 1.17) .
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Figura 1.17

3.4 Limites e continuidade

Segundo o dicionario de autoria de Aurélio B.H. Ferreira, continuidade € a qua-
lidade ou carater do que é continuo. Geometricamente, podemos dizer que é
continua uma fungéo cujo grafico pode ser construido sem tirar a caneta do
papel (figura 1.18).

L A
>

Figura 1.18

Para se obter uma definicao precisa de continuidade, é preciso lancar
mao do conceito de limite:

“Seja | uma fungdo definida em um intervalo I, e seja a € I. Dizemos
que a fungdo é continua no ponto a se lim,, ., f(x) = fla)”.

Da defini¢do acima, decorre que f é continua no ponto a se, e somente
se, forem verificadas trés condigdes:



i f € definida para x = a;
ii Existe lim, flx)

iii lim,, ., £ (x) = f(a).

A fungdo é descontinua em & se ocorrer a0 menos uma das seguintes
condi¢cdes:

a) f NAO esta definidaem x = a;

~ (x—2Mx-3) , .
Exemplo 1.26 — A funcdo f(x) = —_ . & descontinua no ponto
x = 3, pois ndo se define f(3). Veja que lim,_z f{x) = 1, mas isto ndo é su-
ficiente para a continuidade (figura 1.19).

Figura 1.19
b) NAO existe lim__,_ f(x);

Exemplo 1.27 — Observe a figura 1.20 da fungdo [ definida abaixo.

A fungéo definida por f(x) = {x ; 2;:\; i 3

pois lim - f{x) = 1elim, 3+ f(x) = 2, e, portanto, ndo existe lim,, 3 f {x).

€ descontinua em x = 3,

c) Existe lim ., f{x), f{a) esta definido, mas lim,.., f(x) = fla).
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Figura 1.20
-2 g
Exemplo 1.28 - A funcdo definida por flx) = { IL_’H ’ 3+ é
, X =

descontinua no ponto x = 3, pois lim, .3 f(x) = 1e f(3) = 2.

Exemplo 1.29 - Afigura 1.21 apresenta a curva de aprendizado de cer-
to individuo. Tendo, no inicio, nenhum conhecimento do assunto ensinado, o
individuo progride constantemente em diregdo a compreensao desse assunto
no intervalo de tempo 0 = t = t;. Nesse intervalo, o progresso do individuo
diminui & medida que se aproxima o instante t;, pois o individuo n&o consegue
compreender um conceito particularmente dificil. De repente, a compreensao
ocorre no instante 4, elevando seu conhecimento do assunto a um nivel mais
alto. A curva é descontinua em £;.

conhecimento do assunto

[ i —

» { (tempo)

Figura 1.21
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Sintese da Capitulo

Neste capitulo, fizemos uma abordagem geral sobre fun¢des. Comegamos
discutindo as primeiras ideias sobre fungdes, para depois podermos chegar
a uma definicdo matematicamente precisa. Foi dada também muita énfase a
construgao de graficos durante todo o texto, ja que esse assunto tem um gran-
de apelo geométrico que deve ser explorado. Finalmente, introduzimos a ideia
de limite, que € a principal ferramenta a ser utilizada nos capitulos seguintes,
nos quais serdo abordadas a derivacao e a integracao de fungdes de uma va-
riavel. Exemplos escolhidos dentro da area de Biologia permeiam todo o texto.

1. Considere um processo de diviséo celular em que cada célula se subdivide
em outras duas a cada hora.

a) Partindo-se de uma Unica célula, iniciou-se uma experiéncia cientifica.
Faca um quadro para representar a quantidade de células presentes
nessa cultura apés 1, 2, 3, 4, 5 e 6 horas do inicio da experiéncia;

b) Qual o tempo minimo de horas (completas) necessarias para que haja
mais de 1.000 células na cultura?;

c) Qual é a lei que relaciona o nimero de células (1), encontrado na cultura
apo6s t horas do inicio da experiéncia?

2. Para estudar a rapidez com que os animais aprendem, um estudante de
etologia executou um experimento no qual um rato teve que percorrer, va-
rias vezes, um labirinto. Suponha que o tempo necessario para o rato en-
contrar a saida do labirinto, na n-ésima tentativa, seja dado, em minutos,
aproximadamente por.

¢ }—3+E
fin)= -

a) Qual é dominio da funcéo f ?;
b) Para que valores de n a fungéo j tem significado no contexto do experimento?;

¢) Quanto tempo o rato levou para encontrar a saida do labirinto na terceira
tentativa?;

d) Em que tentativa o rato conseguiu encontrar a saida, pela primeira vez,
em 4 minutos ou menos?;
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e) De acordo com a fungdo I dada, o que acontece com o tempo neces-
sario para que o rato encontre a saida do labirinto quando o namero de
tentativas aumenta? O rato conseguira, depois de certo nimero de tenta-
tivas, encontrar a saida em menos de 3 minutos?

3. Foi observado que o numero de cricris que um grilo faz por minuto depen-
de da temperatura. Os resultados experimentais estdo no quadro 1.7 (para
T = 3°C, os grilos permanecem silenciosos).

Quadro 1.7. Niimero de cricris dos grilos (c), segundo a temperatura ambiente em °C

Nimero de cricris (c) 0 5 10 20 60

Temperatura T (°C) 3 4 5 7 15

a) Expresse T com fung&o linear de ¢;

b) Quantos “cricris” faz um grilo, por minuto, quando a temperatura ambien-
teé25°C?;

c) Se um grilo faz 37 cricris em 30 segundos, qual sera a temperatura ambiente?

4. Determinada proteina é sintetizada por um microrganismo e sera utilizada
quando for iniciado o processo de divisao celular. De fato, a sintese dessa
proteina prosseguira até ser atingido determinado valor. A partir dai, inicia-
-se 0 processo de divisdo celular, quando ela comega a ser consumida e
decresce em quantidade. Em condi¢gdes experimentais, verificou-se que a
quantidade da proteina era dada por:

plt) = a+ bt —ct?
onde t se mede em minutos, enquanto g, b € ¢ s&0 constantes positivas.
a) Faga um gréfico representativo da situacdo da fungéo p = f(t);
b) Em que instante a proteina comega a ser utilizada?

5. Estima-se que, daqui a t anos, um certo bairro tera uma populagéo de

plt) =20— mil habitantes.

6
(t+1)
a) Qual sera a populacao do bairro daqui a 9 anos ?;

b) Qual sera o aumento da populagéo durante o0 9° ano?



6. Uma pesquisa ecoldgica determinou que a populago (s) de sapos de uma
determinada regido, medida em centenas, depende da populagdo (m) de

insetos, medida em milhares, de acordo com a equacéo s(m) = 65+\/% A

populacéo de insetos, por sua vez, varia com a precipitacdo () de chuva,
em centimetros, de acordo com a equacéo m{p) = 43p + 7,5.

a) Expresse a populagao de sapos como fungao da precipitacao;

b) Calcule a populagéo de sapos quando a precipitagéo é de 1,5 cm.

7. A taxa de crescimento populacional da bactéria Escherichia coli no intes-
tino humano é proporcional ao seu tamanho. Em condigdes laboratoriais
ideais, quando esta bactéria & desenvolvida em caldo de cultura, o nimero
de células na cultura dobra, aproximadamente, a cada 20 minutos.

a) Se a quantidade inicial de células era de 100, determine a fungéo Q(t)
que expressa o crescimento exponencial do nimero de células desta
bactéria em fungcao do tempo;

b) Se a quantidade inicial de células fosse 1000, como isso alteraria 0 nos-
so0 modelo?

8. Os bidlogos afirmaram que, sob condi¢des ideais, 0 nimero de bacté-
rias numa cultura cresce exponencialmente. Suponha que existem inicial-
mente 2.000 bactérias e que existirdo 6.000 bactérias 20 minutos depois.
Quantas bactérias existirao apés 1 hora? (Use o modelo obtido no item a
da atividade anterior)

9. A constante de decaimento radioativo para o estroncio 90 é x=0,0244
quando o tempo é medido em anos. Quanto tempo a quantidade £y de
estréncio demora para cair até metade do seu tamanho original? (Use o
modelo obtido no item a, com u=0,0244 e In 2 =0,69314718)

10. Suponha que o crescimento populacional de duas cidades A e B é descrito

pela equacéo P(t) = Pye*t, onde:

Py é a populag&o no inicio da observagéo;

k é a taxa de crescimento populacional;

t é o tempo em anos;

€ é a base do logaritmo natural;

P(t) é a populagao t anos apés o inicio da observago.
Se, no inicio de nossa observagéo, a populagcao da cidade A é o quintuplo
da populagéo da cidade B, e se a taxa de crescimento de A permanecera
em 2% ao ano e a de B em 10% ao ano, em quantos anos, aproxima-

damente, as duas cidades possuirdo 0 mesmo nimero de habitantes?
Considere In5 = 1,6
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11.

12.

13.

Os bidlogos dizem que ha uma alometria entre duas variaveis, x € ¥, quan-
do é possivel determinar duas constantes, ¢ e n, de maneira que v = cx™
Nesses casos, consideremos uma experiéncia hipotética na qual se obteve
0s seguintes dados:

% ¥
2 16
20 40

Supondo que haja uma relagdo de alometria entre x e ¥ e considerando
log2 = 0,301, de:termine o valor de n.

Sendo fl(x) = 4;*—1 definida em & — {3} determine lim__: f{x).

Se as funcdes f e g sdo tais que f(x) = g(x), parax = ae fla) = gla),
elas possuem o0 mesmo comportamento em relagcéo ao calculo do limite
quando x — a.

x—1

Um gas (tal como vapor d'agua ou oxigénio) € mantido a temperatura
constante no pistdo (figura 1.22). A medida que o gas é comprimido, o
volume V decresce até que atinja uma certa presséo critica. Além dessa
pressao, o gas assume forma liquida. Use o grafico da figura 1.16 para
resolver e interpretar.

4+ V (litros)

liquig,
0 » p (torr)
Figura 1.22
a) limy_y00- V b) limyj00+ V C)limyige V
14. Esboce o gréfico da fungéo definida por

e verifique se existe lim . f{x).



15.

Calcule os limites:

VR-1,

xF-8
a) ]]mp\_.i 1’ ,

¢) lim, . ==

.rz—E.r—E_
xT-1

b)lim,._,_4 d) lim, _g{cosx + sen x).

16. Numa floresta tropical da Africa a temperatura t (*C) varia conforme o més

do ano, segundo a fun¢éo

m+1, 1=m=3
tm) =1 3m—3, 3<m=5
4dm — 10, S5<m=12

a) Esboce o gréfico da fungéo t;
b) Afuncéo é descontinuaemx = 37Eemx = 5?

17. Aum més de uma competi¢do, um atleta de 75 kg é submetido a um trei-

18.

19.

namento especifico para aumento de massa muscular, em que se anun-
ciam ganhos de 180 gramas por dia. Suponha que isso realmente ocorra.

a) Determine o “peso” do atleta apés uma semana de treinamento;

b) Encontre a lei que relaciona o “peso” do atleta (p) em fungéo do nimero
de dias de treinamento (n). Esboce o gréafico dessa fungao;

c) Sera possivel que o atleta atinja ao menos 80 kg em um més de treinamento?
Leia esta noticia:

A mae nao precisa se preocupar se o bebé emagrecer nos primeiros dias
de vida. Segundo o pediatra Marcelo Silber, do hospital Albert Einstein
(SP), € comum a crianga perder, em média, 10% do peso logo apds o
nascimento. “Esse peso é recuperado com o desenvolvimento e a ama-
mentacao”, diz ele. No primeiro més, o recém-nascido engorda cerca de
30 gramas por dia (Folha de Sao Paulo, 9/1/2003).

Suponha que uma crianga tenha nascido com 3 quilos e, nos cinco primei-
ros dias, tenha perdido o percentual de “peso” sugerido no texto. A partir
do sexto dia, comecga a engordar na propor¢ao descrita nessa reportagem.
Determine o “peso” da crianga no 13° e no 20° dia de vida, respectivamente.

Cintia, Paulo e Paula leram a seguinte informag¢éo numa revista: “Conhe-
ce-se, ha mais de um século, uma férmula para expressar o peso ideal do
corpo humano adulto em fung&o da altura:

P=(a- 100‘;—(9_—150)
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20.

21.

em que F é o peso, em quilos; a é a altura, em centimetros; i = 4, para
homens, e i; = 2, para mulheres”.

a) Cintia, que pesa 54 quilos, fez rapidamente as contas com & =2 e
constatou que, segundo a férmula, estava 3 quilos abaixo do seu peso
ideal. Calcule a altura de Cintia.

b) Paulo e Paula ttm a mesma altura e ficaram felizes em saber que es-
tavam ambos exatamente com seu peso ideal, segundo a informacao
da revista.

Sabendo que Paulo pesa dois quilos a mais do que Paula, determine o
peso de cada um deles.

Em um laboratério, dois tipos de bactérias, tipo A e tipo B, estdo sendo pes-
quisados. Para uma das experiéncias, foram preparadas duas l&minas,
que ficaram em observagao por um periodo de 3 dias. Em cada l&amina,
no mesmo instante, foram colocadas culturas dos dois tipos de bactérias,
assim distribuidas:

Lamina 1: cultura de bactérias do tipo A;
Lamina 2 : cultura de bactérias do tipo B.

Sabe-se que o nimero de bactérias em cada Iamina, em fungéo do tem-
po t, em horas, durante o periodo da experiéncia, € dado pelas fungdes
definidas por.

I. bactérias do tipo A: a(t) = —10t? + 800t + 2000,
Il. bactérias do tipo B: b{t) = —10t% + 900t + 100.
Analise as afirmagdes seguintes, classificando-as como verdadeiras (V)
ou falsas (F). Justifique.
a) Antes de completar 24 horas de experiéncia, a cultura da [dmina 1 e
a cultura da lamina 2 apresentaram, num mesmo instante, o0 mesmo
ndmero de bactérias;

b) O nimero de bactérias mencionadas no item anterior €, em cada lami-
na, inferior a 13 mil;

¢) Foram colocadas 900 bactérias do tipo B na l1&mina 2;

d) Durante a experiéncia, o nimero de bactérias do tipo B chegou a 4.350
em dois instantes.

Os fisiologistas afirmam que, para um individuo sadio e em repouso, o nu-
mero IV de batimentos cardiacos por minuto varia em funcéo da temperatu-
raambiente, em graus Celsius, segundo afungéo N(t) = 0,1t% — 4t + 90.
Qual o nimero de batimentos cardiacos de uma pessoa que esta dormin-
do quando a temperatura ambiente for de 20°C?



22. Imagine um pais com uma populacao de 100 milhdes de habitantes e a uma
taxa de crescimento populacional de 2,4% ao ano. Em quantos anos a po-
pulagéo desse pais atingira 5 bilhdes de habitantes? Considere log2 = 0,301.

23. Estima-se que 1350 m? de terra sejam necessérios para fornecer alimen-
tos para uma pessoa. Admite-se, também, que ha 30 x 1350 bilhées de m?
de terra aravel no mundo e que, portanto, uma populagédo maxima de 30
bilhdes de pessoas pode ser sustentada, se ndo forem exploradas outras
fontes de alimento. A populagao mundial, no inicio de 1987, foi estimada
em 5 bilhées de habitantes. Considerando que a populacdo continua a
crescer a uma taxa de 2% ao ano, e usando as aproximagodes In 1,02
=0,02;In2=0,70 e In 3 = 1,10, determine em quantos anos, a partir de
1987, a Terra teria maxima populagao que poderia ser sustentada.

24. A intensidade de um terremoto, medido na escala Richter, € um nimero que
variade | = 0 até I = 8,9, para o maior terremoto conhecido. [ € dado por

I = 2 1 (E )
~3'9%8\g,/
Onde: £ — energia liberada no terremoto em Quilowatt-hora, e
Ey=7x107% Kwh.
a) Qual a energia liberada num terremoto de intensidade 8 na escala Richter?;

b) Aumentando de uma unidade a intensidade do terremoto, por quanto
fica multiplicada a energia liberada? (Sugestao: use as propriedades
dos logaritmos).
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Gapitulo

Introducdo ao
Estudo das Derivadas






Objetivos

e Discutir a ideia de derivada, usando o conceito de reta tangente;
e Definir derivada e interpretar a derivada como taxa de variagéo;
e Estabelecer regras para o célculo de derivadas.

e Aplicar derivadas em problemas de Biologia.

1. A derivada e a reta tangente

Os gregos definiram a reta tangente a um ponto de uma circunferéncia como
sendo a reta que toca a circunferéncia neste ponto e é perpendicular ao raio
no ponto de tangéncia. Porém, no caso de uma curva qualquer, a situagcao é
mais delicada e vai exigir o conceito de limite. De fato:

1. Precisamos definir o raio de uma curva qualquer, o que é tdo complicado
quanto caracterizar a reta tangente;

2. Uma reta que passa por um Unico ponto de uma curva nem sempre € uma
tangente; e

3. Uma verdadeira tangente pode tocar a curva em mais de um ponto (figura 2.1)

tangenta

fangente

...-:' _ p—
s tangente 7 4

Figura 2.1
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Assim, para uma curva qualquer, foi preciso esperar até o século XVII
para se ter uma definicdo satisfatéria de tangente.

Para resolver a questéo, vamos considerar a funcéo v = fix) e seu
grafico representativo mostrado na figura 2.2.

y

;(_Tll+ﬁ.;} R P - |

f(x) B 5

Ax |
Xy +Ax

Figura 2.2

Sejamzxef (x) as coordenadas do ponto F onde desejamos tracar a tan-
gente. Consideremos um outro ponto { do gréfico de f, cujas coordenadas séo
Q{x + Ax, flx+ ﬁx}}. O declive da reta secante PQ é dado pelo quociente:

Ay fle+0)-f(x)
Ax Ax

chamado razdo incremental, pois Ax é realmente um incremento que

damos a abscissa de P, para obtermos a abscissa de . Ao considerarmos o
. .. Ay .

quociente de dois incrementos ﬁ na verdade, estamos considerando-o como

uma taxa média da variagdo de ¥ em relagcao a x.



Figura 2.3

Vamos imaginar agora (figura 2.3) que, enquanto o ponto F permanece
fixo, o ponto  aproxima-se de P, passando por sucessivas posicoes Z1: @2, @3
etc; logo, a secante FQ assumira as posi¢oes P@y, P, PQ3 etc. O que se es-
pera é que a razao incremental, que é o declive da reta secante, aproxime-se
de um determinado valor “m”, a medida que o ponto & se aproxima do ponto P .
Isto acontecendo, definimos a reta tangente & uma curva em P como sendo
aquela que passa por P e que tem declive “m” (podemos interpretar a tangente
como o limite de uma familia de secantes). Observe que fazer J se aproximar
de F é o mesmo que fazer Ax se aproximar de zero na razao incremental.

Quando fazemos Ax — 0, e a razao incremental se aproxima de um valor
finito, dizemos que “m” é o limite da razéo incremental com Ax — 0, e escrevemos:

. fla+Ax) — flx)
m = lim
Ax—=0 Ax

Esse quociente que representa a taxa instantdnea de variagdo é cha-
mado de derivada da fungéo f, que é expressa por uma das notagdes a sequir.

O JNG iCh - hd iC)
T dx ax—oAx axD Ax

Exemplo 2.1 - Calcular o coeficiente angular da reta tangente ao gréfi-
co de y = x? no ponto de abscissa x = 1.
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Solugao:
Queremos determinarm = f'(x) = lim, .
Para tanto, inicialmente, observemos que:

f—"Hiﬂ_f ) quando x = 1.
Ax

o flx)=x2
o flx+ Ax) = [x+.-‘lx:]2'

Assim, pela defini¢ado de derivada, temos:

F1(0) = ﬂl:irrﬂuf(x + a"—"ji — flx)
. x+ Ax)? —(x)?
ﬂ:tl‘IE:‘ll} Ax

Donde obtemos:
x4+ 2x(Ax) + (At — &1
Ax

e s
fi) = ﬂ.l:lrIE}lD

Ou segja,
Ax(2x + Ax)

' T g
f = ﬂl.‘:l’IE?lD Ax - -_".I;IED(EX +4x)

Como Ax = 0 temos que f'(x) = 2x, fungdo que nos d& a derivada
(declive) em qualquer ponto da curva v = x*. Como desejamos a tangente
passando por (1,1), segue-se que f'(1) = 2 é o coeficiente angular pedido.

A figura 2.4 mostra um esbogo do grafico de v = xZ e a tangente £ pelo
ponto (1,1).



Figura 2.4

Exemplo 2.2 - Uma placa com uma cultura de bactérias estad sendo
observada, e o controle da populagao é feito a cada hora. Concluiu-se, a partir
destas observacdes, que a equacdo N{t) = 504/t + 300 d4, com boa aproxi-
magao, o nimero de bactérias depois de ® horas. Qual é a equagéo que nos
da a taxa instantadnea de crescimento da populacao de bactérias na placa?

Solugao:
Pela definicdo de derivada, temos:

v _ N(t + At) — N(t) y 504/ + At + 300 — (504/F + 300)
= = m

dr  atdn At At At
E, assim:
dN [t + At —4t
av _ .- EG(MJ
dt  Ar—0 At

Nao podemos tomar o limite nesta expressdo sem antes modifica-la,
sendo chegaremos a uma indeterminagéo do tipo /,. Multiplicando o nume-
rador e o denominador pela express&o +/t + At — +/t, obtemos:

dN i+ At =T\ [t A -4t
— = | lim 50 B
di |40 At VEF AL -4t
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que nos da

an t+At—t . 50 25

— = lim 50 — | = lim————=—
a0 \AH(VEF AL —4T))  S0TRAT+4T AT

Para se calcular a derivada de uma fungéo mais complexa, é impra-
ticavel o uso da definicdo. Assim, os matematicos demonstraram uma série
de teoremas que nos permitem calcular derivadas com certa facilidade sem
recorrer a definicdo. Esses teoremas, que aqui chamaremos de regras, sao
assunto do préximo tépico. No entanto, ndo sdo demonstrados, pois julgamos
que foge aos nossos objetivos, que estdo centrados nas aplicagoes.

2. Regras de derivagao
2.1 Regra da constante

g dik) " ~
Para qualquer constante i, temos que - 0, onde k representa a fungéo
constante ¥ = %, Em simbolos:

dy
v = B = —_— = 0
ax
2.2 Regra da poténcia
-
ara qualquer nimero real n, temos que £~ = 5 y»—1, Em simbolos:
Para qualq In, t q 'id
L
dy
y=x" —} =nx" 1
ax

2.3 Regra da multiplicagao por uma constante
Se k& é uma constante e f uma funcéo derivavel, kf também é derivavel e
d(kf(x) _ df

dx dx

kf'(x)

Em simbolos:

b =kf(x) = y' =kf'()]




Exemplo 2.3 - Calcular a derivada das seguintes fungoées:

E— » — a8
a)’ =3 by =+
C) }.' = sz', d) }_1 = 1\'.';
Solugao:
a)y=3 = ? = 0, pois 3  uma constante;
o
b)}::xs = E:8_1’8_1 A d—}zﬂx?,
dx dx
O)y=2x% = Zop.exft o oo
dx dx
d F = My = 1,-'2 - d—} = l _1,-'2 - d—} = 1 .
)} vr=xd dx zx ' dx x

Exemplo 2.4 - Encontre a reta tangente a curva y = +/x no ponto de
abscissa x = 4 e esboce o seu gréfico.

Solugéo:
y
t
y=x
e
4 8 12
Figura 2.5

Um esbogo do gréafico é mostrado na figura 2.5. Para encontrarmos a
reta tangente, é suficiente que se conhega um ponto da curva e o coeficiente
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angular da reta. O coeficiente angular é a derivada no ponto x = 4, isto €,
f'(4). No exemplo 2.3, ja achamos que a derivada desta fungdo, em um ponto
qualquer da curva, é dada por.

. 1
"x)=——
f&) 24/x
de modo que:
) 1 1
"{_4'} ===
! 244 4

1
Como a reta passa pelo ponto (4,2),tem como equagéo ¥ —2 = Z(X -4).

Exemplo 2.5 - A velocidade do sangue pode ser descrita pela fungao
s(t) = 84/t @ medida que vai do coragéo, percorre a aorta e outras artérias e,
finalmente, atinge os vasos capilares, com consequente perda de velocidade.

a) Qual a velocidade média, desde t = 4 até £ = 97
b) Qual a velocidade instantdnea no momento £t = 4? Eem ¢ = 9?

Solugao:
a) Chamando de 7, a velocidade média, temos:
_As s(9) —=s(4) R

At 9-—4 5

Lﬂ?:“_ -
b)s'(t) =8- (v&) - s(H=2
WE

Logo,

||*'-‘-‘

5'(4) = —

N 3

s

1 . 4 4
= — = 3"#\_9} = ? =
2 1\.'9

2.4 Regra da soma

Se F(x) e g{x) sdo duas funcdes derivaveis, para qualquer x, entdo, a fungéo
s(x) = fx) + g{x) também é derivavel, e s"'(x) = f'{x) + g'(x).

) ) ) ds df d
six) =flx)+glx) = —= —.f +29
ax

dx dx




Exemplo 2.6 - Estima-se que, daqui a x meses, a populacao de certo
municipio sera
P(x) = x? + 20x + 8.000
a) Qual sera a taxa de variagdo da populagdo com o tempo daqui a 15

meses? (observagdo. a partir de agora, taxa de variagéo instanténea
sera referida apenas como taxa de variacéo).

b) Qual sera a variagdo da populagéo durante o 16° més?

Solugao:
a) A taxa de variagao da populagdo com o respectivo tempo é a derivada
da fungao populacgao:

dP
Taxa de variacdo: Py 2x + 20

A taxa de variagdo daqui a 15 meses sera, portanto:
P'(15) = 2(15) + 20 = 50 habitantes / més.

b) A variagdo da populagao durante o 16° més é igual a diferenga entre a
populacao apés 16 meses e a populacao apés 15 meses.
Variagdo da Populagéo. P(16) — P(15) = 8.576 — 8.525 = 51 habitantes.
\

Exemplo 2.7- Um estudo ambiental, realizado em certo bairro, reve-
la que, daqui a t anos, a concentragdo de monéxido de carbono no ar sera
Q(t) = 0,05¢% + 0,1t + 3,4 partes por milhdo (ppm).

a) Qual sera a taxa de variagdo da concentragdo de mondxido de carbono
com o tempo daquia 1ano ?
b) Qual sera a variagao da concentragdo de monédxido de carbono durante

o 1° ano?

¢) Qual sera a variagao da concentragao de mondxido de carbono durante
os dois anos seguintes?

Solugao:

dQ

dt

Logo, daquia lano, @'(1) = 0,1 + 0,1 ppm/ano.

Q(t) =005t +0,1t+34 = Q' (t)=—=01t+0,1

Matemética para Ciéncias Bioldgicas @
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b) A variag&o da concentragdo de mondxido de carbono durante o 1° ano
serd variacio da concentragio:

Q(1)- Q(0) =(0,05 + 0,1 + 34)- 34 = 0,15ppm.

¢) De modo analogo, variagéo da concentragao:

Q(3)-Q(1)=[0,05(3)" +0,1(3)+3,4|~[0,05+0,1+3,4]=0,6 PP

2.5 Regra do produto

Se f(x) e glx) sdo duas fungdes derivaveis, para qualquer x, entdo, a
funcdo P(x) = f(x) - g(x) também & derivavel, e sua derivada é

Pix)=f"x)-glx) + flx) - g'(x).

Exemplo 2.8 - Escreva a equagdo da reta tangente a curva
y = (2x+ 1){x? — x + 3) no ponto de abscissa x = 0.

Solugao:
dy . -
== Qr+ Dok + 3+ (2x 4D (P - x + I

Dai, v/ = 2-(x*-x + 3) + (2x +1)-(2x- 1). Entdo, para x =0,
vem

y(0) =[2(0) +1][02 —0+3] =3

y(0)=2-(0*-0+3)+[2(0)+1]-[2(0) —1] =5

Portanto, a equacgéao da reta tangente a curva no ponto (0,3) &

Exemplo 2.9 - Seja a funcéo @ = @(t) que mede a quantidade média
de determinado comprimido consumido por habitantes de uma grande cidade
depois de t dias. Seja ainda H = H{t) o nimero de consumidores desta droga
ai residentes.



a) Escreva a funcéo R = R(t) que expressa a quantidade total de compri-
midos consumidos diariamente;

b) Se a quantidade média de comprimidos naquela cidade esta aumentan-

N . d , . , ,

do arazado _Q € 0 numero de consumidores também esta crescendo
dt

a uma taxa igual a ——, a que taxa estara crescendo a quantidade total

dt
consumida do medicamento na cidade?

Solucao:
a) A fungéo pedida, que esta sendo chamada R, é o produto das fun-
¢cbes @ e H, logo:
R(t)=0(t)-H(t)
b) A resposta dessa pergunta é dada simplesmente pela derivada de R
em relacdo a t, isto &,
. dR . . . i
R'(t) = v Q(t)-H(t)+ Q) - H'(t)

Assim, a taxa de variacao instantanea com que o consumo total cresce
€ igual a taxa de crescimento da quantidade de comprimidos consumidos por
habitante vezes o nimero de consumidores, acrescida da quantidade média
de comprimidos consumidos por habitante, vezes a taxa segundo a qual o
ndmero de consumidores varia.

2.6 Regra do quociente
Se flx) e g{x) séo fungdes derivaveis, para qualquer x, a funcéo

i filx)
W=7

também é uma funcao derivavel, e sua derivada é

fix) - glx) — flx)- g'(x)

Q'(x) = O , glx) =0
Entéo,
) o ap geW -5
Qlx) = 900 = Q) = e PIIE

Matemética para Ciéncias Bioldgicas



GENARID SOBREIRA SANTIAGD, R EDUARDD BRASILEIRD PAIVA

Exemplo 2.10 - Calcular a derivada da fun¢éo seguinte:

3y 3

\ ¥x—7=0

Solucgao:
(3")"(x=7)=3x"(x=7)' _9x’-(x=7)-3x" _3x"-(2x-21)
(x=7) (x=7) (x=7)

yl =
Exemplo 2.11 - Calcula-se que, daqui a t anos, a populacao de certo
bairro sera p(t) = 20 — il mil habitantes.
l‘ —

a) Qual sera a variagao da populagao durante o 32 més ?
b) Qual a taxa de variagao daqui a 3 meses?

Solugao:
a) a variagao da populagéo durante o 32 més sera

P{a}—P{z}z(zn - & )—(20 - i):a
3-1 2—1
mil habitantes / més

b) a taxa de variagdo da populacdo com o tempo é dada pela derivada de
Pemrelacdo at, ouseja, P'(t).

Pf{.ﬂ_a’P_[m 6 ]’_ 0-t—-1)-6-1_ 6
T t—11 -1 " (t—-1)2
) 6 6 : :
Logo. P'(t). = > =— =1, 5mil habitantes.
3-1)° 4

2.7 Regra da fungao composta (regra da cadeia)

Seja y uma fungao de u, e u, uma fungao de x. Entao, y pode ser considerada
como fun¢ao de x, e sua derivada em relacao a x (dy/dx) é dada pela derivada
de y em relagéo a u, multiplicada pela derivada de u em relagdo a x.

: @ & @
J'-‘:}-‘{_‘u} E"Ll:u{_;x’} = ——=—.—
ax au ax




Exemplo 2.12 - Calcule a derivada da fungéo v = v/x% + 3x + 2

Solugao:
Fazendo

— dy 1
y=4u = —=——F=
: au  2yu
u=x"+3x+2 =
. du
Uu=x“+3x+2 = —=2x+3
dx

Logo,
dy dy du 2x + 3

dx du dx 24x+3x+2

Exemplo 2.13 - Os pinipedes sdo uma subordem dos carnivoros
aquaticos, tais como focas e morsas, cujos pés evoluem para nadadei-
ras. A relagdo comprimento-peso durante o crescimento fetal € dada por
W(L) = (6.107%) - 127+, onde L é o comprimento, em centimetros, e W é o
peso, em quilogramas. Estabelega uma férmula para a taxa de crescimento

do peso em relagdo ao tempo t.

rivar a

dW

dt

Solu¢ao:

Como W = W(t) e L = L(t), devemos usar a regra da cadeia para de-

composta das duas fungdes anteriores. Entdo, como
dW . - cs - . o
AL =2,74(6 -1075). LY = (1,644 - 107%) . L7
Segue-se que:
dW dL . - e . _, L. dL
— —=2,74(6-107%) . L¥7* = (1,644 . 107%) . [17% . —
dl dt dt

2.8 Derivadas das fungodes logaritmica e exponencial

Nestes casos, também nao apresentaremos dedugdes das férmulas das fun-
¢Oes derivadas por razdes ja citadas. Considerando que u = u{x) e usando
a regra da cadeia, temos o seguinte esquema que usaremos nas aplicagoes.
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Granulécito — E um
leucécito caracterizado por
um nucleo polilobulado e
por seu contetdo granular.
Os neutrdfilos, eosindfilos e
basdfilos séo granulécitos.

Fonte: biologia-soraia.
blogspot

Exemplo 2.14

a) Use a regra da cadeia para achar a derivada de ¥ = Inu, onde u é uma
funcao de x.

b) Use o resultado do item “a” para derivar ¥ = In{2x* + x), 2x2 + x = 0.
Solugao:

a)Se v =Inu, u > 0, e u é derivavel, temos que ¥ = Inulx)

dy 1
du_ u
y=Ihu =
du ,
u=ulx) = E:u(ﬂ
dv dy du 1 du o
dx du dxr u dx u
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b) Faca
dy 1
y=Ihu = ,—}=—
i du U
u=2x+x =

. du
U=2x"+x = —=4x+1
dx

Entao,

dy dy du 4x+1
dy du dx 2x%*+x

Exemplo 2.15
a) Use a regra da cadeia para achar a derivada de v = e¥, onde
u =ulx)

b) Use o resultado de “a” para derivar v = e,

Solu¢ao:

a)
ay _
- =E&"
du

y=g% =
. du )
u=ulx) = —=u'(x)
dx
Entao,

dy dy du .
—=———=g" U
dy  du dx

b) De acordo com o item “a”, temos que
v = E.Ex—-': = }_.-' — ZEEx—-':

Exemplo 2.16 - Um conceito bastante importante, tanto em Biologia
como em Quimica, é o de entropia. A entropia € uma medida da desordem de
um sistema e do quanto o sistema é aleatorio. A entropia S esta relacionada
a probabilidade P, de acordo com a férmula S(P) =k -InP,onde k,P = 0e
k é constante.



‘ GENARID SOBREIRA SANTIAGD, R EDUARDD BRASILEIRD PAIVA

2

b) Calcule d—S :
dpP’

Solugao:
a) Temos:
ds
S(P)=k-InP = —
b) A notagédo
d*s
— = g
FRE (P)

dP

.ic1
P

€ uma notacao para a 22 derivada (derivada de 5'(P). Assim,

d!
S"P)=—=5=—73
P dp- P

L
=

Exemplo 2.17 -Aquantidade de bactérias presentes numa cultura contro-
lada, no instante t (horas), pode ser calculada pela equagéo py(t) = 150 - efa.

a) Qual a quantidade inicial de bactérias?
b) Qual a quantidade depois de 1 hora?

¢) Qual a velocidade instanténea de crescimento no instante t= 17

Solucao:

a) N(£) = 150- ¢ /2. quando t =0, N{0) = 150- &® = 150

b) N(t) = 150- ¢ /2 , quando t = 1,

N(1) = 150- e'fs = 150. {1,3956) = 209

C)N'(t) = E =150.¢3 § =50.¢73 = N'(1)=69,67



Texto complementar

Sintese da Capitulo

Neste capitulo, foi apresentada uma poderosa ferramenta matematica: a de-
rivada. A definicdo de derivada foi dada a partir do estudo da reta tangente a
uma curva em um ponto qualquer desta curva. Em seguida, foram resolvidos
alguns exercicios usando a definicdo. No entanto, o uso da definicéo é im-
praticavel para fungdes mais complexas, de modo que foram apresentadas
regras praticas de derivagao, que foram usadas, ao longo do texto, em proble-
mas aplicados.
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Rtividades de avaliagdo

1. Calcular o coeficiente angular da tangente ao gréfico de v = x3, no ponto
de abscissa x = 2.

2. Uma colénia de bactérias foi colocada numa placa e, simultaneamente, foi adi-
cionada uma mistura de antibiéticos, para se testar sua eficacia. A quantidade

» o . ) 1
de bactérias que permanecia viva na cultura, apés thoras, € dada por N(f) = —.
t

a) Construa um esbogo do grafico desta fungéo considerando 1 =t = #,
comt e R.

b) Qual é a equacao que nos daréa a taxa de variagéo instantanea de N em
relacdo a t, isto &, dN/dt ?

¢ ) Qual é a taxa de variagao da populagdo de bactérias quando t=57?
3. Calcular a derivada das seguintes fungoes:
a)flx) =2; b) flx) = x%

c) fix) = ¥x* d) fx) = %

. 1 .
4. Encontre a reta tangente a curva f{x) = — no ponto de abscissa x = 1.
X
5. Calcula-se que, daqui a x meses, a populagéo de certa cidade sera
P(x) = 2x + 4x /2 + 5.000
a) Qual sera a taxa de variagéo da populagéo com o tempo daqui a 9 meses?
b) Qual sera a variagdo da populagao durante 0 9 ° més?

6. Todo ano, durante a primavera, os pardais fazem ninhos em determinada re-
gido. A populagao de pardais é calculada todos os anos, e concluiu-se que
ela aumenta, a cada ano, de acordo com a equacdo N(t) = 300t + 0,3t

a) Quantos pardais estardo fazendo ninho na 52 primavera?
b) Qual sera a taxa de crescimento da populagéo de pardais no 5° ano?
7. a) Calcule a derivada da fungdo v = 2x% — 5x — 3;

b) Escreva a fungéo do item “a” na forma fatorada e calcule a sua derivada
usando a regra do produto. Verifique que as duas respostas sao iguais.

8. Derive a fungéo y = xv/x.

x® +2x

2

9. Derive afungdoy = .
x +1




10.

Estima-se que, daqui a t anos, a populacao de certa comunidade suburba-

naserade P(t) =20 — Ll milhares de habitantes.
t+

a) Deduza a expresséo da taxa de variagdo da populagéo em relagéo ao tempo.
b) Qual sera a taxa de crescimento da populagéo daquia 1 ano ?

¢) Qual sera crescimento da populagéo durante o 2° ano?

d) Qual sera a taxa de crescimento da populagéao daqui a 9 anos ?

e) O que vocé observa na taxa de crescimento populacional durante todo
este tempo?

11. Um estudo ambiental realizado em um certo municipio revela que a concentragao

12.

13.

14.

15.

média de mondxido de carbono no ar é de ¢(P) = ,/0,5P2 + 17 ppm, onde P é
a populacao em milhares de habitantes. Calcula-se que, daqui a  anos, a popu-
lacdo do municipio sera P(t) = 3,1t + 0,1t2 milhares de habitantes. Qual sera
a taxa de variagdo da concentragao de mondxido de carbono daqui a 3 anos?

Derive afungdoy = (x + 1)

a) Desenvolvendo o binémio;

b) Usando a regra da cadeia.

A relagdo comprimento-peso de um certo peixe do pacifico é dada por

W{L) = 10,375 - L?, onde L é o comprimento, em metros, e W é o peso,

) dL

em quilogramas. A taxa de crescimento do comprimento — é dada por
1a . dt

0,18 - (2 - L), onde t é o tempo em anos.

. . aw

a) Estabeleca uma férmula para a taxa de crescimento do peso — em
termos de L; dt

b) Use a férmula obtida no item “a” para estimar a taxa de crescimento do
peso do peixe que pesa 20 quilogramas.

Derive as fungdes seguintes:
a)y = 10%
b) y = ex™+1;

C)y =log,x%

d)v =In{x%— x2+ 1);

e)y = x*.

O modelo Count é uma férmula empirica usada para predizer a altura de

uma crianga em idade pré-escolar. Se h{x), denota a altura (em centime-
. 1 . :
tros) na idade x (em anos) para 2 < X <6, entdo, pode ser aproximado

por hix) = 70,228 + 5,104x + 9,222 - In x. Preveja a altura e a taxa de
crescimento quando uma crianga atinge a idade de 2 anos.
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16.

Encontrar a derivada das fungoes:
a) y - e2x+ 3;

b)y=e*.Inx?

cy=e*.In2x;

dyy= e

17. A gquantidade de células cancerosas, existentes no instante ¢, é dada

por N(t) = 100e%%.
a) Calcule a taxa média de variagdo de N no intervalode t=0a t=10;
b) Calcule a taxa instantanea de variagao para t = 10.

18. A lei de Boyle afirma que, se a temperatura permanece constante, a pres-

. . . . . K
s&o P e o volume V de um gas confinado estéo relacionados por P = 7

para alguma constante K. Se, para certo gas, K= 200 e V esta aumentan-
do, determine a taxa de variagao de P em relagéo a V para:

a) Um volume V;

b) Um volume de 10.

19. Alei de Boyle para gases confinados afirma que, se a temperatura perma-

nece constante, entdo, PV = K, onde P é pressao, V é o volume e K uma
constante. Supondo que, noinstante t(minutos), apressaoseja P(f) =20 + 2t
em cm de mercurio, para 0 <t < 10. Se o volume é de 60 cm*em t =0,
usando a regra da cadeia, determine a taxa na qual o volume varia em
relacdo a tquando t = 5.

20. Ataxa de variagdo do batimento cardiaco de um mamifero é inversamente

21.

proporcional ao seu peso corporal p, em quilogramas. Se B denota o nu-
mero de batimentos cardiacos por minuto, entdo B e p estao relacionados
pela férmula B(p) = 240p°%.

a) Faga um esbogo da curva expressa pela equagao anterior;
b) Determine sua tangente quando p = 100 kg.

A pele que recobre o nosso corpo desempenha fungdes muito importan-
tes. Entre elas, podemos citar sua participacao ativa na manutengao da
temperatura corporal, na excregdo de substancias toxicas oriundas do
proprio metabolismo do corpo e no papel de protegéo contra agresséo do
meio exterior. Em algumas situa¢des, é muito desejavel saber quanto vale
a superficie corporal em fungédo do peso do animal. Denotemos por S a
area da superficie, entdo, temos:

S(P) =K@y =Kj3/ p*
onde, p é o peso em quilos e K uma constante positiva dependente do
animal considerado.



22.

23.

24.

25.

26.

a) Encontre a taxa de variagdo da superficie corporal do ser humano em
funcéo do seu peso (K =0,11);
b) Faz sentido essa taxa de variagdo quando o peso for nulo? Por qué?

Um certo modelo sugere que a produgdo de um tipo de glébulos brancos
(granulécitos) pode ser descrito por uma fungdo da forma P{x) = 2 A;C(m :
+

onde A e B s&o constantes positivas, 0 expoente m € positivo € x € o nime-
ro de células presentes. Calcule a taxa de produgdo de granulécitos, P'(x).

Um certo modelo bioldgico sugere que a reagéo do corpo humano a uma
dose de medicamento pode ser representada por uma fungéo da forma

F(M)%(kMz M),

onde K é uma constante positiva e M a quantidade do medicamento pre-
sente no sangue. A derivada S = j_]\]j[ pode ser considerada como uma

medida da sensibilidade do organismo ao medicamento.
a) Calcule a sensibilidade S;

2
b) Calcule as = dF e apresente uma interpretagao para a derivada segunda.
aM  dM

2

Foi observado que o fluxo de sangue de uma artéria para um pequeno
capilar é dada pela expressao

F=kD*J4-C (cm?s),
onde D é o didmetro do capilar, A é a pressao da artéria, C € a pressédo no
capilar e K € uma constante positiva.

a) Qual é a taxa de variagdo do fluxo de sangue F com a presséo C no
capilar se A e D se mantém constantes? O fluxo aumenta ou diminui
quando C aumenta?

b) Define-se taxa de variagao percentual de uma fungéo Q pela expresséo

100. ') . Qual é a taxa de variagdo percentual de F em relacdo a A
seC thgxs)e mantém constantes?
Calcula-se que, daqui a t anos, a populagao de certa cidade sera P(t) = 10
m_ 20 - mil habitantes. Um estudo ambiental mostrou que a concentra-
cé(é aré)monéxido de carbono no ar serda C(p) = 0,8m unidades
quando a populacao for por p mil habitantes. Qual sera a taxa de variacao

percentual da concentragdo de mondxido de carbono no ar daquia 1 ano?

Estima-se que, daqui at anos, a populacéo de certo pais sera P(t) = 50e%%%
milhées de habitantes.

Matemética para Ciéncias Bioldgicas



GENARID SOBREIRA SANTIAGO, RUIEDURRDO BRASILEIRO PAIVA

a) Qual sera a taxa de variagéo da populagéo com o tempo daqui a 10 anos?

b) Qual sera a taxa de variagdo percentual da populagdo com o tempo
daqui a t anos ? Esta taxa depende de t ou é constante?

c) Generalize o item “b", considerando P(t) = Q e" e prove que essa taxa €
constante e independente de t.

27. Suponhamos que uma proteina de massa m se decomponha em amino-
acidos segundo a férmula m(t) = ﬁ, onde t representa o tempo medido
em horas. 1+3
Determine a taxa de variagéo para os seguintes intervalos:

a)[0,2];

b) [0,1];

c) [0,1/4].

Qual é a taxa de variagéo instanténea parat=%,1e27?
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Gapitulo

Aplicacdes da Dervada






Objetivos
e Utilizar a derivada para estudar o comportamento de fungoes;
e |dentificar os intervalos onde a fungao cresce ou decresce;

e Usar os testes das derivadas primeira e segunda, para identificar pontos de
maximo ou de minimo e, também, pontos de inflexao;

e Resolver problemas aplicados de otimizag&o.

1. Informagodes dadas pela primeira derivada
1.1 Crescimento e decrescimento de fungodes
Muitas vezes, é importante determinar se uma fungéo [ estd aumentando ou

diminuindo. Vai-se mostrar que a derivada dv,/dx pode ser usada para esse
fim. Inicialmente, considere algumas definicées muito importantes.

Seja uma fungéo f definida em um intervalo I, e sejam x4 e x; nimeros
em [, podemos ter trés casos (figura 3.1).

i) f & crescente em | se f(x,) < f(x,) quando x; < x,;
i) f & decrescente em | se f(x,) > f(x,) quando x, < x,;
iii) f & constante em | se f(x,) = f(x,) para todo x,, x,.

(i) Fungdo crescente (i) Fungo decrescente (i) Fungo constante

y = fix} Voy=fix) y=flx)

i [ i) | H
P T M) “— i el
i i

Figura 3.1.

Exemplo 3.1 - Determine os intervalos onde a fungdo f(x) = x> — 5x + 6
€ crescente ou decrescente.
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Solugao:

Um esbogo do gréfico de fé mostrado na figura 3.2. Observe que, noin-
tervalo (- «0,5/2], fé decrescente, e, em [5/2, x0), f é crescente, tendo seu valor
minimo em x = 5/2. Analisando o grafico da figura 3.2, observamos que todas
as tangentes ao grafico em (- «0, 5/2) sdo negativas, enquanto que, no intervalo
(5/2, ), essas tangentes s&o negativas, anulando-se apenas em x = 5/2.

Como a inclinagéo das retas tangentes é dada pela derivada f'(x), po-
demos estabelecer o seguinte critério para identificar os intervalos, onde f é
crescente ou decrescente (figura 3.3).

2
v=x-bH+0

Figura 3.2.

“ Critério da derivada para fungdo crescente ou decrescente”

f(x) é crescente nos intervalos em que f'{x) = 0;
f(x) é decrescente nos intervalos em que f'(x) = 0.



Inclinagdes
positivas

Inclinagdes
negativas

| | | |
T T 1 1
a b X a b X
(a)f(x)>0paraa<x<b (b)f(x)<Oparaa<x<b
f(x) é crescente f(x) é decrescente

Figura 3.3.

Exemplo 3.2 - Determinar os intervalos em que a fungéo f{x) = 2x3 +
3x%? — 12x — 7 é crescente ou decrescente.

Solugao:

Aderivadade f(x) € f'(x) = 6x? + 6x - 12 = 6(x + 2)(x- 1), que
é continua para todos os valores reais de x e se anulaem x=1e x = —2.
Observe que f'(x) pode mudar de sinal apenas em x = 1e x = —2. Portanto,
o sinal da derivada permanece constante nos intervalos x == —2, -2 << x = 1
e x¥ = 1. Em cada um desses intervalos, escolhemos um namero de teste “t’
e encontramos o sinal de f'(x), conforme esquema a seguir e a figura 3.4.

x < =2 ff(=3)=0 f é crescente

=0 f 6 crescente
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Figura 3.4.

Exemplo 3.3 - Calcula-se que, daqui a t meses, a populagéo de certa
cidade sera P(t)=3t+5t% +6000. Determine os intervalos em que a fungéo é
crescente ou decrescente.

Solucao:
A derivada de P(t) é P'(t) = g t + 3, que é continua para todos os

valores de t e se anula em t = -6/15. Portanto, o sinal da derivada permanece
constante nos intervalos -oo <t<-6/5¢e-6/5 <1< . Vamos escolher, em cada
intervalo, um nmero de teste “c” e encontrar o sinal de P'(t), conforme ilustra
0 esquema a seguir.

oo <t<-6/5 P(-2)=0 P(t) é decrescente

1.2 Maximos e minimos relativos (extremos relativos)

Dizemos que uma fung&o f possui um maximo relativo no ponto x = ¢, se
flc) = flx) para todos os valores de x em um intervalo a <X x < b que con-



tenha o ponto . Uma fun¢do f possui minimo relativo no ponto x = ¢, se
fle) = f(x), para todos os valores de ¢ em um intervalo a < x < b que con-
tenha o ponto c. Os méaximos e minimos relativos (locais) de f sdo conhecidos
pelo nome genérico de extremos relativos.

Exemplo 3.4 - A concentragdo de um farmaco no sangue, apds sua
administragdo por via intramuscular, em uma Unica dose, é dada por

107

=Ct)= —— ., t=
y ® 2 +2t+1

onde t € o tempo em horas.

a) Determine os intervalos onde a concentragdo da substancia no san-
gue esta aumentando e onde esta diminuindo;

b) Qual o comportamento da fungdoemt=17;
¢) Faga um esbogo do gréfico.

Solugao:
a)Comot? +2t+ 1 = (t+ 1)% podemos reescrever a fungdo como

10¢

Clt) =—,
(©) (t+ 1)2

E. portanto, sua derivada é

_10- (t+1)2+20e-(t +1) B 1001 —¢)

C(t _ : =—
(t) (t+1)% (t+1)°

Podemos observar que, para t = 1, a derivada C'(1) = 0, de modo que
devemos estudar os sinais da derivada nos seguintes intervalos 0 <t<let> 1.
\eja o esquema a sequir.
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b) Como a concentragao cresce parat < 1 e decresce parat > 1, obvia-
mente, no ponto t = 1, ocorre um maximo.

Figura 3.5.

1.3 Numeros criticos e pontos criticos

Nos exemplos anteriores, vimos que, como uma fung¢édo f estd aumentando
quando f* = 0 e diminuindo quando f' = 0, os Unicos pontos nos quais pode
assumir um extremo relativo séo aqueles em que f* é nula ou é descontinua
(derivada nao existe). Nestas condigdes, dizemos que um ndmero c, perten-
cente ao dominio de f, € chamado ndmero critico se f' = 0 ou ndo existe
neste nimero. O ponto correspondente (c, f(c)) no gréfico de f é chamado
ponto critico. A figura 3.6 mostra 3 fungées com pontos criticos, onde a deri-
vada é nula, de modo que a reta tangente a curva da fungdo no ponto critico
€ horizontal. Ja na figura 3.7, podemos ver fungdes com pontos criticos nos



quais a derivada n&o existe. Na figura 3.7a, ndo é possivel tragar uma reta tan-
gente pelo ponto critico. Ja nas figuras 3.7b e 3.7c, as tangentes sao verticais,
portanto, a derivada [ n&o existe.

Y, Y, y

>0 N L

m\'uo \/ho

<0
c X c X c X

(a) (b) (c)
Figura 3.6
y y y

./f'>0

f'>o//\\f'<o f->0 {)D

(a) (b) (c)
Figura 3.7.

f'>0/'

Exemplo 3.5 - Dada a fungo f(x) = x> — 4x — 5, determine seus extre-
mos relativos.

Solugao:

Determinemos os nimeros criticos de /. Como [ é continua em todo
o seu dominio, entéo, f'{x) existe para todo x. Logo, devemos determinar os
nimeros que anulam f'. Entdo, f'(x) = 2x — 4, e, fazendo f'(x) = 0, vem
2x -4 = 0, donde x = 2 é o ponto critico de f. Os intervalos de teste para
osinalde f'(x)sdox = 2 ex > 2, conforme esquema mostrado a seguir.

00 <X<2 <o F{x) 6 decrescente
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Logo, existe um nimero critico em x = 2, e o valor desse minimo relati-
vo é f2) = —9. (figura 3.8).

Figura 3.8.

1.4 Teste da primeira derivada

Dada v = flx)
1. Determine os pontos criticos de f que sdo candidatos a pontos de méxi-
mo e de minimo relativos.

2. Teste cada um dos pontos criticos encontrados e verifique se f'(x) muda
de sinal. Se f'{x) mudar de sinal em um ponto critico x = x4 de:a) MAIS
para MENOS, entdo ftem um maximoem x = x4; €

b) MENQOS para MAIS , entdo f tem um minimo relativo em x = x4.

Exemplo 3.6 - Encontre os extremos relativos da funcéo
flx) = x3-3x2-9x + 15

Solugao:
Derivando f{x) = x®- 3x? - 9x + 15 para encontrar os pontos cri-
ticos, temos:

flix) = 3x* —6x —9

Encontrando as raizes de f"{x), temos x = —1 ou x = 3. O esquema a
seguir mostra a variagio do sinal de f'(x).



—m=x<1 —1<x=<3 3<x <o
MAXIMO MINIMO

Considerando que f cresce no intervalo em f' = 0 e decresce quando
f' = 0, podemos esbogar o grafico de f mostrado na figura 3.9

Figura 3.9

Exemplo 3.7 - Um psicélogo constata que a capacidade de aprender
ou compreender novos conceitos e ideias depende da idade, e que esta capa-

cidade pode ser representada por C(t) = _%tz + 601+ 24, apés t anos. Com

que idade a capacidade de aprendizagem é maxima?

Solugao:
Derivando C(t) para encontrar os pontos criticos, temos: C'(t) = —3t + 60,

cujaraiz é t= 20, que é o Unico ponto critico de C. O esquema a seguir mostra
0s sinais da derivada.

0<x<20 C'(19) =0 C é crescente

Como o sinal da derivada muda de MAIS para MENOS, temos um méa-
ximo relativo em t = 20, que corresponde a idade de maxima aprendizagem.
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Exemplo 3.8 - Calcule os extremos relativos da fungédo f(x) = x(6 — x)? .

Solugao:

Calculemos f'(x), para determinar os pontos criticos de f e os interva-
los onde [ é crescente ou decrescente:

fllx)=3x—-86)-(x—2)

Cujas raizes sdo x = 2 ou x = 6. Assim, 0 esquema seguinte:

Intervalos

0 < X< 2 2<x<06 B<X<oo
f'=0 =0 f'=0
MAXIMO MINIMO

2. Informagoes dadas pela segunda derivada
2.1 Concavidade

O sinal da segunda derivada pode nos dar informagdes Uteis quanto a forma
do grafico de uma fungao. Antes de usar um critério especifico para obter tais
informagdes, precisamos de algumas definicdes importantes.

Diz-se que uma curva é convexa ou tem concavidade voltada para bai-
X0, num intervalo a < x < b, se a curva estiver sempre abaixo de suas retas
tangentes para todo x no intervalo (figura 3.10). A concavidade para baixo sera
indicada por (1.

Diz-se que uma curva é céncava ou tem concavidade voltada para cima,
num intervalo a < x < b se a curva estiver sempre acima das retas tangentes a
curva, para todo x do intervalo. A concavidade para cima sera indicada por U .

y

A

(%, 10x1))

Y

Figura 3.10



2.2 Teste para caracterizar a concavidade

Como podemos observar na figura 3.11, para x < x,, a curva esta acima de
suas retas tangentes, e a concavidade, para cima, e, ainda, a medida que x
cresce, a inclinagéo da tangente cresce, ' é uma fungéo crescente.

Por outro lado, para x > x,, a curva esta abaixo de suas retas tangentes
e a concavidade, para baixo, e, ainda, a medida que X cresce, a inclinacdo da
reta tangente decresce, isto &, I é uma funcéo decrescente.

Podemos, assim, estabelecer o seguinte critério para caracterizar a
concavidade:

) Se f"'(x) = 0 nointervalo a < x < b, entdo, f tem concavidade voltada
para cima neste intervalo; ou

i) Se f"'(x) < 0 nointervalo a < x < b, entdo, f tem concavidade volta-
da para baixo neste intervalo.

E importante que n&o se confunda a concavidade com o crescimento

ou decrescimento da funcdo. Esse fato esta claramente mostrado na figura
3.11 a sequir.

| - - )

(a) Crescente; concavidade para cima
Filxy =0, f(x) =0

(b} Crescente; concavidade para baixo
fl=0,<0

—tr

- —_—t———————— %
|
(d) Decrescnte; concavidade para baixo
Ffix=<0fx<0

{c) Decrescente; concavidade para cima
F)y <0 x>0

Figura 3.11

Exemplo 3.9 - Estude a fungdo f(x) = x%+ x? —8x— 1 quanto ao
sentido da concavidade.
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Solugao:
Calculando a segunda derivada, temos:

flx) =x¥+x*—8x—1.
fllx)=3x*+2x -8
flx) =6x + 2.

Analisando agora os valores que anulam f" (x) ou onde "' é descon-
tinua, concluimos que f"(x) = 0 quando x = -1/3 e, entdo, podemos montar
0 quadro seguinte:

-0 <x<-1/3 Negativo Para baixo

Logo, quando x < -1/3 ftem concavidade voltada para baixo, x >-1/3 ftem
concavidade voltada para baixo, conforme gréafico esbogado na figura 3.12.

Figura 3.12

Exemplo 3.10 - Estude a funcdo f(x) = — x # 0 quanto ao sentido da
concavidade de seu grafico. *



Solugao:

Calculando a derivada segunda, temos:

=L o rw--L1 S5 w2
X X X

Observe, entédo, que a derivada segunda nao existe para x = 0 (ponto
hipercritico). Assim, devemos estudar os sinais de f''(x) nos intervalos x < 0
e x >0, conforme esquema a seguir e a figura 3.13.

Intervalo Sinal de f' (x) Sentido da concavidade Grafico de f (x)
-0 <x<0 Negativo Para baixo ﬂ
0<x<oo Positivo Para cima U
¥
b
Figura 3.13

Exemplo 3.11 - Uma projecdo do aumento da populagdo indica que
daqui a t anos, a populacao de certa cidade sera P(t) = —t3 + 9t + 48t + 200
mil habitantes. Estude o sinal da concavidade da funcéo.

Solugao:

Calculando a segunda derivada temos:

P(t) = —£+92+48t+200 = P(t)=-32+18t+48 =
P"(t)=—6t+ 18

Logo, P"(t) se anula para t = 3, de modo que devemos estudar o sinal

da segunda derivada nos intervalos t > 3 e t < 3, conforme o esquema mos-
trado a seguir.
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Intervalo Sinal de P" (t) Sentido da concavidade Grafico de P (t)
0 <t<3 Positivo Para cima U
3<t<oo Negativo Para baixo ﬂ

2.3 Ponto de inflexao

Existe a possibilidade de que uma fungéo y = f(x) apresente concavidade para
baixo (cima) em um certo intervalo (a,b) e para cima (baixo) em um certo inter-
valo (b,c). No ponto x = b, ocorre 0 que se chama ponto de inflexdo, que pode
ser definido como segue.

Um ponto (x,.f(x,)). no grafico de y = f(x), onde muda o sentido da con-
cavidade, é chamado ponto de inflexo.

E importante observar que, como no ponto de inflexao o sentido da con-
cavidade muda, f"'(x) deve mudar de sinal em x = x;; logo, f"{x;) =0 ou
f"(x) é descontinua em x = x,. Isto mostra que é possivel caracterizar a ocor-
réncia de pontos de inflexdo em termos de derivada segunda, como segue.

Seja y = f(X) uma fungdo admitindo a primeira e a segunda derivadas
continuas. Se x = x,, & tal que:

1. f"(x) =0
2.f"(x) =0, sex<x;

ey -
3 f"xy) <0, sex>x,
Ou ainda,

1.f"(xy) =0
2 f"(xy) =0,8eX<X};
3. f"(x) =0, sex>x,.

Entao, ai, ocorre uma inflexo.

Exemplo 3.12 - Usando as informacgdes da derivada primeira e da deri-
vada segunda, esboce o gréfico da fungdo v = x(6 — x) .

Solugao:

1. (x)=3(x—6)(x—2)

Sex << 2 entdo f'(x) = 0 e f écrescente.

Se2 =< x <6, entdo f'(x) < 0 e édecrescente.

Se x = 6, entdo f'(x) = 0 e f é crescente.

Logo, (2,32) é méaximo relativo e (6,0) € minimo relativo.
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2.f"x) =6(x—4)

Se x < 4, entdo, f"'{x) < 0, e a concavidade esta voltada para baixo.
Se x >4, entdo, f''(x) = 0, e a concavidade esta voltada para cima.
Logo, o ponto (4,16) é de inflexo.

Essas informagdes nos permitem esbogar o grafico mostrado na figura 3.14.

T3z

Figura 3.14

Exemplo 3.13 -Usando as informagdes da derivada primeira e da deri-
vada segunda, esboce o gréfico dafungdoy = 2x°* —9x? + 12x + 1.

Solu¢ao:

1 f(x)=6x*—18x + 12
Se x <1, entdo, f'(x) = 0 e f é crescente.
Se1<x<2 entdo, f'(x) =< 0ef édecrescente.
Se x > 2, entdo, f'(x) = 0e f é crescente.

Logo, (1,6) € ponto de maximo e (2,5) é ponto de minimo.

2. /" (x)=12x-18
Sex < 3/2, entdo, ' (x) = 0, e aconcavidade de [ est4 voltada para baixo.
Se x >3/2, entdo, f'*(x) = 0, e aconcavidade de [ esta voltada para cima.
Logo, (3/2,11/2) é ponto de inflexao.

O esbogo do grafico de f € mostrado na figura 3.15.
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Figura 3.15

2.4 Maximos e minimos relativos

Suponha que f'(x) e f"'(x) existam em todo x do intervalo a < x < b que
contenha x, e seja f' (x1) = 0.

. Se f'"(x1) < 0, f possui um maximo relativo em x = x,.

II. Se f''(x1) = 0, £ possui um méaximo relativo em x = x.

lll. Se f''{x4) = 0, o teste ndo é conclusivo.

Exemplo 3.14 - Determine os extremos da fungdoy = x> —4x — 5.

Solugao:

flx)=x2—4x-5

Fx)=2x-4

f"'(x)=2>0, em particular f'(2) =2 = 0.

f(2)=0

Logo. como f''(2)=2>0e f'(2) = 0, existe um minimo relativo quan-
do x = 2. O valor do minimo relativo é de — 9.



Exemplo 3.15 - Determine os extremos relativos da fungdoy = x3 + x* —8x — 1.

Solucao:

wx)=x3+x2-8x-1
yi(x)=3x2+2x -8 = (3x—4)(x + 2)
y'{x)=6x+2

E facil ver que a derivada primeira se anula para x = 4/3 ou— 2, e usando
o teste da segunda derivada, vem:

v'(=2)=0 ey"'(—2) <0, entdo, (-2,11) é ponto de maximo, e
y'(4/3)=0e¥"'(4/3) > 0, entdo, (4/3, 45/3) é ponto de minimo.

3 Maximos e minimos absolutos

Uma fungo f tem ou atinge o valor méximo absolutoemx =x, se f{x1) = flx)
para todo x no dominio de f. Por outro lado, uma fungdo f tem ou atinge o
valor minimo absoluto em x = x,, se f{x1) = f{x) para todo x no dominio de
f. Frequentemente os extremos absolutos coincidem com os relativos; no en-
tanto, nem toda fungéo possui valores extremos absolutos. Existe, porém, um
teorema do calculo avangado que garante a existéncia de um valor maximo
absoluto e de um valor minimo absoluto sempre que 1 for continua num inter-
valo fechadoa<x<b.

Assim, pode-se estabelecer o seguinte critério para encontrar extre-
mos absolutos:

Dada ¥ = flx);

1. Calcule f'(%);

2. Determine os pontos criticos de [

3. Determine os pontos extremos do intervalo a < x < b, que é o dominio
def;e

4. Calcule os valores correspondentes de ¥ = f{x) em cada um dos
pontos criticos e nos pontos x = a e x = b. Destes valores calculados,
escolha o maior, que sera o maximo absoluto, e 0 menor, que sera o
minimo absoluto.

Exemplo 3.16 - Dada f{x) =—x*+4x + 2, 0 < x < 2, ache o maximo e
minimo absolutos de .
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Solugéo:

1. Calcule f'(x).
fllx)=-ax3+4

2. Ache os pontos criticos.

Como f'(x) é continua, os nimeros criticos s&o aqueles que anulam a
derivada. Logo, x = 1 é o Unico nimero nesta condi¢ao, e, portanto, (1,5) é o
anico ponto critico.

3. Calcule f nos pontos criticos e nos extremos do intervalo.
fll)=—()y+4(1)+2=-1+4+2=5
f0)=2
fl2)=—(Q4+4(D+2=-16+8+2=-6
4. Logo, f(1) = 5, méaximo absoluto
F(2) =-6, minimo absoluto

Texto complementar




Sintese da Capitulo

Neste capitulo foram estudadas as aplicagdes da derivada. Assim, o cresci-
mento e decrescimento de fun¢des foram estudados com o auxilio da primeira
derivada, enquanto a segunda derivada foi usada para se estudar a conca-
vidade das curvas e a existéncia de pontos de inflexdo. Ja para detectar os
extremos (méaximos e minimos relativos e absolutos) foi feito uso tanto da pri-
meira como da segunda derivadas.Em todos os casos, esses conhecimentos
foram aplicados em problemas préaticos na area de ciéncias bioldgicas.

Rtividades de avaliagdo

1. Determine os intervalos em que a fungdo dada estd aumentando ou dimi-
nuindo. Esboce o gréfico.

a)y=x>-3x—-4;
b)y=x3+3x+5.
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2. Uma pulga, ao saltar, teve sua posicao no espago descrita em fungdo do
tempo pela expressao h(t) = 4,4 t — 4,9 t2. Esboce o gréafico da fungéo e en-
contre os intervalos em que h é crescente ou decrescente.

3. Determine os extremos da fungdo f(x) = x3 + x? — 8x — 1.

4. Um psicélogo esta interessado em estudar os processos de memorizagao.
Ele da a 100 pessoas listas iguais, contendo 10 palavras, e pede a essas
pessoas que as memorizem. Concede a primeira pessoa 1 segundo; a se-
gunda, 3 segundos, e assim por diante. Os resultados obtidos est&o indica-
dos na figura 3.16

100
80 >
60
40 -

20

0 10 20 30 40 5% 60 70 8 90 10C
Figura 3.16

No eixo horizontal, esta indicado o tempo, em segundos, permitido para a
memoriza¢do da lista, e, no eixo vertical, a percentagem de pessoas que
conseguiram memorizar a lista no instante t (0 < t < 100). Com esses dados,
complete o quadro a seguir.

Intervalo Extremos relativos Crescimento ou decrescimento
0-20
21-30

31-40

41-50

51 -80

81-100

5. Encontre os extremos relativos da fungdo f (x) = 2x3 — 12x2 + 24x.

6. Um paciente, submetido a uma dieta, tem adicionado, a cada quilograma
de sua alimentagdo normal, x gramas de um medicamento. A quantidade
de alimentos consumida em fun¢do de x € dada por C(x) = 1,5 x> —6x + 7.
Determine a quantidade de medicamento que minimizara o consumo de
alimentos pelo paciente.

7. Determine os intervalos em que o grafico de f (x) = 2x3 —9x2 —9x + 15 tem
concavidade voltada para cima ou para baixo.



8.

Um estudo ambiental, realizado em certo municipio, revela que, daqui a t
anos, a concentracdo de monéxido de carbono no ar seréd Q(t) = 0,05t +
0,1t + 3,4 ppm. Estude a concavidade do gréafico de Q.

9. Construa o gréafico da fungao que possua todas as propriedades seguintes:

10.

11.

12.

13.

14.

a)f'(x)>0,quandox <-1lex>3;

b) f'{x)<0,quando-1<x<3;

c)f"(x)<0,quandox < 2;

d)f"(x)>0,quandox > 2.

A derivada de uma certa funcéo é f'(x) = x2 — 4x

a) Em que intervalos 1 é crescente? E decrescente?

b) Em que intervalos j' tem concavidade para cima? E para baixo?

c) Calcule a abscissa do ponto de inflexado de f.

Encontre os extremos relativos da funcdo y = 3 + x?3, bem como os inter-
valos em que é crescente ou decrescente.

Em um laboratério farmacéutico, concluiu-se que um modelo bastante re-
alista para descrever a relagao entre a pressao sanguinea (sistélica) e a
quantidade de um novo medicamento que é administrado para reduzir a
pressao sistdlica é dado por P(x) = Pi + 2x—x2 . P € medido em milimetros
de mercdrio, e X é a quantidade, em miligramas, do medicamento adminis-
trado 30 minutos antes da leitura de P. Pi é a pressdo antes de o paciente

tomar o medicamento e varia de um paciente para outro. De modo geral,

porém, pode-se supor que 200 < Pi < 220.

a) Calcule a taxa de variagéo da presséo P em relacéo a quantidade x da
droga administrada;

b) Determine a quantidade minima da droga a ser administrada e que ain-
da faca efeito;

c) Se um certo paciente tem uma pressao sistélica inicial de 200 e 10 mg do
medicamento Ihe séo dados, qual sera sua pressao 30 minutos mais tarde?

Na agua e em solugdo, o produto das concentragdes de ions hidrénio

[H,0"] e de ions hidroxila [OH] esta muito proximo de 10 (as medidas

séo feitas em moles). Seja:

S =[H,0] +[OH1.

Determinar o valor de [H,0*] que minimiza S.

A massa de uma cultura de bactérias viaveis tem seu crescimento repre-

sentado pela fungdo M'(t) = p_+ 60t — 2,5t* (t medido em h e M em cm?),

sendo p, uma constante positiva. Calcule a velocidade de crescimento
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Pressao arterial é a forca
com a qual o coragéo
bombeia o sangue

através dos vasos.
Convencionalmente,

a pressao arterial é
expressa como a razao
entre a pressao sistoélica e
a presséao diastélica

Pressao Sistélica - E o
valor mais alto e o primeiro
a ser medido. Mede a forga
do sangue nas artérias,

a medida que o coracdo
contrai, para impulsionar o
sangue através do corpo.

Pressao Diastélica— E

o nimero inferior. Mede a
pressao enquanto o coragdo
relaxa para se abastecer de
sangue.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

dessa cultura quando t = 6h. O que representa o ponto onde M'(t) = 0? E
para os valores de tonde M'(t) >0e M'(t) <0, o que estaria acontecendo
com essa massa bacteriana?
O peso especifico da agua a uma temperatura de t°C é dado por
PH=1+at+bt?+ct?,0<t<100°C,
Sendo as constantesa=5,3.10%,b=-653.10%ec=14.10% Qualéa
temperatura em que a agua apresentara o maior peso especifico?
Cinquenta animais ameacgados de extingdo sdo colocados em uma reser-
va. Decorridos t anos, a populagéo x desses animais é estimada por
> +6t+30

> +30
Em que instante essa populagéo animal atinge seu maximo? Quanto ele vale?

X(@®) = 50

Em um lago, a populagéo x de peixes é variavel, crescendo com uma ve-
locidade V que é diretamente proporcional ao produto x ( 10.000 — x), isto
é,V=K.x.(10.000 - x), onde K & uma constante positiva. Determine o
valor de x para o qual a velocidade V de crescimento € maxima.

Os fisiologistas afirmam que, para um individuo sadio e em repouso, 0 nu-
mero N de batimentos cardiacos por minuto varia em fungcao da tempera-
tura ambiente t, em graus Celsius, segundo a fungédo N(t) = 0,1t> — 4t + 90.
Se a temperatura ambiente for de 20°C, calcule o nimero de batimentos
cardiacos, por minuto, de uma pessoa que esta dormindo.

Uma substancia quimica é introduzida na corrente sanguinea de uma pes-

soa. Depois de t horas da aplicagcado, a concentragdo desta substancia
2t

6+t

pode ser descrita por K(t) = Depois de quanto tempo a concentra-

3
¢do € maxima?

Dois analgésicos de marcas distintas estdo sendo testados para verificar
se sdo eficientes. A eficacia de cada um pode ser expressa em funcao
do tempo. O alivio obtido pela ingestao do primeiro analgésico é dado por
A, () =—4t* + 8te o do segundo, por A, () = — 1,8t + 5,4t, sendo t o nimero
de horas apés o medicamento ser tomado.

a) A que horas o primeiro analgésico proporcionara um alivio maximo?
b) A que horas o segundo analgésico proporcionara um alivio maximo?

c) O fabricante do primeiro analgésico afirma que seu produto tem agao
mais intensa e mais rapida do que o segundo analgésico. Em que ins-
tante a diferenca entre os efeitos dos dois & minima?
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Gapitulo o

Nocdes sobre Integracdo







Objetivos

e Conceituar antidiferenciaco;

e Usar antidiferenciagdo em problemas aplicados;

e Introduzir o conceito de equagéo diferencial;

e Estudar modelos biolégicos usando equagdes diferenciais.

1 Antidiferenciagao: a integral indefinida

Em muitos problemas, a derivada de uma fungao é conhecida, e o objetivo é
encontrar a prépria fungao. Por exemplo, um fisico que conhece a velocidade
de um corpo em movimento pode querer calcular a posigcao do corpo em um
tempo qualquer; um economista que conhece a taxa de inflagdo pode querer
estimar os pregos em um instante futuro; um biélogo que conhece a taxa de
variacao de uma populacéo pode estar interessado em usar essa informagao
para prever qual sera a populagdo em algum instante.

A operagao inversa da diferenciacéo (derivagéo) é chamada antidife-
renciagdo ou integragdo indefinida, e a fungéo obtida por esse processo é
chamada antiderivada. Assim, temos a seguinte definicéo : “ Uma fungdo F é
uma antiderivada de f em um intervalo | se F'(x) = f(x) para todo xem | ".

Exemplo 4.1 - F(X) = x? € uma antiderivada de f(x) = 2x porque
d(x*) _

X

F(x)= 2x = f(x).

. L . 5
Ha muitas outras antiderivadas de 2x, tais como x? + 2, X - g etc. De

modo geral, se C € uma constante arbitraria, entdo x> + C & uma antiderivada
de 2x, pois
2
A +0) e 0=2xVCeR,
dx
Exemplo 4.2 - Se F(x) = 4x3 + x? + 5, entdo, F'(x) = 12x? + 2x . Assim,
se f é a fungdo definida por f(x) = 12x? + 2x, entdo, F é uma antiderivada de
f . De modo geral, se C uma constante arbitraria, entdo, 4x> + x2 + C é uma
antiderivada de 12x? + 2x, pois:

Matemética para Ciéncias Bioldgicas
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Ecologia - A palavra
Ecologia tem origem no
grego ‘oikos” que significa
casa e “logia”, estudo,
reflexdo. Logo, seria o
estudo da casa, ou de
forma mais genérica,

do lugar onde se vive.
Foi o cientista alemao
Ernest Haeckel, em 1869,
quem primeiro usou este
termo para designar a
parte da Biologia que
estuda as relagdes entre
0s seres Vivos e 0 meio
ambiente em que vivem,
além da distribuicao e da
abundancia dos seres
vivos no planeta.

3 2
d@x +x" +C) ;; YO 1wt 2= £(0).

A notacao:
j f(x)dx=F(x)+C.

onde F'(x) = f(x) e C é uma constante arbitraria, denota a familia de to-
das as antiderivadas de f(x) em um intervalo I.

O simbolo | usado é o sinal da integral. Chamamos I f(x)dx ainte-
gral indefinida de f(x). A expressao f(x) € o integrando, e C é a constante de in-
tegragdo. O processo de determinagao de F(x) + C, quando f(x) é conhecida,
€ designado como integragéo indefinida. O adjetivo “indefinida” enfatiza que o
processo de integracao nao produz uma fungéo definida, mas, em vez disso,
um conjunto de fungdes que diferem pela constante C.

Exemplo 4.3
1

L1 A H0)
a)| x"dx = —x*+Cpois —2— = x*;
)I 5 P dx *
d(—lt‘2+C)

2

dt

,3:

1 .
b) |+3dt =—=¢7 + C pois _
) j 5 p =t

9
X
9 d(—+0C)
X .
c) IxSdex: J‘xgdx:?+C pois 9d—x=x8 =x’x.
Exemplo 4.4 - Represente geometricamente a familia de antiderivadas
da fungéo f(x) = 3x%.

Solugao:

d(F(x)+C)
j J(x)dx=F(x)+C porque ——————

= f(x), logo, F(x) + C repre-
sentam a familia de antiderivadas de f(x). Existe uma interpretagéo geométrica
simples para o fato de que duas antiderivadas da mesma fungéo diferem por
uma constante. Quando dizemos que F e G sdo antiderivadas de f, estamos
dizendo que F'(x) = G'(x) = f(x), e que, para qualquer valor de x, a inclinagéo
(ou seja, a derivada) da curva y = F(X) € igual a inclinagdo da curva 'y = G(X).
Se considerarmos o caso particular ad fungado f(x) = 3x?, temos:
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3
I3x2dx =x+C, pois M =3x2. logo, x* + C representam
dx
a familia de antiderivadas de f(x) = 3x>. o que pode ser geometricamente

l/ //

representado pela figura 4.1.

Figura4.1

2 Propriedades da integral indefinida
2.1 Regra da poténcia

Ix”dxz xMyC, Vnz-1

n+l1

Exemplo 4.5 - Calcule as seguintes integrais :
1
a) | x’dx; b) | x’dx; ) |—=dx: d) | vaxdx.

Solugao:
x3

a) Ixzdx:—+C3
3

4
b) _[x3dx=x—+C?
4

1 B " B x75+1 B _1 .
C) J‘Fdx—jx dx—_5+1+C—E+C,
1 S 3
1 x2 2 3
d) J.\/xdxzszdx=—+C=—x2 +C.
1 3
5+1
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2.2 Regra da constante

J-kdx = kx + C, para K qualguer constante real.

d(kx +C)

X

De fato, =k, logo, Kx + C representa uma familia de antide-

rivadas de f(x) = K.

Exemplo 4.6 - Determine as seguintes integrais:
a) Idx; b) Ide.

Solucao:
a) Idxzjldx=1x+C=x+C:

b) [3dx=3x+C.

2.3 Regra da multiplicagao por uma constante

j Kf(x)dx=K j f(x)dx . para K qualquer constante real.

De fato, basta observar que d(Kf(x) =K d(f(x)) , 0 que prova o resultado.

dx dx
Exemplo 4.7 - Integre as seguintes fungdes:
a) jdx: b) I2xdx.
Solugao:

a) J.dx=J.1dx:1J-dx=x+C:

1+1
X

1+1

b)J‘2xdx=2J.xdx:2 +C=x"+C.

2.4 Regra da soma

JL/ G+ g(dr = [ f(x)dx £ [ g

Exemplo 4.8 - Calcule as integrais.
a) J(x+x2)dx: b) J.(3x6 —2x> +7x+1)dx;

=21
C)J. e dt.
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Solugao:
Combinando as propriedades anteriores, temos:
a) J.(x+ x*)dx = J.xdx+Ix2dx

3
X

2
= x—+C1 +—+C,
2 3

3

X2 X
= 7+?+C(Cl +C2)

b) I(3x6 —2x" +7x+1)dx = I3x6dx - Iszdx + j 7xdx + Ildx
= 3Jx6dx—2fx2dx+7dex+1_[x°dx

7 3 2
X

:3x——2?+7x—+x+C

Observe que ndo é preciso colocar a constante em cada integragéo,
bastando colocar a constante C apenas ao final da integracao.

2 a4 2 4
c)jt t42t dtzj%dt—_[%dt

=Iti2dt—2jdt

= [Pdi-2[dt
4

= t——2t+C
-1

=-l—2t+C
t

Exemplo 4.9 - Calcular as integrais.

8) [(Gx+5)dx b) [ dx; o) ILH%W-
X X
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Solugao:
a) j(3x +5)dx = j 3xdx + j Sdx

= 3dex+5jdx

(O8]

= x*+5x+C

\9}

b) J.i/x_zdx = J-xidx

c)j( )dxj dx+j dx

X4

= j x tdx + j x%dx




1 4Yx°
+

=-—3 +C
3x 3

2.5 Regra do logaritmo

Ildx=1n|x|+C,‘v’x;tO
X

Observe que esse € um caso particular da primeira propriedade para
n =-1, logo, podemos escrever.

L+ C,n#-1
Ix"dx =<n+l
In|x|+C,n=1
Exemplo 4.10 - Integre a fungéo f (u) = 3L - % .
u

Solugao:

Ju

L P

- lln|u|—l;l2 c
3 22+1
3
= %ln|u|—§u2 +C

2.6 Regra da Exponencial

J.ek"dx:lekx +C
k

Exemplo 4.11 - Calcular a integral f(3e‘5‘ +1)dt .

Matemética para Ciéncias Bioldgicas ‘
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Solugao:

j (e +/t)dt = j3e-5fdz + j Jedt
= 3je‘5tdt + I t%dt

= 3(—%55’) +3/L2t3/2 +C

P P LI
5
Exemplo 4.12 - Calcule a integral j (2¢" +§+ In2)du .
u
Solugao:
.6 , 6
j(ze +—+1n2)du=j2e du+j—du+j1n2du
u u
1
=2|e"du+6|—du+In2|du
Je'du+ 6]~ du+In2
=2e"+6Infu|+uln2+C

3 Algumas aplica¢des da diferenciagao

Exemplo 4.13 - Estima-se que, daqui a X meses, a populacéo de certa cidade
estard aumentando arazdode 2 + 6 \/; habitantes por més. A populagéo atu-
al é de 5.000 pessoas. Qual sera a populagdo daqui a 9 meses ?

Solugao:

Seja P(x) a populagéo da cidade daqui a x meses. Nesse caso, a taxa

de variagdo com o tempo seréa a derivada ar =2 +6+/x - Isso significa que a
d

X
fungdo P(x) € a antiderivada de 2 + 6\/; . Dessa forma,

Px)= J. dx

j(z +63/x)dx =2x +4x"7 +C

Onde C é uma constante. Para determinar o valor de C, usamos o fato
de que no momento (para x = 0), a populagdo € de 5.000 habitantes. Temos,
entdo, P(0) = 5.000, logo,



P(0)=2(0) + 4(0)*'*+C =5.000 eentado C =5.000.Assim,
P(x) = 2x + 4x¥* + 5.000

E a populagao, daqui a 9 meses, sera

P() = 2(9) + 4(27) + 5.000 = 5.126 habitantes

Exemplo 4.14 - Estima-se que, daqui a t anos, a populagao de certa ci-
dade a beira de um lago estard aumentando a razdo de 0,6t> + 0,2t + 0,5 mil ha-
bitantes por ano. Os ecologistas descobriram que o indice de poluigdo do lago
aumenta a razdo de aproximadamente 5 unidades para cada 1.000 habitantes.
Qual sera o aumento do indice de poluigao do lago nos préximos 2 anos ?

Solugao:
Seja P(t) a populagéo do lago daqui a t anos. Entéo, 92 _ 0,6¢%+0,2¢+0,5-
dt

Seja I(p) a variagéo do indice de polui¢&o por habitante, logo, :z’l_l[’ O 0,005

1.000
Como estamos interessados na variacdo do indice de poluicio em relacdo ao tem-

po, usamos a derivacéo da fungdo composta. Entéo,
dl _dI dp

— =——=0,005(0,6¢> +0,2¢+0,5) = 0,003¢> +0,001z + 0,0025.
dt dP dt

Entdo, a fungéo I(p) é dada por I(p) = Igdt .
t

[ (0,003¢ +0,001¢+0,0025)d

0,003 ; 0,001
r+

3 t* +0,0025t+C

0,001¢° +0,0005¢> +0,0025¢ + C

Como, notempoinicial (t=0), oindice de poluicdo erazero, ouseja, |(0)=0,
segue-se que

0,001(0)* + 0,0005(0) + 0,0025(0)+C=0=C=0

Dai:

I(t) = 0,001t + 0,0005t + 0,0025t

E, entéo:

I(2) = 0,001(2)* + 0,0005(2)* + 0,0025(2)

=0,008 + 0,002 + 0,005
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=0,015
_ 15
1000

Portanto, nos préximos dois anos, teremos um aumento de 15 unidades.

Exemplo 4.15 - De acordo com uma das leis de Poiseuille para o fluxo
de sangue em uma artéria, se V(r) é a velocidade do sangue a r cm do eixo
central da artéria, a taxa de variacdo da velocidade com r é inversamente
proporcional a r, ou seja:

(@) =-ar
onde a é uma constante positiva. Escreva uma expressao para V(r),
supondo V(R) = 0, onde R é o raio da artéria.

Solugao:
A velocidade é maxima no centro da artéria quando r = 0, e minima

(nula) na periferia quando R = r, de modo que V(R) = 0, conforme enunciado.
V(r) é a antiderivada de 17'(r), entéo:

V() = IV '(r)dr = I—ardr

Fazendor =R, temos:
aR’? aR’? aR?

VR)=- +C e como V([R)=0 temos- 2 +C=0=C=
Portanto,
2 2 2
viy=-2_ ¢ = V0=- ar” ar’
2 2 2

E, finalmente,

V(r) = %(R2 —r?) é a expressao pedida.

Esta relagdo é conhecida como lei do fluxo laminar e foi descoberta
experimentalmente pelo médico francés Jean Leonard Marie Poiseuille em
1842. Tal relagéo estabelece que a velocidade do sangue em ponto interior
a uma artéria é expressa como funcao da distancia deste ponto ao centro

da artéria. Dados obtidos experimentalmente fornecem valores bem aproxi-
mados %= 1,100 e R=0,2 cm, de modo que V(r) = 1,1 (0,04 — r?), conforme

tabela a seguir.



Tabela. Velocidade do sangue(cm/s) em um ponto interior a uma artéria
como fungao da distancia r (cm) deste ponto ao centro da artéria.

Distancia r do centro da artéria (cm) V(r) =1,1 (0,04 - r2) cm/s

0 44,00

0,050 41,25

0,075 37,81

0,100 33,00

0,125 26,81

0,150 19,25

0,175 10,31

0,200 0

Esses dados confirmam a hipétese do enunciado: a velocidade maxima
ocorre bem no centro da artéria e vai decrescendo a medida que o ponto se
aproxima da parede arterial.

4 Integracao por mudancga de variavel
A forma integral da regra da cadeia pode ser vista como uma técnica para
simplificar uma integral, mudando a variavel de integragdo. Comegamos com
. du :
uma integral da forma .[ g(u)(d—)dx e a transformamos em uma integral
x

mais simples da forma Ig(u)du , ha qual a variavel de integragéo é u. Alguns
exemplos esclarecerao o que foi dito.

Exemplo 4.16 - Determine Ie“dx .

Solugao: p
Fazendo u = 5x, temos a_ 5 e du = 5dx. Observe que o fator 5 ndo

X
faz parte do integrando, logo, devemos introduzi-lo e compensa-lo, multipli-
cando pelo nimero 1/5. Assim, podemos escrever.

Jesxdx =1J‘esx5dx =lj'e”du :le” +C =lesx +C
5 5 5 5

Exemplo 4.17 - Determine ft(tz +1)°dt .

Solugao:
Fagau =t + 1, logo, du = 2t dt. Entéo,

jt(t2 +1)’dt = % j (£ +1)° 2tdt
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crescendo arazdode 1+

2

dx .

Exemplo 4.18 - Determine I In x
X
Solugao:

2x 2
Faca u = Inx? logo, du = —-dx edu= —dx
X X

Logo, podemos escrever.

IIHX2 dx =J.lnx2%dx

Exemplo 4.19 - Uma arvore foi transplantada e, x anos depois, esta

D) metros / ano. Apés dois anos, atingiu uma
X+

altura de 5 metros. Qual era a altura da arvore quando foi transplantada?

Solugao
Seja C(x) o crescimento da planta, em metros, depois de x anos. Entéo,
1

d
(xt1)

Cx) = j1+ﬁx=j1dx+j
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Fagau=x+1,logo, du =dx e, assim,

1 1
Cx= [1+ dx=|dx+ d
®= | TSI J I(x+1)2 )
=J.dx+ju%du
0!
=x+ —+C
=x-(xx+1)'+C
=X—L+C
x+1

Segundo o enunciado C (2) = 5, dai

C(2):5:2—L+C = C=10/3
2+1

Portanto,

C(X)=X' L_FE
x+1 3

A arvore foi transplantada quando x = 0. logo:

1 10 10 7
CO)=0-—+—=—-1=-~2,3
0+1 3 3 3

Isto €, a altura da arvore quando foi transplantada era de 2,3 metros.

5. Introduc¢ao ao estudo das equagodes diferenciais

De modo geral, uma equagéo diferencial € uma pergunta do tipo : “ Qual é a
funcao cuja derivada satisfaz a seguinte relagdo’?. Ou seja, uma equagéo di-
ferencial € uma equacéao (no sentido de igualdade envolvendo uma incégnita),
onde a incognita € uma fungéo, sendo que as informagdes disponiveis para a
determinagéo da fung&o desconhecida envolvem sua(s) derivada(s). Ja resol-
vemos algumas equagdes diferenciais em exemplos anteriores.

Exemplo 4.20 - Encontre a solu¢c&o geral da equacéo diferencial ¥ =5,
Solugao:
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Escrevemos a derivada na forma diferencial
dy B
dx

Integramos ambos 0os membros

5 = dy=5dx

I dy = I S5dx = y=5x+Kque representa a solugdo geral da equa-

¢ao. Geometricamente (figura 4.2), s&o representadas por uma familia de re-
tas paralelas de inclinag&o igual a 5.

/
g x
7=

Exemplo 4.21 - Dada a equagéo diferencial % =2x.
x

Figura 4.2.

a) encontre sua solugao geral;
b) encontre sua solugdo quando y (0) = 3.

Solugao:

a) Escrevendo na forma diferencial e integrando, temos:

dy
E:dy:bcdx :>.|.dy:.[2xdx
2
y= 2% + K
y=x2+K
V6= X+ K

b) Como y(0) = 3, vem que y(0) = 0? + K=3 = k =3 e, portanto, a
solugdo particular pedida é y(x) = x? + 3.



Exemplo 4.22 - Determine a solucao particular da equacao diferencial

Z_y = ¢’* que satisfaz a condi¢do de contorno y(0) = 1.
X

Solugao:
Escrevendo na forma diferencial

& = = dy=e"dx
dx

e integrando

Idy = I e dx

Veja exemplo 4.16 e conclua que,
v = %esx +C

pela condigéo de contorno, vem

O
I

y(0)=1:>y(0)=%es(0>+C=1 =

(NN

E, portanto,

1, 4
X)=—e" +—
y(x) s s

Como queriamos.

6 Crescimento e decrescimento exponenciais

Em Biologia, Quimica e Economia é comum necessitar-se estudar o com-
portamento de uma quantidade que cresce enquanto passa o tempo. Se, em
cada instante, a taxa de crescimento da quantidade & proporcional a quanti-
dade naquele instante, entdo, dizemos que a quantidade cresce exponencial-
mente ou tem crescimento exponencial. Um exemplo simples de crescimento
exponencial € dado pelo crescimento do nimero de bactérias numa cultura
(veja capitulol). Sob condi¢des ideais de laboratdrio, uma cultura de bactérias
cresce numa taxa proporcional ao nimero de bactérias existentes. Isto ocorre
porque o crescimento da cultura é devido a divisdo celular das células bacte-
rianas. Quanto mais bactérias houver num determinado instante, maiores as
possibilidades de diviséo e, portanto, maior a taxa de crescimento.

Estudemos uma cultura de bactérias como exemplo tipico de cres-
cimento exponencial. Suponhamos que P(t) indique o nimero de bactérias
numa certa cultura no tempo t. A taxa de crescimento da cultura no tempo t é
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F'(t). Consideremos que essa taxa de crescimento & proporcional ao tamanho
da cultura no tempo t, assim

P'(t) = K.E(Y),

onde K é uma constante de proporcionalidade positiva. Se fizermos y =
P(®), entdo podemos escrever.

)

¥ =Ky,
que é uma equacao diferencial, e uma de suas solugdes particulares é
y =P =Pe",

onde P, € o nimero de bactérias na cultura no tempo t = 0.

Exemplo 4.23 - Resolva a equagéo diferencial P'(t) = K.P(t).

Solugao:
Fazendoy = P(t), vem
y = Ky
Entéo:
dy _
i

Separando as variaveis, temos:

_ kdt
dx

Integrando os dois membros

| L= [ et
Y
Iny=kt+C
Entéo:
y= ekt+C — ekteC
E, assim,

P(t)=e" e



Sendo P, o nimero de bacteérias na cultura no tempo t = 0, segue-se que
P(0)=e"Ve =€,

que nos permite, finalmente, escrever.
P = Pe

Exemplo 4.24 - Suponha que uma certa cultura de bactérias cresce a
uma taxa proporcional ao seu tamanho. No tempo t = 0, ha aproximadamente
20.000 bactérias na cultura. Em 5 dias, ha 400.000 bactérias. Elabore um mo-
delo matematico para essa situacao que expresse o tamanho da cultura como
funcdo do tempo, medido em dias.

Solugao:
Seja P(t) o niumero de bactérias presentes no tempo t. Por definigéo,
P(t) satisfaz a equagéo diferencial da forma y' = Ky, entéo, P(t) tem a forma

P(t) = Pe*,

onde as constantes P e K devem ser determinadas. Os valores de P,
e K podem ser obtidos dos dados que informam o tamanho da populagcéo em
dois tempos distintos.

Dissemos que
P(0) = 20.000 e P(5) = 400.000.
A primeira condigdo implica imediatamente que P, = 20.000 e, assim,
P(t) = 20.000e".
Usando a segunda condi¢&o, temos

20.000e* = P(5) = 400.000
e*=20

Usando uma tabela da fungdo e, busquemos um valor de x tal que e
seja aproximadamente 20. Reproduzimos parte de uma tabela desta.
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X ex
2,98 19,68782
2,99 19,88568
3,00 20,08554

3,01 20,28740

Quando x = 3,00, e* é muito préximo de 20. Entao,
20 = g3
Dai,
g5 ~ @300
Donde, 5k= 3,00 e k = 0,6
Assim, podemos escrever, finalmente:
P() = 20.000e%¢
Comentario: Outra maneira de resolver a questao € usando logaritmos
naturais. \Veja,

o =20 = Ine™ = 1n20 = 5k = In20 = k = 1120

~0,6

Exemplo 4.25 - Encontre uma expressdo que nos permita calcular o
tempo necessario para que uma populacao duplique de valor.

Solugao:
Temos P(t) = Pe". Sendo P, a populac&o inicial, devemos encontrar t
tal que P(t) = 2P, .

2PO:POe’“:>e’“:2:>lnek’:ln2:kt:1n2:t:ln72,

Onde k é a constante crescimento.

Os atomos de uma substancia radioativa, como tério, uranio, plutd-
nio etc, desintegram-se de maneira espontanea. A substancia original vai se
transformando, sucessivamente, através de uma cadeia de outras substan-
cias radioativas, até chegar a uma substancia estavel, que ndo mais sofre
desintegracdo. Por exemplo, as cadeias de desintegragao do plutbnio e do
uranio terminam no elemento chumbo, que é estavel. Essa desintegragéo ou
esse decaimento radioativo ocorre ao acaso; entretanto, dada a grande quan-
tidade de atomos da substancia, o nUmero daqueles que se desintegram na



unidade de tempo é proporcional ao nimero de atomos existentes a cada
instante. Isto equivale a dizer que a massa radioativa M é uma fung¢éo do
tempo t com derivada proporcional a propria massa M = M(t), através de uma
constante K, definindo a equacao diferencial

a _ —kM (¢) -
dt
O sinal negativo que ai aparece se justifica porque a massa M diminui
com o tempo, a partir de um valor inicial M, = M(0), em vez de aumentar,
como no caso de populagdes. O fendmeno é parecido com o crescimento
populacional, os atomos da substancia radioativa desempenham o papel de
individuos de uma populagdo. Sé que agora a transmutagcdo dos atomos é
comparavel a morte dos individuos da populac&o. Assim, em vez de cres-
cimento, temos decaimento radioativo. A analogia com o crescimento popu-
lacional sera completa se invertermos a direcdo do tempo, interpretando a
massa M(t) como valor inicial num instante de tempo futuro t > 0, que evolui
crescentemente para o valor final M. Assim, vale a mesma formula deduzida
para o caso do crescimento populacional com M(t) em lugar de P(t) e M, em
lugar de P, isto €,
M() = Me™
Exemplo 4.26 - Defina a expressao meia-vida e interprete geometricamente.

Solugao:

A meia-vida de um elemento radioativo € o espago de tempo T requeri-
do para uma dada quantidade desse elemento cair até metade de sua quanti-
dade original. Assim, se a massa original € M, elasera M /2, M /4, M /8 etc.
nos instantes T, 2T, 3t etc. (figura 4.3).

/

M, ¢

M,/4
My/8 |

~

Figura 4.3.
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Exemplo 4.27 - A constante de decaimento para o estréncio-90 é

A =0,0244, quando o tempo é medido em anos. Quanto tempo a quantidade
M, de estroncio demora para decair até metade do tamanho original?

Solugao:
Temos:
M(t) - Moe-kt — Moe-o.0244t.

1
Facamos agora M(t) = EM , € resolvamos para t

M0670,0244t — %MO

670,0244t — 0’5
Aplicando In em ambos os lados, temos:

Ine 2% _1n 0,5=-0,0244t =—-0,69 =t = _—9 ~

Portanto, + & 28 anos.

Exemplo 4.28 - Numa reagao quimica, uma substancia se decompde a

uma taxa proporcional a quantidade de substancia presente a cada instante.
Em 3 horas, a quantidade da substancia fica reduzida a metade de sua massa
original. Quanto restaré da substéncia depois de 13 horas?

Solugao:
Temos:
M() = Me™
Segundo o enunciado, depois de 3 horas, a massa se reduz a metade, logo:

M@Q3)= %MO =M = %MO =et =05

Aplicando in vem
-0,6931

Ine™ =mn0,5=-3k=In0,5=k~ ~0,23

Dai:
M() = M e
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Entéo,
M(13)=Me " =Me™>” =0,05M,

Portanto, depois de 13 horas, restara 5% da massa original.

Texto complementar
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Sintese da Capitulo

Neste capitulo, introduzimos o conceito de antidiferenciac&o, definindo a in-
tegral indefinida como uma familia de fungdes que tém a mesma derivada.
Foram apresentadas algumas propriedades da integral indefinida que depois
foram usadas na resolugcao de equagdes diferenciais elementares. Finalmen-
te, as ideias de crescimento exponencial e de decaimento radioativo foram
discutidas como equagdes diferenciais cujas solugdes nos remeteram as
equacoes ja usadas no capitulo 1:

P =Pge* ou M) =Me*
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1. Verifique que F(x) = x? + 5x + 2 é uma antiderivada de f(x) = x? + 5.

3
2x?

2. \Verifique que F(x) = +1 € uma antiderivadade f(x) = Jx .

3. Interprete geometricamente a familia de antiderivadas de f(x) = 2x.
4. Calcule as seguintes integrais:

(@) [x*dx; ®)] % dx.
5. Integre a fungéo f(x) = 5.

6. Calcule as seguintes integrais:

a) j 2x%dx; b) .[7\/;dx.
7. Calcular as integrais:

a)I3x4dx; b) _[(3—2t+t2)dz;

c) J.(x4+%x2+1)dx; d)J.(xz—%x+4)dx.

1 2 3
8. Calcule aintegral | (——-—+—=)dy.
al | 2y Vv y

9. Calcule a integral _[(% + x\/;)dx :

10. Um botanico descobre que certo tipo de arvore cresce de tal forma que sua
altura h(t), ap6s t anos, esta variando a uma taxa de &'(t) = 0,06t2 + 0,3t¥2
metros / ano. Se a arvore tinha 60 cm de altura quando foi plantada, que
altura tera apés 27 anos?

11. Estima-se que, daqui a t meses, a populagdo de certa cidade estara au-
mentando a razdo de 4 + 5t?3 habitantes por més. Se a populagéo atual é
de 10.000 habitantes, qual sera a populacdo daqui a 8 meses?

12. Um estudo ambiental, realizado em certa cidade, revela que, daqui a t
anos, o indice de mondxido de carbono no ar estara aumentando a razéo
de 0,1t + 0,1 ppm/ ano. Se o indice atual de monéxido de carbono no ar é
de 3,4 ppm, qual sera o indice daqui a 3 anos ?
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13. Estima-se que, daqui a t anos, a populacao de certo pais estara aumen-
tando & razdo de ¢”® ' milhdes de habitantes / ano. Se a populacéo atual
€ de 50 milhées de habitantes, qual sera a populacao daqui a 10 anos?

14. Um ecologista observa que a populagéo P(t) de uma espécie ameacgada
de extincdo estd aumentando a razéo P'(t) = 0,5120%¢ animais por ano,
onde t € o nimero de anos apds comegarem a ser feitos os registros. Se,
no ano em que comegaram a ser feitos os registros, a populag&o era de
500 animais, qual sera a populagéo 10 anos mais tarde?

N
. 1 e
15. Determine: a dx; b) | —=dx.
) I xInx 3 ) I Jx *
16. Encontre as solugbes que satisfagam as condig¢des iniciais dadas:
m'(t)=4 '(t)=3t+1
g mO=1 by 1V .
m(0) =100 v(0) =50

17. Encontre solugdes para as equacgoes:
a)v'"()=5; b) ¥"'(x) = 6x.
18. Determine a fungéo f(x) cuja tangente tem uma inclinagéo 3x? + 1 para
qualquer valor de x e cuja curva passa por (2,6).

19. Suponha que uma coldnia de moscas da fruta cresce segundo a lei expo-
nencial P(t) = P g e suponha, também, que o tamanho da cultura duplique
em 12 dias. Determine a constante de crescimento.

20. Numa certa cultura de bactérias, o nimero delas triplica a cada 30 minu-
tos. Calcule o tempo de duplicacao desta colbnia.

21. A quantidade remanescente de uma certa substancia radioativa, apos t
anos , é dada pela fungéo Q(t) = Qg% . Calcule o periodo de meia-vida
da substancia.

22. O radio decai exponencialmente. Sua meia-vida é de 1690 anos. Quanto
tempo levara para uma amostra de 50 g de radio se reduzira 5 g?

23. O potassio radioativo tem meia-vida de 1,3 x 10% anos. Determine sua
constante de decaimento.

24. Se vacas leiteiras comerem feno contendo muito iodo 131, seu leite n&o po-
dera ser ingerido. Suponha que determinada quantidade de feno contenha
10 vezes o nivel maximo admissivel de iodo 131. Quantos dias deve-se
guardar o feno antes de da-lo para as vacas leiteiras? (dado: meia-vida do
iodo 131 é de 8 dias)
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25. Uma seca, numa estepe africana, causa a morte de grande parte da po-
pulagéo animal. Um rebanho tipico de animais selvagens tem uma taxa de
morte proporcional ao seu tamanho.O rebanho conta com 500 animais no
inicio da seca das quais apenas 200 permanecem 4 meses apos.

a) Determine a férmula para a popula¢&o do rebanho em t meses;

b) Quanto decorrera para que o rebanho em questéo se reduza a 0,1 de
sua populacao inicial?

26. Determine de )
x+1

2
27. Determine J. %dx.
x +3x+

28. Um estudante de Medicina, observando o aumento do nimero de bacté-
rias em certa cultura, construiu a seguinte tabela:

Tabelal
Nimero de minutos 0 20
Niimero de bactérias 6.000 9.000

Use estes dados para encontrar uma fung&o exponencial da forma
Q@ = Q,e", que expressa o numero de bactérias da cultura como fun-
¢éo do tempo.

29. A populagao mundial cresce a uma taxa aproximada de 2% ao ano. Isto
significa que, se a taxa de crescimento permanecer constante, daqui a t
anos, sera dada por P(t) = P,e°%*, onde P, é a populagéo atual. Se este
modelo de crescimento da populagao estiver correto, quanto tempo levara
para a populacao mundial duplicar?
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