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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educacao nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sdo acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo em
Ciéncias da Computacao Aplicada, em colaboragdo com 18 instituigbes parceiras africanas

de 16 paises. Um total de 156 mddulos foram desenvolvidos ou traduzidos para garantir
disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram disponibilizados

como recursos de educacgdo aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este médulo em sua instituicdo, para
sua propria educacao, compartilhd-lo o mais amplamente possivel e participar ativamente da
AVU Comunidades de pratica de seu interesse. Estamos empenhados em estar na linha de

frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizacdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar significativamente o acesso a educacéao e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicagédo
de informacg&do. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagao Intergovernamental, foi
assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania, Mali,
Costa do Marfim, Tanzania, Mogambique, Republica Democrética do Congo, Benin, Gana,
Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gémbia, Guiné-Bissau, Etidpia
e Cabo Verde.

As seguintes instituigdes participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3) Université
Lumiére de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes; (5) Universidade
de Nouakchott na Mauritania; (6) Université Gaston Berger no Senegal; (7) Universidade

das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de Administragédo e
Administragdo Publica do Gana; (?) Universidade de Ciéncia e Tecnologia Kwame Nkrumah
em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton no Quénia; (12)
Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14) Universidade

de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey no Niger; (16)
Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagdgica em Mogambique; E
(18) A Universidade da Gadmbia na Gambia.

Bakary Diallo
O Reitor

Universidade Virtual Africana
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Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo (a) a Algebra Linear

A Algebra Linear constitui um dos sectores da Matematica com mais vastas e variadas
aplicagbes. O célculo matricial, o calculo vectorial, as aplicagdes lineares e o célculo de
valores e vectores préprios de um endomorfismo tém grande aplicagdo nos diversos ramos de
conhecimentos, particularmente no ramo de informatica. Para além disto, os seus conceitos e

desenvolvimentos se prestam as mais variadas interpretagdes e aos mais diversificados usos.
Pré-requisitos

e Célculo Aplicado a Computagao;

* Somatoério — simbolo e propriedades

Materiais

Os materiais necessarios para completar este curso incluem:

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,

8. Ed., 2001;

e L|IPSCHUTZ, S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.

Objetivos do Curso

Apos concluir este curso, o(a) aluno(a) deve ser capaz de:

e Calcular com matrizes;

e Determinar o valor do determinante de uma matriz;

® Resolver sistema de equagdes lineares;

 Identificar espagos vectoriais reais;

e Operar com vectores num espago vectorial;

e Identificar uma aplicagdo linear;

® Operar com aplicagbes lineares;

* Determinar valores e vectores préprios de um endomorfismo (matriz);

e |dentificar endomorfismo (matriz) diagonalizavel.
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Unidades

Unidade 0: Diagnéstico

Estuda-se as propriedades de um corpo e analisa-se o corpo dos niimeros reais. O Introduz-se

o simbolo de somatdrio e faz-se a analise das suas propriedades.
Unidade 1: Sistema de equacdes lineares. Matriz e determinante.

Resolve-se sistemas de equagdes lineares (SEL) aplicando o método de eliminagédo de Gauss.
Adiciona-se, multiplica-se e identifica-se alguns tipos de matrizes. Identifica-se matrizes
invertiveis e calcula-se as respectivas inversas. Faz-se a representagdo matricial de SEL e,

consequentemente, a sua resolugdo por via matricial. Calcula-se determinante de uma matriz.

Introduz-se o software SCILAB, software gratuito, com fungdes que podem ser aplicados na

resolugdo de problemas da Algebra Linear.
Unidade 2: Espaco Vectorial Real.

Introduz-se os conceitos do espago e do subespago vectorial, sobre o corpo dos nimeros reais.
Determina-se a base e a dimensao de espagos vectoriais de dimensdes finitas. Introduz-se o
conceito de produto interno e estuda-se espagos vectoriais de dimensdes finitas com produto

interno.
Unidade 3: Aplicacdes lineare

Introduz-se o conceito de aplicagao linear e identifica-se um isomorfismo. Relaciona-se as
diversas matrizes de uma aplicagdo linear e determina-se a matriz de mudanca de base.

Define-se matrizes equivalentes e semelhantes, matriz ortogonal.
Unidade 4: Diagonalizacdo de endomorfismo e de matriz. Forma quadratica.

Introduz-se os conceitos de vector préprio associado 4 a um valor préprio, endomorfismo
diagonalizdvel, matrizes semelhantes e matriz diagonalizével. Estuda-se os endomorfismos
adjuntos e diagonaliza-se matrizes simétricas. Estuda-se as formas bilineares, com destaque

para as formas quadrética.
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Avaliacao

Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliacdo formativa a fim de verificar

o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sado apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no modulo.

A implementagdo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliagdo sugerida é a seguinte:

1 Avaliagdo formativa 20%
2 Avaliagdo sumativa | 40%
3 Avaliagdo sumativa |l 40%
Calendarizacao
Unidade Temas e Atividades Estimativa

do tempo

Matriz: matriz quadrada (triangular, diagonal, escalar e
identidade); transposta de uma matriz e propriedades
(matriz simétrica e anti-simétrica); soma e multiplicagéo
de matrizes e propriedades; multiplicagdo de uma matriz
por um escalar e propriedades; operagdes elementares
(sobre linha e sobre coluna); matriz na forma escalonada e

caracteristica de uma matriz;

Sistema de equagdes lineares: representagdo matricial;
classificagdo quanto as solugdes; sistemas equivalentes e

resolucédo de sistemas;

Matriz regular: critérios de matriz regular; célculo de

inversa de uma matriz regular;

10
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Sistema de Determinante de uma matriz quadrada: Teorema 25 horas
equagdes de Laplace no célculo de determinante; aplicagéo
lineares. Matriz | de operagdes elementares sobre linhas no calculo
e determinante | de determinante; propriedades de determinantes;
determinante e inversa de uma matriz; sistema de Cramer.
SCILAB: algumas operacdes com matrizes, Uteis para
resolugdes de problemas na Algebra Linear.;
Espaco Espaco vectorial real: espago vectorial arbitrario e 35 horas

vectorial real

propriedades; espaco vectorial

e espago vectorial de polinémios; combinacao linear

de vectores; sistemas de vectores equivalentes e
propriedades; gerador de um espaco; dependéncia e
independéncia linear e propriedades; caracteristica de
uma matriz e independéncia linear de vectores linhas e
colunas de uma matriz; subsistema independente maximal
e caracteristica de um sistema de vectores; Teorema de
Steinitz e suas consequéncias; base e dimensao de um

espago vectorial; base canénica do espago vectorial

e do espaco vectorial de polinémios.

Subespaco vectorial: subespaco vectorial de espago de
dimensdo finita; soma, interseccédo, soma directa e reunido
de subespacos; subespagos complementares, operagdes

com vectores,

Espago vectorial com produto interno: produto interno

e norma (suas propriedades); produto interno em

espaco de dimensdo finita e matriz da métrica; vectores
ortogonais; projecgado ortogonal; componentes de um
vector em relagcdo a um sistema de vectores ortogonais;
base ortonormada e processo de ortonormalizagao de
Gram-Schmidt; complemento ortogonal de um subespago
vectorial; produto externo em espago tridimensional (caso

particular de

11
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Aplicacbes

lineares

Aplicacao linear: propriedades; classificagcao
(endomorfismo; monomorfismo; epimorfismo; isomorfismo
e automorfismo); nucleo e nulidade; imagem e

caracteristica;

Matriz de uma aplicacéo linear: célculo de matriz de uma
aplicagdo linear (matriz mudanca de bases); operacbes
com aplicagbes lineares relacionadas com as matrizes que
as representam; relagdes entre matrizes de uma aplicagao

linear; matrizes equivalentes e matrizes semelhantes;

Adjunta de uma aplicacéo linear: definicdo e propriedades;

Endomorfismos adjuntos: propriedades; relagao entre
matrizes de endomorfismos adjuntos; matriz de um

endomorfismo auto-adjunto.

Endomorfismo ortogonal: defini¢do e propriedades; matriz

de um endomorfismo ortogonal.

30 horas

Diagonalizacao
de

Endomorfismo diagonalizével e matriz diagonalizavel:

relacdo entre endomorfismo diagonalizavel e matriz

30 horas

endomorfismo | diagonalizadvel de um endomorfismo; célculo de poténcias,

e de matriz. de expoente natural, de matriz diagonalizavel.

Forma

. Vector préprio, associado a um valor préprio, num

quadratica i ] o ]
endomorfismo: célculo de valores préprios e respectivos
vectores proprios; subespaco préprio associado a um
valor préprio; multiplicidade geométrica e multiplicidade
algébrica de um valor préprio; critérios de endomorfismo
diagonalizavel,
Diagonalizacdo de endomorfismo auto-adjunto e
diagonalizacdo de matriz simétrica.
Formas bilineares: matriz da forma bilinear; formas
quadréticas.

Enumerar

(identificar

unidades)

Indicar horas

por actividades

Novo acordo?
Se sim, devia

ser vetorial

12
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos deste curso s3o:

Unidade 0

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e FERNANDES, R. L. & RICOU, M.. Introdug&o a algebra. Lisboa: IST Press. 2004.

Unidade 1
Leituras e outros recursos obrigatorios:

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001;

e [|IPSCHUTZ, S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

Unidade 2
Leituras e outros recursos obrigatorios:

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001.

Leituras e outros recursos opcionais:

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.
e L|IPSCHUTZ, S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.

ed., 1994.

Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001.

13
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Leituras e outros recursos opcionais:

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.
e LIPSCHUTZ,S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.

ed., 1994.

Unidade 4

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagdes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001.

Leituras e outros recursos opcionais:

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.

e LIPSCHUTZ,S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

14



Unidade O. Diagnéstico

Unidade O. Diagnéstico

Introducao a Unidade

O propésito desta unidade é verificar a compreensdo dos conhecimentos que possui

relacionados com este curso.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

* \Verificar se uma operagédo definida num conjunto é ou ndo uma operacéo binaria.
* \Verificar se uma determinada estrutura é ou ndo um corpo.

* Caracterizar o corpo dos nimeros reais.

* Determinar o valor de uma expressdo com somatorio.

* Representar uma soma utilizando o simbolo de somatério.

15
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Unidade O. Diagnéstico

Propriedades:
Propriedade aditiva

> _(i=m)*

> _(i=m)*
Propriedade Telescopica

> _(i=m)*

a_k-a_(k+1)) =a_m-a_(n+1)

Somatério de uma constante

> _(i=m)*

Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreensao!

Teste diagnostico sobre a nogdo de corpo e sobre o somatério

Instrucoes

Este é um teste diagndstico, com caracter meramente informativo, que permite avaliar o seu

perfil de entrada no curso de Matemética Discreta.

Critérios de Avaliacao

Sdo dez questdes e cada uma delas vale 20 pontos, totalizando 200 pontos. Escala de

avaliagdo:

e |nsuficeinte: 0 a 100 (exclusivo);
e Suficiente: 100 a 140 (exclusivo);
e Bom: 140 a 170 (exclusivo);

e Muito bom: 170 a 200.
Os alunos com Suficiente, Bom e Muito Bom considera-se com condicdes para iniciar o

modulo.

17
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Avaliacao

1. Considere as operagbes usuais de adigdo, , e de multiplicagdo, , de nimeros

reais.

a. Justifique que (Z,+,") é um anel comutativo e unitario (anel dos nimeros

inteiros relativos).
b. Verifique se (Q,) é um grupo.
c. Justifique que (R,+:) é um corpo (o corpo dos nimeros reais)

d. Diga se as operagdes usuais de subtracgdo, —, e divisdo, +, definidas no

conjunto dos nimeros reais sao operagdes binarias.

2. Considere a operacao definida no conjunto dos nimeros inteiros relativos , da

seguinte forma:

Vab€Z, tem-se aBb=a+b-3,,

Onde + e — sdo as operagdes usuais de adi¢do e subtraccdo, respectivamente.
a. Justifique que 8 é uma operagéo binaria em Z.

b. Mostre que (Z,8) é um grupo comutativo.

2k Calcule:
a. y (i
b. >_(k=2) n#(2/k-2"\(k-1) )
4. Represente a seguinte soma utilizando o simbolo de somatério:

a. b_0+b_1 x+b_2 xA2+---+b_50 x/50.

b. 3A3+4A3++[10]A3.

Leituras e Outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Outros

Recursos do curso”.
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Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

Unidade 1. Sistema de equacses
lineares. Matriz e determinante

Introducao a Unidade

Nesta unidade introduz-se o conceito de matrizes e apresenta-se algumas operagdes com

matrizes, cruciais para aplicagdo dos contelidos da Algebra Linear.
Faz-se a resolugdo de sistemas de equacdes lineares via condensacdo de matriz.

Apresenta-se o conceito de determinante de uma matriz quadrada e algumas das suas

aplicagdes.

Estes conteldos tém muitas aplicages ao nivel da Ciéncia de Computagdo, nomeadamente

Computagao Grafica, Processamento de Imagem, Inteligéncia Artificial, etc.

Obijetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

® Operar com matrizes;

e Reduzir matriz a forma escalonada;

* Calcular inversa de uma matriz quadrada invertivel;

* Calcular determinante de uma matriz quadrada;

* Resolver sistema de equagdes lineares, via condensacdo de matriz;
e Determinar a caracteristica de uma matriz;

* Resolver sistema de Cramer, aplicando determinante de matrizes.

K Termos-chave \

Matriz real: Sejam m,neN. Pode-se dizer que uma

matriz é uma tabela com linhas e colunas, e
representa-se por A=[a_ij ]_(mxn).

Matriz escalonada: Diz-se que uma matriz real esta

na forma escalonada se as linhas nulas, caso existam,
ocorrem depois das linhas ndo nulas, e o primeiro
elemento ndo nulo de cada linha — pivot — situa-se
numa coluna mais a esquerda que todos os pivots das

k linhas seguintes. /
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Actividades de Aprendizagem

Actividade 1 - Matriz e suas operacoes

Introducao

Nesta actividade introduz-se o conceito de matrizes e algumas operagdes com matrizes.
Também apresenta-se alguns tipos de matrizes especiais.

Detalhes da actividade

Definicdo (Matriz real). Sejam m,neN.. Sejam os conjuntos {1,2,3,...,m} e {1,2,3,...,n}. Seja uma
aplicagao

A {123,..m)}={123, .0} — &

L)) oy, o

isto &, para todo i€{1,2,3,...,m}, para todo j€{1,2,3,...,n}, A(i,j)=a_ijeR.
As imagens dessa aplicagdo sao org

anizadas numa tabela, com linhas e colunas, da seguinte forma:

a1 QA A1y
a1 Ay Aop
Am1 Am2 .. amn

Esta tabela denomina-se por matriz do tipo (ou de dimensao) mxn, sobre o corpo dos

numeros reais R.
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Cada um dos elementos de uma matriz diz-se entrada. Uma matriz sobre o corpo diz-se matriz

real, ou matriz com entradas em R.

Para localizar ou referenciar uma entrada utiliza-se dois indices, por esta ordem: o indice de
linha e o indice de coluna. Um elemento que esta na intersecgdo da linha e coluna diz-se

entrada .
O conjunto de matrizes reais de dimensao representa-se por RAmxn).

Normalmente uma matriz é representada pela mesma letra (alfabeto romano: , , , , etc)

utilizada na aplicagdo que a deu origem. Escreve-se, por exemplo,

ai a2 NP A1n

as1 a99 NP a9on
A= . . ) .

Aml1 Qym2 .. Qg

ou, abreviadamente, A=[a_ij ]_(mxn)..
Exemplo. A matriz real A=[a_ij ]_(4x4) t tal que, para todo i,j€{1,2,3,4}, tem-se
¢é da forma: a_ij={H(1 se li-jI>1@-1 se li-jl<1H ,

-1 -1 -1 -1

-1 -1 -1 -1

1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1

A=

Alguns tipos de matrizes

Matriz rectangular: matriz que tem o nimero de linhas diferentes do nimero de colunas.

Matriz quadrada: matriz que tem o nimero de linhas igual ao nimero de colunas. Se esses

numeros forem iguais a n€EN, dir-se-4 matriz quadrada de ordem n.
Matriz linha: matriz que tem apenas uma linha.
Matriz coluna: matriz que tem apenas uma coluna.

Matriz nula: é uma matriz (quadrada ou rectangular) com todas as entradas iguais a zero. A
matriz nula de ordem mxn representa-se por O_(mxn), e se m=n, isto é, se a matriz nula for

rectangular, a matriz nula representa-se por 0_n.
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Classificacdo de matrizes quadradas
Operagoes com matrizes

Definicéo (Igualdade de matrizes). Duas matrizes, com as mesmas dimensdes, dizem-se iguais
se os seus elementos correspondentes (aqueles que tém os mesmos indices de linha e de
coluna) sdo iguais, ou seja, dadas as matrizes A=[a_ij]_(mxn) ,B=[b_ij]_(mxn), A=Bse , e

somente se, a_ij=b_ij,, para todo i€{1,2,3,...,m}, para todo .

Multiplicacdo de matrizes

- 1 2 =20
AB = ’1273} 31 —1 2
L -2 1 -2 3
[ -1+6+4 2+2-2 2-244 0+4-6
| 0+3-6 0+1+3 0-1-6 0+2+9
9 —2 4 —2
Tl -3 4 -7 o1 |

__J.:.{‘q]=“"='5"!'+fjf=[$ E|E,']"[_n5 _?15]”[; ﬂ=[g ﬂ]ﬂ'*'

16
E
-1 1‘-

; -1
E:vmmlllnnn.Enl!jﬁl.ﬁ:[2 1

. _15], entén 8¢ =

1 -5

Propriedades da fransposta
Sejam as makizes reas A o B, compaliveis para a3 operagdes apresentadas abaixo, sepa um
escalar real i Tem-ss

(1} (AT = 4,

() (A} = aa";

@) (A+BE) =448
) (AB)F = 84T

Definigio (Matriz simétrica e anti-simitrica). Seja A = [ uma matnz quadrada real, de
ordem 1 € N Diz-s= que

(1) A mainz 4 & simétrica se 4 = 47, ou saja, para 1odo o) & (123, ..n), entdoa,, = a,

(@) & malriz 4 & anti-gimétrica == A' = —4 ou sejp,  para odo L = {123, n}, entdo

El_. = —E“ .

MNota. Pode-se concluir a parir da definigan gue
(1) Uma malnz quadrada real € smelnca s2 o5 elemenios da dizgonal pancipal 530
arbitranos @ of elementos oposios em relagdo & diagonsl prircipal ( entradas (L) &
5. 111 580 Kusis
(2) Uma matnz quadrada resl diz-se ani-simétnca 52 os dlementos da dagonal principsl

S0 QUEs a Zero e 08 elementos oposlocs em relaclo & diagonal pincipal sdo
o e

Exemple A mainz real
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Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

A= |-1 0 V2
2 V2 3

é simétrica; e a matriz real

0 2 1 0
-2 0 -1 2
B=1_1 1 0 1
0 -2 -1 0

é anti-simétrica.

Teorema. Sejam e matrizes reias simétricas da mesma dimens&o, e seja um escalar real.

Entdo:
1.ANt é uma matriz simétrica;
2.A+B e A-B sdo matrizes simétricas;
3.AA é uma matriz simétrica.
Conclusdo

Uma matriz real é uma tabela com nimeros reais dispostos em linhas e colunas. Podemos
classificar matrizes em dois grandes grupos: matrizes rectangulares e matrizes quadradas. No
grupo de matrizes quadradas ha subgrupos, como sdo os casos de: matrizes triangulares,

diagonais, escalares e identidade.

Pode-se, entre outras coisas, adicionar e subtrair matrizes da mesma dimensao, multiplicar
uma matriz por um escalar, multiplicar duas matrizes (sob condi¢des especiais) e fazer a
transposta de uma matriz. A operagdo da transposta esta na origem de matrizes simétricas e

anti-simétricas.

Actividade 2 - Reducao de uma matriz a forma escalonada.

Sistema de equacgodes lineares

Introducao

Nesta actividade vai reduzir-se uma matriz a forma escalonada, utilizando o método de

condensacdo de Gaus-Jordan, e introduz-se assim o conceito de caracteristica de uma matriz.

Generaliza-se o conceito de sistema de equagdes lineares, e apresenta-se um novo método

par a sua resolucao, baseado na condensagdo de matrizes.
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Faz-se o uso de caracteristica de uma matriz para discutir um sistema de equagdes lineares.

Detalhes da atividade
Operacoes elementares sobre linhas (colunas) de uma matriz

Definicao (Operacoes elementares). Chama-se operacdes elementares sobre linhas (colunas)

de uma matriz, as que se seguem:
1.Trocar entre si duas linhas (colunas);
2.Multiplicar uma linha (coluna) por um escalar real diferente de zero;

3.Substituir uma linha (coluna) pela sua soma com outra linha (coluna), multiplicada por
um escalar arbitrario.

presenlacoes de operacoes elementares:

(1) [}p-urag:ma- elementares sobre linhas
Atroca das linhas L, @ Ly, representa-se por L, < L .
¢ A mulipicacdo da inha L, por um escalar real néo nulo A, representa
por L, — AL, |
# A subsfituc®o da linha L, pela linha L, + 4L, represenia-se por L, — ¢
.'I-l-|.-
(2) Operagdes elementares sobre colunas
« Alroca das colunas 8L, roprosenta-se porc, « C; ,
» A mulipicacdo da coluna € por um escalar real nao nulo 8, repraser
s& por €, — B¢, |
= A substiuicao da coluna ¢ pela coluna C + A0, representa-se par ¢
O+ PG

Exemplo. Seja a matriz real

— = b
oo
\
o= o

O WO
[

Troca da 1% e 2% linha de :

A

Multiplicagdo da 1% linha de por :

2 0 0 4
1 013]&[
1 0

—2 0

A=




Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

Substituicdo da 3* linha pela sua soma com a 2? linha multiplicada por :

2 0 0 4 2 0o 0 4
1 0 —1 3] — [1 0 —1 3]
1 -2

0 0 Ly—Ly+(—1)Ls 0o -2 1 -3

A=

Troca da 17 e 37 coluna:

2 0 0 4 0 0 2 4
A=11 0 -1 3 ] — [ -1 0 1 3 ]
1 -2 0 0] G=G 0O -2 1 0

Multiplicagdo da 4 coluna por :

2 0 0 4 2 0 0 —12
A=|1 0 -1 3 — 1 0o -1 -9
1 -2 0 0] G—3C| 1 =2 0 0

Substituicdo da 2* coluna pela sua soma com a 4° coluna multiplicada por :

2 0 0 4 2 -8 0 4
A= |1 0 -1 3 — 1 -6 -1 3
1 -2 0 0Joox20 |1 -2 0 0

Matriz na forma escalonada e caracteristica de uma matriz

Definicdo (Matriz escalonada e escalonada reduzida). Diz-se que uma matriz real estd na

forma escalonada se:
1.As linhas nulas, caso existam, ocorrem depois das linhas ndo nulas;

2.0 primeiro elemento néo nulo de cada linha - pivot - situa-se numa coluna mais a

esquerda que todos os pivots das linhas seguintes.

Uma matiz escalonada diz-se na forma escalonada reduzida se cada pivot é igual a, e é a Unica

entrada ndo nula na sua coluna.

Exemplo. As matrizes reais

oo o o
oo o =
oo~ O
OO W

estdo na forma escalonada, e a matriz estd na forma escalonada reduzida.

Exemplo. Qualquer matriz nula estd na forma escalonada reduzida. Qualquer matriz linha esta

na forma escalonada, e ela estd na forma escalonada reduzida se o pivot for igual a .

Reducdo de uma matriz a forma escalonada ou escalonada reduzida — Condensacado da

matriz
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Dada uma matriz real , de dimenséo , é possivel, a partir de , obter uma matriz na forma

escalonada, ou escalonada reduzida, mediante uma sequéncia de operagbes elementares

sobre linhas. Este processo chama-se condensagdo de uma matriz.

O método utilizado para levar uma matriz a forma escalonada é o método de Gauss que

consiste no seguinte:

Localize a coluna mais & esquerda que ndo seja constituida somente de zeros;

Troque a primeira linha com uma outra linha, se necessario, para obter uma
entrada ndo nula no topo da coluna encontrada no ponto (1);

Se a entrada que agora esta no topo da coluna encontrada no ponto (1) é , entdo
multiplique a primeira linha pelo inverso de ; para obter um pivot igual a ;

Some multiplos convenientes da 1 linha as linhas que estao abaixo para obter
zeros em todas as entradas abaixo do pivot;

Agora, esconda a primeira linha da matriz e recomece aplicando o passo (1) a
submatriz resultante. Continue até que toda matriz esteja na forma escalonada.

Pode-se juntar a esses passos mais um passo (6° passo), no sentido de obter
uma matriz na forma escalonada reduzida. Esse método é conhecido pelo
método de Gauss-Jordan.

Comecgando com a Ultima linha ndo nula, e trabalhando para cima, some
multiplos convenientes de cada linha as linhas acima, para introduzir zeros acima
dos pivots.

Nota. Na prética, quando se quer reduzir uma matriz a forma escalonada reduzida, o passo (6)

aplica-se em simultaneo com o passo (4).

Exemplo. Seja a matriz real

0 3 —1
] 2 1 2
A= 1 2 1
3 -1 0
Reducdo da matriz a forma escalonada reduzida:
0 3 —1 1 2 1 1 2 1 1 2 1
2 1 2 _ |2 1 2 . 0 -3 0 . 0 -3 0
1 2 Ll |08 L e |0 S N ey U B
3 -1 0] 7L3 1 0] L3 <1 Lo -7 -3
1 2 1 1 2 1 1 2 1
. 0 1 0 . 0 1 0 . 0 1 0
0 3 —1 0 0 -1 0 0 -1
Loe—=Ly Ly—Lys—3Ls Ly—Li+TL;
v lo o7 3T o 7 3] oo -3



Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

Hi H {121} [120} [100}
- O O N e e
R BRI E PR R IR PR

Nota. Dependendo das opera¢es elementares sobre linhas aplicadas, uma matriz pode ser
reduzida a diferentes matrizes na forma escalonada. No entanto, cada matriz é reduzida a
uma Unica forma escalonada reduzida, independentemente das operagdes elementares sobre

linhas aplicadas.

Definicdo (Caracteristica de uma matriz). Caracteristica de uma matriz na forma escalona
é igual ao nimero de linhas nao nulas (que é igual ao nimero de pivots). Dada uma matriz
real A, de dimenséo arbitraria, a caracteristica de , que se denota por c(A) ou r(A) , é igual a
caracteristica da matriz escalonada, que se obtém a partir da matriz A, efectuando operagdes

elementares.
Exemplo. A caracteristica da matriz do exemplo anterior é .

Definigio (Solucio de uma equacio linear) SoluCac do Lma equUAGSD Inasr, Com
INCAgNIAES (x,, %3, ... %, ), SObre K,

o TEka ot Ak, = b,
@ um alemanio = = (s, 55, ....5,) € R", Que Tansioma assa aquacio numa alirmagao
verdadaira, OU S0, @2, + a8 40 4+ a,8, = ba uma atimacio vardadaira,

‘Exemplo. O elemento s = (—4,1) £ B & uma solucdo da equacio Inear
Zx, +3x; = -5 {oudx+3Iv=-3].
pais, 2{—4) + 3.1 = —5 & uma afiimagio verdadeing.

Mota E da notar qua

-5 3
2xy -I-31.'L-——Sbtl-?——.l.';u.fg--;léﬁ.

pelo que a solucho geral desta equacao &

5= {{_—E—Ei.i]:l E n}.

z2 2
ou s, ela tem infinitas solugties.
Definigas (Sistema de « equagtes lineares sobre um corpol SejEm m,n & M UM

sistema de m equacdas Ineanss, nas incognitas x,, x,, ... x,, sobre K, & toda conjuncdo
de m equagdes insarss, nessas incégnias, gue s= reduz a forma

[T P el W o T R, ol ¢ 1 S o — Eh

gy -+ Fpalg T g P .

U1 + @ adra + . -+ 1] X [ .

denominada forma candnica desse ssiema, onde oy, L ER (=L g j=Ln, =30,
respectivaments, os coeficientes e a3 termos independentes, e para todo ¢ = {12, .-, m}, easte
pelo menos um § € {12, o} @ que s, =0

Matrizes associadas ao sistema de equacgdes lineares, na forma canénica (da defini¢do

anterior)

Matriz dos coeficientes:
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alr a2 - Qg
A (1'21 (L'QQ - . a?n :
a'l-n.l a‘r.u.Q e a'r'n.'u,
Matriz coluna das incégnitas:
€Zy
x=|"1;
:L:u

Matriz coluna dos termos independentes:

b]_
B = bQ )
b"!ﬂ.
Matriz ampliada:
ay;; aip -+ ai, | b
[A|B} _ (},'21 U,'QQ . . (1'2”, E)'Q
(l-;;;.l (l-,;,.Q ' : (l-,-'”.-n, b-;-n.

Representacdo matricial do sistema de equacdes lineares, na forma canénica (da definicao

anterior):

AX =1DB.

Exemplo. A representacdo matricial do sistema de equagbes lineares,

Ty — 29+ 323 +x14y = —3
201 — 2o+ 33—y = 0 7
é
AX=18
L1
1 -2 3 1 T2l | -3
@[2 —13—1] 73 [ 0]
Ty
A sua matriz ampliada é
|1 =2 3 1]-3
[AB][Q -1 3 —1‘ 0}

Definicdo (Solucdo de um sistema de equacdes lineares). Solucdo de um sistema de

equagoes lineares, a incégnitas, sobre , é um elemento
s=(s_1,5_2,...,s_n)ER N ,
que é solucdo de cada uma das equagdes lineares.

Exemplo. O elemento s=(1,4,1,1) [ER]"4 é solugdo do sistema
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ry—2xy+3r3+x4y = —3
201 — 1o+ 3r3—24 = 0 7
pois:
1—2-443-14+1= —3 l-8+3+1= -3 _ | 3= -3 (AV)
2.1-443-1—-1= 0 2_443—1= 0 0 = 0 (4V)

Contudo, o elemento n&o é solucao deste sistema, pois:

—7-2.04+3-1+1 = =3 ~7-0+3+1= -3 —3 = —3 (AV)
2.(=7)—0+3-1-1=10 —14-0+43-1=0 —12= 0 (AF)

Neste Ultimo caso, s=(-7,0,1,1) [ER]"4 é solucdo da primeira equacao, mas ndo é da segunda,

logo este elemento ndo é solugdo do sistema de equagdes lineares dado.

Definicao (Classificagcdo de um sistema quanto as solugdes). Um sistema de equacgdes
lineares, a incognitas, sobre R, diz-se possivel se ela tiver pelos uma solugao, e diz-se
impossivel se ndo tiver nenhuma solugdo. Diz-se, também, que ele é possivel determinado se

ele tiver uma Unica solugéo, e possivel indeterminado se ela tiver infinitas solugdes.

Teorema (Classificacdo de um sistema quanto as solugdes). Seja um sistema de equagbes
lineares, a incognitas, sobre R, e sejam as matrizes reais e, matriz dos coeficientes e matriz

ampliada desse sistema, respectivamente. Entdo:

O sistema é possivel determinado se, e somente se, c(A)=c([AIB])=n; ;
O sistema é possivel indeterminado se, e somente se, c(A)=c([AIB])<n;;
O sistema é impossivel se c(A)<c([AIB]).

Definicao (Grau de indeterminacdo de um sistema). Seja um sistema de equagdes lineares,
a incégnitas, sobre R, possivel. O nimero g=n-c(A) é denominado grau de indeterminagdo do

sistema.

Nota. O grau de indeterminacdo de um sistema da o nimero de variaveis livres dum sistema
de equagdes lineares, possivel, ou seja, as varidveis (ou incognitas) que podem assumir

quaisquer valores reais, na solugdo geral do sistema.

Se grau de indeterminacéo for igual a zero, o sistema sera possivel determinado, caso

contrério, o sistema seréa possivel indeterminado.

As variaveis ndo livres, (ou incégnitas) dum sistema de equagdes lineares, possivel, diz-se
varidveis dependentes (podem assumir um valor fixo, ou podem estar em fungdo de uma ou

mais variaveis livres).
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Exemplo. O sistema

’

Ty — 219+ 3x3+ 4= —3
201 — 2o+ 3x3— 4= 0

é possivel indeterminado, pois:

1 23 1]-3 1 -2 3 1|3
[A|B}[2 -1 3 -1 O]meul[o 3 =3 =3 6]'

Nota-se que Este sistema admite dois varidveis livres, pois .

Exemplo. O sistema

T, — 2T9 — T3 = 1
200 —dxa+ 13 = —1 |
—x1+ 3x9 4+ 223 = 2
é possivel determinado, pois:
1 -2 -1 1 1 -2 -1 1
[A|B] = 2 -4 1]-1 — 0o 0 3|3
-1 3 2| 2| fel2l) -1 3 2| 2

1 -2 -1
— 0 0 3

Lye—Ly+Ly 0 1 1

Nota-se que .
Exemplo. O sistema
T — 229 — X3 =

1
201 —4dxo+ 23 = 0
201 —4ay — 213 = 3

é impossivel, pois:

1 -2 —-1]1 1 -2 -1 1 1 -2 -1 1
2 —4 110 — 0 0 3| -2 — [ 0 0 3| -2
2 —4 213 Lo—Lo—21L, 2 —4 -2 3 Ly—L3—21, 0 0 0

Nota-se que c(A)=2<3=c([AIB]).
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Resolugao de sistema de equagoes lineares

Definigio (Resolugio de wm sistema de equagdes lineares|. Resohver um sistema de m
equades lineares, a n ncognilas, & detenmminar o Seu conjunbo-solucBo (conjunso de todas as
suas solughes) ou concluir que ele & impassival.

Resolugho de wn sistema de m eguagbes lineares, a n incégnitas, cuja matriz amplinda &
escalonada (nao reduzida):
(1) Secid) < c{[A]18]) o sistema & mpossivel
@) S& (4] = [[4)8]) =n, determina-se a (nica solucio do selema, delerinands os
yalores das nchonitas (ou vanéees), e fazendo as respechvas substfucles de bamo
para cima
[A) Sec{d) = c([4|8]) < n, determing-se o conpnio-solcSo 5, stnbunds pardmetios 4s
vandveis livies (ou indapendentes), B, anldo, determnar o valor, oL ERpRESEI0
algebrica, das wangwveis dependentes, e fazer as respectivas substilecdes de bamo
para cima

As vandves dependentes esiio associadas aos pivols da matnz ampliada do sistema.

Fi— 2P+ AR 4+3 = 3
."l .r| I ¥
2, = 4
e5ta associads 3 matnz amiplisda

1 -2 3 1|3
|48 lrl 01 —1]1 ] :
¢ 0 0 2|4

que estd na forma escalonada. Nola-se que este sistema @ possivel ndeterminada com grau
de indeterminag 3o g = 1 (@ vanavel livie & 1o, pois rdo esld assocada a nenhum pivot). Entdo:

Examplo O sisteams

1 -2 3 1 |3
as=[o 01 1],
0 0 0 2 |4

que esta na forma escalonada. Nota-se que este sistema é possivel indeterminado com grau

de indeterminacédo (a variavel livre é , pois ndo esté associada a nenhum pivot). Entao:

r1—2xo+3x3+14 = -3 ] —2x94+313+2 = =3 T —2190+9 = =5
€r3—xy = 1 p== €ry — 2 = 1 = Ty = 3
21}4 = 4 ry = 2 Ty = 2

o e = ACR
r3 = 3
ry = 2

O seu conjunto-solugéo é

S={(=144+2X,X,3.2) : AR} .
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Exemplo. O sistema

Tl — 2x9 — 13 = 1
T+ 1x3 = 3,
3rg = -3
esta associado a matriz ampliada
1 -2 -1 1
[AlBj=|0 1 1 30,
0 0 3|3

que esta na forma escalonada. Nota-se que o sistema ¢é possivel determinado, pois .

Entdo:

T — 209 — 13 = 1 T, — 219 +1 = 1 T —8 = 0 r] = 8
To+ 1Ty = 3 & ro—1 = 3 & Ty = 41 < Ty = 4
3xy = 3 T3 = 1 T3 = 1 x3 = —1

O seu conjunto-solugdo é

Resolucdo de um sistema de equagdes lineares, a incégnitas, cuja matriz ampliada é

escalonada reduzida

Quando a matriz ampliada, associada a um sistema, é escalonada reduzida, o sistema é
resolvido utilizando o mesmo método aplicado aquando a matriz ampliada é escalonada ndo

reduzida, s6 que as “substituicdes” sdo dispensadas.

Exemplo. O sistema

r1— 210 = —14
r3 = 3
Ty = 2
esta associado a matriz ampliada
1 -2 0 0| —-14
[AlBj=10 0 1 0| 3
0O 0 0 1] 2

que ¢ escalonada reduzida. Nota-se que este sistema é possivel indeterminado, com grau de

indeterminacéo . Entdo:

ry = —14+ 2\
ry—2xy = —14 1 +
9 = AER
T3 = 3 & ) _ 3
ry = 2 3 = 5
ry =
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O seu conjunto-solugéo é
S={(-14+2X,A,3,2) : AeR}

Definicao (Sistemas equivalentes). Dois sistemas de equagdes lineares, a incégnitas,

dizem-se equivalentes se tém o mesmo conjunto-solugao.

Teorema (Principios de equivaléncia de sistemas de equacdes lineares). Obtém-se um
sistema de equagdes lineares equivalente a um outro dado, se se aplicar qualquer uma das

trés operagdes que se seguem:
1.Trocar a ordem das equacgdes;
2.Multiplicar uma determinada equagdo por um escalar real ndo nulo A;

3.Substituir uma determinada equagdo pela sua soma com uma outra equagéao,

multiplicada por um escalar real.

Nota. Os principios de equivaléncia aplicados a um sistema de equacgdes lineares, produzem

efeitos semelhantes nas linhas da respectiva matriz ampliada, isto é:

(1) Troca, entre s, da @ — éxmo @Quacso e k — enma equachBo, equivale a operagdo L, —
L, sobee as linhas da respectiva matriz ampliada;

() Multiplicac3o da da ( — ésima equagdo por um escalar real ndio nule 4, equivale a
aperacdo L, + 1L, sobre as linhas da respectiva matriz ampliada;

() A subtesfitucdo da | — dsiven equacio pela sua soma com a &k — dgime equagio,
muftpliceda por um escalar real 4, equivale 3 operscao [, + L + Al;, sobre 55 mhas
da respeciva matnz ampliada

Sendo assim, 3 matnz escalonada (redurida ou nSo) oblida a paniir da matiz ampliada de um
deferminado sistema de equacdes neares, aplicando operagies clementares sobre linhas,
e5td associada a um sistema da equagias ineares equivalenta so dado sstema

Ent3o, uma regra pratica para resolver um sistema de equagoes lineares, € reduzir a sua
matriz ampliada 3 forma escalonada (reduzida ou ndo), @ a partir dai, resolver o sistema
associado

Exemplo Resoler 0 sistema de aguaies [ineanss que se segue:;
T1+Tro—x3 = —2

$1—2$Q+$3 = 5%
—371—'—2.’132-'—373 =

(L]

1 1 —-1]|-2 1 1 —-1]-2 1 1 —-1]|-2
AB=| 1 -2 1| 5| — 0 -3 2| 7| — [o -3 2 7]
-1 2 1 3 Lo—Lo—1L —1 2 1 3 Lye—Ly+ 1Ly 0 3 0 1

11 -1 -2 (1 0 —-1/3| 1/3

— 0 1 —-2/3|-7/3 — 0 1 —-2/3|-7/3

L5 | 0 3 0 1| bl g3 0 1

1 0 —-1/3 1/3 [1 0 —-1/3 1/3

— 0 1 -2/3|-7/3 — 0 1 —-2/3|-7/3

Ly—Ly=3Ls | o ) ] Ly—3Ls L0 O 1 4
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1 0 0 5/3 1 0 0]5/3
— 0 1 -2/3|-7/3 - 0 1 0f1/3
Li—Li+iLs | 9 1 4 | Le=Lotils | g 0 1| 4
Tl f X0 — 13 = —2 1 = b5/3
Ty —2x9 + 33 = 5 &4 1 = 1/3
—r1+ 20+ 13 = 3 T3 = 4

Entdo, o conjunto-solugdo deste sistema é

Exemplo. Resolver o seguinte sistema

r1— 219+ 3x35+7T4 = —3
200 — a9+ 3x3—x4 = 0

1 23 1|-3]  [1 -2 3 1]-3
2 13 -1|0 |, ", 10 3 -3 -3[¢

o[t -2 3 1|-3]  [ro 1 -1
0 1 1

L iL, 0O 1 -1 —-1]| 2 Ly—L+2L, -1 —
xr, = 1—AX + ﬁ
T —2r9+ 313+ 14 = —3 ol m +r3—x4 = 1 - ra = 24+ N+0
201 — w9+ 3x3—x4 = 0 Ty — T3~ Ty = 2 rg = AeR
ry = PER

Entdo, o conjunto-solugdo é
S={(1=-A+8,24+A+8,X,5) : A, feR}.

Sistema homogéneo

Definicao (Sistema homogéneo). Um sistema de equacdes lineares diz-se homogéneo se

todos os seus termos independentes sdo iguais a zero.

Exemplo. O sistema

r1—2x2+x3 = 0
et ax3— 224 = 0
r1—xy = 0

é homogéneo.

Nota. Um sistema homogéneo é sempre possivel.
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Definicao (Sistema homogéneo associado). Seja um sistema de equagdes lineares, AX=B.. O

seu sistema homogéneo associado é AX=0_(mx1).

Exemplo. O sistema homogéneo associado ao sistema

$1—2$2+3$3+$4 = -3

20y —xo+ 313 —14 = 0 ’
é

$1—2$2+3$3+$4 = 0

20y —xa+3x3—24 = 0

Nota. Nota-se que:
Se AX=B ¢é possivel determinado, o seu homogéneo associado também é;
Se AX=B ¢é possivel indeterminado, o seu homogéneo associado também ¢é;

Se AX=B é impossivel, o sue homogéneo associado é possivel (determinado ou
indeterminado).

Teorema Soja 2, uma solugio paricular do sistema de m equagbes Ineares AY = B, Entdio, 5,
& solugdo desse sislema se, & somenbe se, =wisbe uma solucdo particular s, do sistema
homopénen associads, AY = 0. , @ qus

Bp =5y + Sy

Mota. Resulta do lecrema antedor, que a solup 3o geral da um sictema de m equacies lineanes,

AT = 8, obiéme-se adicionands wma sua solucan paricular 3 sohcdo geral do seu homogénes
associade, AN =0,

Também, a solugdo geral do sshema homogenen associado a 4% = 8, obkam-se subdraindo da
golugdo garal da AX = B uma solucsd parttular 4o mesmio.

Evemplo A solugan geml do sistema

{ T — Ery + 3y + 1y ]|

Iy — a4 Jaey — 33y 13

s=[1—-A+3,2+A+d A, 3 -4 FER.

Uma solicdo pamular s, desse sigtema, pode ser obbdo dando valwres concrefos as
Wandwers livies Ae § Farad = 8 =0, [Bm.s= L (1,3,000]
Lego & sclugBe geral do sisterma homogéneo asacd iado,

rJ. g de, = b
1|'-'Ll'| Iy + Ay — oy i
2
s—gm A4+ F A+F A T A FER.
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Concluséo

Dependendo das operagbes elementares sobre linhas aplicadas, uma matriz pode ser reduzida
3 diferentes matrizes na forma escalonada. No entanto, cada matriz é reduzida & uma Unica
forma escalonada reduzida, independentemente das operagdes elementares sobre linhas

aplicadas.
Qualquer matriz real tem uma, e uma so, caracteristica.
Solugdo de um sistema de equacgdes lineares com incoégnitas é um elemento de .
A possibilidade de um sistema de equagdes lineares depende da caracteristica da sua matriz
ampliada e da sua matriz dos coeficientes.
L]
Evaluation
Avaliacdo

1.Determine as caracteristicas das matrizes reias que se seguem:

1 -1 21 21 1 -1 1 1 12 1

1 1 -2 2 0 2 -1 =2 2 1 -1 0 -1
A= 1 2 01 -1 1 e B= 1 1 -1 2 11 -1
0 1 -1 1 -2 0 1 1 0 -1 10 1

2.Discuta a caracteristica de cada uma das matrizes reais, que se seguem, em fungédo dos

parametros reais indicados (a, ae f e ):

1 0 =1 1 21 o 1 21 o 1
A=11 1 0 1]  B=|1 1 a o/2 | eC= I a «/2
a 1 -1 2 1 8 a 1 1 B a 1
3.Considere a matriz real
1 1 1 3
A=|01 o0 1],
0 0 a—=2 0

onde é um parametro real.
a.Determine os valores reais de a, de modo que c(A)<3.
b.Determine os valores reais de a, de modo que, c(A)<3.

c.Para a=5, reduza a matriz real a forma escalonada, aplicando operagdes elementares sobre

linhas e/ou colunas.

4. Discuta o seguinte sistema, em funcdo dos parametros reais e :
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2v+y = b
3r+2y+=z 0
r+ay+z = 2
Resolve o seguinte sistema
r1taetxy = 2
2.‘]’31 +xT = 3
Ty — To — 3’L'3 = 0

Indique o conjunto-solugdo do seu sistema homogéneo associado.

Actividade 3 — Determinante e suas aplicacoes. Matriz regular.

Introducao

Pretende-se com esta actividade, introduzir o conceito de determinante de uma matriz
quadrada, e a partir das propriedades de determinante, apresentar métodos eficientes e

eficazes para determinar o valor do determinante de uma matriz quadrada.

Introduz-se o conceito de matriz regular, e determina-se a inversa de uma matriz regular por

intermédio de sistema de equagdes lineares e por aplicacdo de determinante.

Introduz-se o conceito de sistema de Cramer, e apresenta-se o método de Cramer (baseado

no calculo de determinante) para resolugdo desse tipo de sistema

Detalhes da atividade

Definican (Permiitacin de niimerns natiiraic) NDadns niimeras natiiraic 1 2 3 chama-ce

Exemple. Ma permulacic & = 2,3,1, dos ndmeres naburas 1,23, 2 & 1 formam uma
inersao, 3 e 1, tembam.

Definicic (Paridade de uma permutacic). Uma parmutagdo i,4:,.., 1, 005 nimens
naturas 1,2 .41, diZ-56 par [impar] quando o nomeno oial de insersiies & par [impar)

Exemplo. A pamulacio & = 23,1, dos nimeros naturais 1,23, & par (bem duas
In¢arabes)

Determinante de uma matriz quadrada

Definigde [Determinante de uma matriz quadrada) Sea 4 = [a,] uma matrz
quadrada de ordemn n. Chama-se delerminanie de 4, & represents-se por 4],

A l (=117 mypnapna, . .- 0y

o

D~

{ 0 se ji,J2, 73, -+, jn € uma permutagao par
¥y =

1 se ji,72,73, --- s Jn

N

uma permutacao impar.

Exemplo. Vai determinar-se o determinante das matrizes quadradas de ordem 1, de ordem 2 e

de ordem .
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Seja A=[a_11 ], uma matriz quadrada real, de ordem 1. Entdo, IAl=a_11..

Seja A=[M(a_11&a_12@a_21&a_22 )], uma matriz quadrada real, de ordem 2. Como,
So={I=1,2;a=2,1},

onde é uma permutagdo para, e é uma permutagdo impar. Entdo, por defini¢édo,

Al = Y (1) ayaz,

Ji.da
=
Sy

0 1
= (=1) anaa+ (—1) aa
= Q1G22 — 412091

Seja A=[M(a_11&a_12&a_13@a_21&a_22&a_23@a_31&a_32&a_33)],, uma matriz quadrada
real, de ordem 3. Como,

Ss3={I=1,2,3;a0a=1,3,2;v=2,1,3;6=2,3,1;=3,1,2;03=3,2,1},

onde, e sdo permutagdes pares, e, e sdo permutagdes impares. Entdo

Al = Z (=1)" ayjazj,03;

J1:d2, 33
S
83

0 1 1 0
= (—1) 11022033 + (—1) a11a23632 + (—1) a12a21a33 + (—1) 12923031+
0 1
+(—1)" azasaz + (—1)" ajzaas
= 11099033 — A11023032 — Q12091033 + A120o3A3] + A13021039 — Q13099031
11992035 + (112923031 + 113091032 — A11A923A32 — A12091433 — Q130922031

A Regra de Sarrus é uma regra mneménica para determinagdo de determinantes de matriz
quadrada de ordem . Cada uma das figuras, que se seguem, apresenta esta regra de uma
forma resumida. Nessas figuras, os tragos continuos, representam os produtos das entradas
da matriz , que devem ser afectados de sinal positivo, e os tragos a tracejados representam os
produtos das entradas da matriz que devem ser afectados do sinal negativo.

< a3y as2 O as - \ as3

Produtos com sinais positivos Produtos com sinais negativos
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Nota. O célculo de determinante pela definicdo é pouco eficiente, embora seja muito eficaz,
pois o nimero de parcelas, nesse célculo, aumenta rapidamente, quando aumenta a ordem da

matriz quadrada. Por exemplo:

Ordem da matriz | N° de parcelas em
4 24

5 120

6 720

7 5040

Sendo assim, normalmente, o calculo de determinante faz-se por intermédio da aplicagdo de

propriedades de determinante.

Definigao (Cofactor de um elemento) Seja 4 = [0,] uma marmz quadrada de ordem n
Chama-se colactor jou compliemento akjebrico) de um elements e, #3 Matrz 4. son®
.'I._I (=117 ) ia] a0

Cinde Al1]) & a submabnz de A gue se obbém ebminando a lircha ¢ e a coluna § da matniz A

Exemplo Saja @ matiz quadrada real, de ardem 3,

—
—
= -
- g
By = e
| I |

Entao:

Teorema (Teorema de Laplace). Seia A = [o;;] uma matnz guadrada de ordem n. Entia:
(1) Para toda ¢ € [1L2.3,..., 8], tem-se

1| = E L P

método conhecido por desenvolvimento laplaceano ao longo da coluna .

Para todo 1€{1,2,3,...,n}, tem-se

T

Al =) Ay,
j=1

método conhecido por desenvolvimento laplaceano ao longo da linha |.

Exemplo. Seja a matriz quadrada real
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Desenvolvimento laplaceano ao longo da 1? coluna:

1 -1 2
0 2 3 = 1,(71)1+1 % g‘+O'A211'(1)3+1'21 g
-1 1 2
= 4-3-(-3-14)
= 1+7=8
Desenvolvimento laplaceano ao longo da 2° linha:
1 -1 2
0 2 3 = 0.A21+2.(_1)2+2_11 g+3_(_1)2+3_‘1 —1‘
-1 1 2 - -1 1

= 2-2+42)—-3-(1-1)
- 8

Nota. O Teorema de Laplace estabelece que o determinante de uma matriz quadrada
obtém-se somando os produtos dos elementos de uma determinada linha [coluna] pelos

respectivos complementos algébricos, e reduz o célculo de determinante de uma matriz da

"

ordem “n”, ao célculo de determinante de matrizes de ordem “n-1".

Na aplicagdo do Teorema de Laplace, convém escolher a linha ou coluna com maior nimero

de zeros (para facilitar os calculos).

Teorema. O Teorema de Laplace tem como consequéncia imediatas, as propriedades que se

seguem:

Seja uma matriz triangular, entdo determinante de A ¢ igual ao produto dos elementos da

diagonal principal;

Seja uma matriz quadrada com uma linha [coluna] de zeros, entdo IAI=0.

Teorema. Seja A=[a_ij ] uma matriz quadrada de ordem n. Entéo:

Se a matriz B for obtida a partir da matriz A, através de troca de duas linhas [colunas], entdo
|Al=-IBI,

ou seja,
A . i == |4 H

i) 5 a mamiz § for obfida a partir da maswiz 4, mutiplicandos wma linha [colunal de 4 po
uim escalkar real A « 0 entlo

QuEsya,
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Nota. A combinagao dos dois Ultimos teoremas, pode melhorar consideravelmente a eficiéncia
no célculo de determinante, se comparado com o método de computagdo de determinante

a partir da defini¢do. Isto é, pode utilizar-se as operaces elementares sobre linhas [colunas]
para obter-se cada vez mais zeros numa determinada linha [coluna] da matriz, ou transformar a
matriz dada numa matriz triangular, antes de aplicar o desenvolvimento laplaceano e/ou suas

consequéncias.

Exemplo. Seja a matriz quadrada real

1 —1 2
A—[ 0 2 3]
-1 1 2
Entdo:
1 -1 2 . 1 -1 2
[Al=] 0 2 3 i 0 2 3|=1-2-4=8.
—1 o1 2| WseLstle) | o g

Exemplo. Calcular o determinante da matriz quadrada real

-1 1 1 2
A=y
1 2 3 1
-1 1 1 2
|A|—‘°,lfl

Teorema (Propriedades de determinante) Sepa A uma matrz quadrada de ordem € M.
Enfan:

(1} 144] = A"lal;

[2) 14F] = |A];

() Se duas Inhas [colnas] de A 580 proporcorais, entao (4] = 0;

(4) Se uma bnha [coluna] d2 A pode ser desdobreda na soma de duas linhas [colunas]
quaisuer, o valar de determinante de A & igual & soma des valores gos delerminantes
de duss matnzes, am gue nessa lnha [colng] se usa uma parcela de cada wez,
mantardo-s& as restantes Inhas [counas].

Matriz regular — inversa de uma matriz

Definigdo (Matriz regular [ou matriz invertivel)). Uma maitnz quadrada real 4, de ordam n €

M, diz-se reqular [ou imesrtived], e egiste uma matriz quadrada rea 8 da mesma ordem, a2l
que AR = BA = I

MNesse caso, 2 maiiz B diz-se imesrsa de A, & escreve-se § = AL Do mesmo modo, diz-se
qua A &invarss da F, @ ascrewe-se 4 = 51

Teorema Sejam 4 @ B malrizes guadradas reais, de ordemn. Entdo, AR ={, =4 =1, .

Mota. Pelo tearerma anferionr, uma matriz quadrada real A4, de ordem 2, & regular se existe

uma matriz quadrada real B, 1ambém da ordem o, tal gus:
AB = [ ouBd =1

Exemplo. Seja a matriz quadrada real
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1 -1 1
A=10 1 1
1 1 1
Verificar que a matriz
0o -1 1
-1 1
—~ 0 s
B=| 2 2
1 -1
- 1 —
2 2

é inversa de A, ou seja, A\(-1)=B , equivalentemente, .

Ora, pela nota anterior, basta ver que AB=I_3, ou entdo, BA=I_3. E de facto,

0 -1 1
111zt o, 1 1 00
AB= |0 1 1] 2 2 —[010].
Loy -t 0 0 1
2 2

Exemplo. Seja a matriz quadrada real, de ordem 2,

_la b
a=lo ]

tal que ad-bc#0. Entéo,

- 1 d —b
Al = .
ad — be [—c a]

De facto,

gato_ Lt Ja bl |d b __ 1 Jad—be 0 | _[1 0
' ad—bc e d| |—c a ad — be 0 ad — be 0 1|°

Tearema (Unicidade da matriz inversa) Toda mairiz real requilar t2m wuma, @ uma 30, irmersa

Tearema |Propricdades da matriz inversa)
(1) Sed & wna matniz regutar, entdo 4-1 & tEambam, uma marz regular, e (A-°)" 1= 4
@] Se=de B s3o malrees regulanres da mesma ordem, A5 &, tamb&m, wra malriz regular,
e(AB)" ' = BTTATY
() Sedduwramatnz regular, entdo A &, também, uma mainz regular, € (A5}~ = (4=1)F.
(1) Se 4 & uma makiz regular, enl3a, para um escalar real 4 =0, A4 & também uma

42



Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

matriz reguiar, & (14)~? = ::,1'1.
B) Sejp EEN Seam Ay, =123 ...k matnzes requiares, enido A4 oAy dy 8,
Eambm, uma marz regular, e (4,445 . A0 = 4,7 7 A7 AT !
[B) Seja FEN Se A @ uma matriz requiar, arfda A% & também, requiar, e I:-q"':l-l =
@y
Métods para determinagio da inversa de uma matriz regular

& partr oo caso Que seosegue, val apresenia-se omodos métndos ublizados no calcule da
iMverea de uma maknz regular.

Seja a maiiz quadrada real regular, de ordem 3

I 11
A partir do caso que se segue, vai apresentar-se um dos métodos utilizados no célculo da

inversa de uma matriz regular.
Seja a matriz quadrada real regular, de ordem 3:

1 11
1 -1 1/1].
1

10

A=

A sua inversa, B=AN(-1), é, é, também, uma matriz quadrada de ordem 3, logo:

a b ¢
A'=B=1|a b
a; by ¢

AA =

1 1 1 a b ¢ 1 01
= 1 -1 1 a b o | =01 0
1 1 0 a bQ Ca 0 00

[1+[11+112 b+b1+b2 C+Cl+CQ 1 O 1
—lO 1 0]
0 0 0

=4 a—ar+a b—bi+b c—c1+e

| a+a b+ b cta
[ a+a; +as 1 b+ b+ by 0 cte+e 0
= a—ap + Qg lO] (S b—bl—i—bg ll‘| e C— C] T Co lO]
| a+a 0 b+b; 0 c+c 1
ata+a = 1 b+bi+b = 0 ct+eit+e = 0
& a—ar+a, = 0 (1) e b—bi+b = 1 (2) e c—c+e = 0 (3)
at+a; = 0 b+b = 0 c+e = 1

Como as matrizes dos coeficientes doas sistemas 1, 2 e 3 sdo iguais (neste caso, sdo iguais a

A), entdo os trés sistemas podem ser resolvidos em simultaneo:
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1 1 1|1 00 1 1 1|1 00
[ABiBsBs]=|1 -1 1]0 1 0| — |0 =2 0[-1 1 0
1 1 0/0 0 1)Ll 1 1 00 0 1
101 1] 1 0 07 11 1] 1 0 0
N 0 -2 0|-1 10| — |0 10|1/2 =1/2 0
Ly—Ls—Li | () 0 1| -1 0 1 ] Le—-1L3 0 0 1 1 0 1
10 1|1/2 1/2 0 10 0]-1/2 1/2 1
— 01 0[1/2 —1/2 0 — 01 0] 1/2 —1/2 0
bl g 0 1] 1 0 —1]1b bl o0 1] 1 0 -1
Sendo assim,
-1/2 172 1
B=A"=| 1/2 —1/2 0
1 0 -1

Métods para a determinagio da inversa de uma matriz regular 4 de ardem n O métads
consEsie em reduzir a matez [A)4,] & forma escalonada reduzida, [1, |47, aplicande operaibes
alemantares sobra linhas

Exemplo Delerminar a inversa da mairz real regular 4 = [i ;]

ero. =[5 )

Teorema [Critério de matriz regular) Seja 4 una mainz real quadrada, de ordem n. Enta,
sa0 equvalentes as seguinte afimag bes
(1) A& regular
(2 efd) =w
(@) lal=0
(4) A makiz escalbnada recuzida oblida a partr de A, por aplcacdo sucessiva de
oparacies elamentares sobre inhas, & a matnz identidade I,
51 O sklema de equaches linsares AX = 8§ & possivel determinado, para ioda matiz
colma 8 AK = B e ¥ = A°10

Teorema (Determinants de uma matriz reguilar) Se@E 4 uma matriz quadrada regular, de
ordem . End3o,

1
A=
T

Definicio (Adjunta) Se@ 4 ura maliz quadrada real, de ordem = Chama-se complemeniar
da ma¥iz 4, amatiz C = [4,], 1.7 = Ln, onde 4,, 580 05 cofaciores das envadas a;, da matriz
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A. Chama-s= adpnia de A, a mainz Adi(4) = c°

Teorema Sepa A uma maing quadrads de ordem n . Entae
(1) A-Adi(A) = Acdi(A) - A = l4liy, ;
) Sedéuwma matnz real requiar, entdo |4] =0, lego

F

| 1 " 1 1 .
A- A -_-I_||'_|t_-l._] = [ 4 = T3 e L

Exemplo Seja a mabiz quadrada real, de ardem 3,

1 |
.1_[r. 2 :I.‘.
I 1 4

Calkula-s2 a matnz adjunta desta mainz 4

I | . 0 3 a2 3
1II_ I -|. - |I r M I -I' = 'II' |II|II_ I I e
-1 2 I 2z | =1
1j|_ I I =i .-IgI!_ 1 I = Ik .-iz|_ I 1 =il
I O _ o2, = 1 1|
= g 3 ¥ A b3 B Au=|g g | ™2
B -3 27 B 6 -F
Addil Al [ [ i ] - E ] 4
-7 =3 T 4 1 a
O, |dl=6+3—-(—4++31 =12
Nota-se que:
12 0 0 1 0 0
A-Adj(A):Adj(A)-A: 0 12 0 =121 0 1 0 | =|All;.
0O 0 12 0 0 1
Como ¢ regular, tem-se:
1 1 b 6 -7
Ailszdj(A):E -3 6 -3 .
4] 2 0 2

Teorema (Determinante de um produto). Admitindo que as operacdes entre matrizes

quadradas, abaixo apresentadas, sdo possiveis, entao:
|A-Bl=IAlIBI;;
IA_T-A_2-A kI=IA_T MA_2 |-+-|A_k |, para todo keN;

IANk |=IAINk, para todo keN.
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Definicao (Sistema de Cramer). Um sistema de equagdes lineares AX=B, com incégnitas,

diz-se sistema de Cramer, se a matriz A é invertivel.

Exemplo. Sabe-se que a matriz real

1 -1 2
A=]1 0 2 3
-1 1 4
é regular, e a sua inversa é
1 5 6 -7
Al=5| 36 3.
2 0 2
Logo, o sistema de equagdes lineares
£ —1
Alr2| =1 2
T3 3

€ um sistema de Cramer. Logo,

- 1 5/12 1/2 —7/12 1 o ~7/6
X = |z 21 [—1/4 1/2 —-1/4]-| 2 | & |22 = 1/2
3 3 1/6 0  1/6 3 8 1/3

Teorema. Seja AX=B um sistema de Cramer com incognitas. Representa-se por A_i (B) a matriz

— Al

que se obtém de A_i, substituindo a coluna i pela coluna dos termos independentes B. Entdo:

4 (B) |

SV TR

para todo i€{1,2,3,...,n}.

Exemplo. Determinar x_2 no sistema de Cramer

1 1 27[m 1
NER R AT
101 4] [ 3
1 1 2
0 2 3
CA®] 1 3 4] 6 1
i A 12 12 2

Concluséo

Pode-se calcular determinante de qualquer matriz quadrada. No célculo de determinante de
uma matriz quadrada, pode-se utilizar a definigdo. No entanto, as operagdes elementares
(sobre linhas e/ou sobre colunas) tém grande importancia no calculo de determinante, quando

conciliadas com outras propriedades de deste.

Determinante de uma matriz quadrada permite, entre outras coisas, identificar matriz regular e
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Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

determinar a respectiva inversa, e resolver sistema de Cramer.

Na resolugdo de sistema de Cramer, AX=B, pode-se também utilizar o facto da matriz ser
regular, desta feita, tem-se AX=B&X=A"(-1) B.

Evalution

Avaliacdo

1.Determine o valor da expressdo, abaixo apresentada, sabendo que A, B e C sdo matrizes

quadradas reais, de ordem n, e que |Al=-2, IBI=3 e ICl|=-1::

BoAtBooa (0

2.Sabendo que a matriz é quadrada de ordem , e que

2

a7 =542 (B)

determine os valores de A e B de .

3.Calcule o determinante da seguinte matriz quadrada real, de ordem 4:

1 -2 0 3
1 2 -2 3
A=
-1 2 3 3
2 3 4 0
Calcule AN (-1).
4.Sabendo que
a b c
p oq r|=-1,
r Yy z
determine o valor de
—2a —2b —2c
2p4+2 24y 2r+z|.
3z 3y 3z
5.Resolve a seguinte equagao:
0 x—2 0 0
x—1 0 x 0 | 0
0 T 0 r—2 '
0 0 r—1 0
6.Considere a matriz quadrada real
3 4 -1
A=10 5 -4
8 —6 2

a.Determine |1Al e Adj(A);
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b.Verifique que A-Adj(A)=IAll_3;;
c.Determine AA(-1).
7.Considere o seguinte sistema de Cramer:

T+ 3= 1

To+ Ty = —1
r+2r3+xy=—1
r—rot+ax3=1

a.Represente-o na forma matrizial, AX=B;
b.Determine x_1, x_2, x_3 e x_4 pela regra de Cramer.

c.Verifique que X=A/(-1) B..

Actividade 4 - O Software SCILAB: aplicacido na Algebra Linear.

Introducao

O SCILAB é um sofware para computagdo cientifica e visualizagdo, com cédigo fonte aberto,
e é gratuito. Para mais informagdes acerca desta poderosa ferramenta para computagdo

cientifica, pode-se consultar a pagina oficial: www.scilab.org.

Nesta actividade, vai apresentar-se algumas ferramentas de SCILAB, Uteis para computagdo no

ambito da Algebra Linear, como:

* Operagbes com matrizes (engloba calculo de determinante e inversa);
* Resolugdo de sistemas de equagdes lineares;
* Operagbes com vectores em um espago vectorial R"n, neN e n>1; ;

* Calculo de valores e vectores préprios de uma matriz (ou endomorfismo).

A ideia é mostrar as ferramentas bésicas para executar alguns célculos, principalmente, os

ligados com matrizes, uma vez que todo o resto se resume em matrizes reais.

Para mais informacdes, o leitor pode consultar o pacote de Algebra Linear, na ajuda “?":
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Help Browser - X
File Tools ?

~
<< Elementary Functions Scilad help Interpolation >>
Sciab help ~
# Scizb Home Scilab help => Linear Algebra
Sdiab
Differential calculus, Integration
Elementary Functions Linear Algebra
Interpolation
CACSD (Computer Aided Control Systems Design) » Eigenvalue and Singular Value
Polynomials
Signal Pracessing @ balane — matrix or pencil balancing
FFTW © biag — block diagonalization, generalized eigenvectors
Special Functions © gsenur — generalized Schur form. This function is obsolete.
Randib O gspec — eigenvalues of matrix pencil. This function is obsolete.
ARnoldi PACKage {ARPACK binding) ©hess — Hessenberg form
Statistics & pbig — eigen-projection
Sparse Matrix © projspec — spectral operators
UMPPACK Interface (sparse) G psmall — spectral projection
Optinization and Simulation @ schur — [ordered] Schur decomposition of matrix and pencils
Genetic Algorithms © spec — eigenvalues of matrices and pencils
Simulated Annesing © sva — singular valu approximation
XML Management © svd — singular value decomposition
Files : Input/Output functions @ Faciorization
Input/Cutput functions
Graphics @ givens — Givens ransformation
Graphics : exporting and printing © householder — Householder orthogonal reflexion matrix
Ut © saract — WAW hermitian factorization
Data Structures.
Parameters » Kemel
Boolean @ colcomp — column compression, kemel, nulispace
Integers @ fullrf — full rank factorization
Strings © fullrfkc — full rank factorization of Atk
Sound file handling ©im_inv — inverse image
Time and Date G kernel — kemel, nulispace
Qutput functions @ range — range (span) of Atk
Xcos hd © roWComp — row Compression. range v

O seu uso, ndo dispensa o calculo mental, isto é, o seu papel ¢ facilitar alguns calculos, muito

laboriosos, e confirmar certas operagdes realizadas.

Nesta actividade utiliza-se a seguinte versdo de SCILAB: “scilab-5.4.0" (64 bit).

Detalhes da atividade

Matrizes e suas operagbes

56 para facilitar a anotag do, vai-se representar uma matriz 4 = [ai}-]mm, m,n €M, por A, ., NO
SCILARB por A_mn.

Insergio de matriz: na insercdo de uma matriz no SCILAB, utiliza-se *" (virgula) ou* " (espaco
em branco) para marcar o fim de uma entrada, e *;" para marcar o fim de uma linha. As
entradas s&o inseridas em linhas |

B Help Browser - X
File Tool ?

aen|cs

=
=
i s

eI ~| sciabhelp> Data Stuctures > EETER

®30f

@ 3 meshgrd

® 3 cassmariov

® 2inspace

o e scilab objects, [TETEE in Scilab

egenmarkov

ey .

@ 2 tate-Space Matrices Description

@ 2 Elementary matrices
2 Markoy Matrces

o T ave basic abjects deinsdin Sciab They can b deined s folows:

® 2 ndgr

® 25ub2nd

®21and

® 2 squarenave

® 2 ent, en2, ..., emn];

®2nev

® 2 genmariov

® 2 etz Enires e13 can be real or complex numbers, polynomials, rafionals, stings, booleans.

<< lIstcat Data Structures. miist=>

M Vectors are seen as matrices with on fow or one column
®1h

@ 1eq Examples
o i

® Lxpaly
@ lequil

-1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1
1 -1 -1 -1
1 1 -1 -1
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. Scilab Conscle
File Edit Control Applications 7

ZEACD S S 2 X &0

Scilab Console

--»R 44=[[-1,-1,-1,-1;-1,-1,-1,-1;1,-1,-1,-1;1,1,-1,-17]
L 44 =

[
[
[

Exemplo. Inserir a matriz real A=[a_ij ],i€{1,2,3,4},j€{1,2,3} e a_ij=1/(i+j-1) .

‘ Scilab Console
File Edit Control Applications 7

ZEIXDO0 &S\ X ®0

—-->for i=1l:4, for 3=1:3, L(i,J)=1/(i+j-1): end, end

=D
o =
1. 0.5 0.3333333
0.5 0.3333333 0.25
0.3333333 0.25 0.2
0.25 0.2 0.1666667

-

Exemplo. Inserir a matriz B=[b_ij ]i,j€{1,2,3} e b_ij=i-j+1.
l Scilab Conscle
File Edit Control Applications ?

ZE|4ADOD|E S 2| X &0
Scilab C ole

--»for i=1:3, for j=1:3, B(i,j)=i-j+1:; end, end

-—>B
= =
1 0. - 1.
2 1 0.
3 2 1.
-—>
1 2 -1 5
Exemplo. Sejam as matrizes reais 4 =|-1 0|eB=|7 -1}
-3 4 3 -8

(a) Determinar —34+ 28— A
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Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

‘ Scilab Console
File Edit Control Applications 7

ZEB &00 S8 =X ®@

—->R_32=[1 2; -1 0; -3 4]

n32 =

1. 2
- 1. 0
- 3. 4

--»>B_32=[-1 5; 7 -1; 3 -8]

B 32 =
- 1. 5.
7. - 1.
3. - &,

-->-3*h 32+2*B 32-A 32

ans =
- 6. 2.
ig., - 2.
1. - 32.
1 2 —2 1 -2 0
Exemplo. Determinar o produto AE, ondeA:[ ]eH: 3 -1 2|
o 1 3 -2 1 -2 3

‘ Scilab Consoele
File Edit Control Applications 7

ZE|AD0|5 22X &0

e

--»A 23=[-1 2 -2; 0 1 3]

n 23 =
-1 2. -2
o 1. 3

-—>B_34=[1 2 -2 0; 31 -12; -2 1 -2 3]

B 32 =
1 2. - 2. 0
3 1. - 1. 2
-2 1. - 2. 3
-—>3 23%3 34
ans =
3. - 2. 4. - 2.
- 3. 4. - 7. 1.

Exemplo. Calcular o determinante da matriz quadrada real

-1 1 1 2
0 1 -1 1
A_71232
1 2 3 1
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E Scilab Console
File Edit Control Applications ?

“EBl400|& 2=

2
&

& @

Startup execution:
loading initial environment

——»h=[-1112; 01-11; -12 3 2; 12 31]

(SR I
I

Lo

R R

——>[e,m]=det (R)

—->det (B)
ans =

Em [e,m], m & a mantissa do determinante de 4, na base 10; e e & um ndmero inteiro, que
representa o expoente de 10, quando o determinante de A & representado na base 10. Ou seja,
|Al=~-7.]

Exemplo. Calcular a inversa da matriz quadrada real

-1 1 1 2
0 1 -1 1
A=
-1 2 3 2
1 2 3 1
n Scilab Console - X

File Edit Control Applications ?

EEl4C0l28/8 K e

Rl 112;01-11:-1232:1231)

A=

- 1. 1 1. 2

a. 1. -1, 1

- 1. 2 3. 2

1. 2 3. 1
-=>1nv (&)

0.7142857 - 0.1428571 - 1. 0.7142857
- 1.2857143 0.8571423 1. - 0.2857143

0.1428571 - 0.4285714 0. 0,1428571

1.4285714 - 0,2857143 - 1. 0.4285714
Criaciio de matriz identidade: “I,,, = eye(n,n)", n € H. Se uma matriz quadrada “4", ja tinha
sido inserido no “consola”, entdo basta “eye(4)".
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‘ Scilab Console
File Edit Control Applications 7

ZE|AC00 &S &« @

-->I_44=eye(4,4)

I_24 =
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
o o 0 1

-——-»A=[-1112; 01 -11; -1 2 3 2; 1231

o =
- 1. 1. 1 2
a. 1. -1 1
- 1. 2. 3 2
1. 2. 3 1
——=eye (L)
ans =
1 1] 1] 1}
4} 1 a 0
1] 1] 1 1}
4} 4] a 1

Matriz simétrica e anti-simétrica.

Transposta de A, A, no SCILAB é ;'i"

1 -2 2
Exemplo. Seja uma matriz quadradareal A = | 2 1 -2}

-1 1 3
Determine uma mae scieb Conscle T T
File Edit Control Applications 7

FEAC0OD S22 X| ®@

0l

“talque B +c=A.

——B=[1 -2 2; 2 1 -2; -1 1 3]

n =
i. - 2. 2.
2. 1. - 2.
- 1. 1. 3.
-—»B=(R+R')/2
5 =
1. 0. 0.5
0. 1. - 0.5
0.5 - 0.5 3
——>C=[A-L')/2
c =
a. - 2. 1.5
2. 0. - 1.5
- 1.5 1.5 1]
-->B+C
ans =
1. - 2. 2.
2. 1. -z
- 1. 1. 3.

Sistema de Cramer

Exemplo. Resolver x_2 no sistema de Cramer
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1 -1 2 T —1
AX=B& | 0 2 3 ||xwl=| 2
—1 1 4] |% 3
Scilab Consale
File Edit Control Applications 7
ZEBXCDE S &K 0

-—rR

i. - 1. Z
. 2. 3
- 1. 1. 4
->B
B =
- 1.
2.
3.
-->Ax2
hx2 =
i. -1 2
0. 2 3
- 1. 3 g

-->x2=det (Ax2) /det (B)
x2 =

Concluséo

Com o SCILAB pode-se computar vérias operagdes no ambito da Algebra Linear: operagdes

com matrizes, célculo de valores e vectores préprios de uma matriz (ou endomorfismo), etc.

O seu uso, ndo dispensa o calculo mental, isto é, o seu papel ¢ facilitar alguns calculos, muito

laboriosos, e confirmar certas operagdes realizadas.

Avaliacao
Nao se aplica.

Resumo da Unidade

Relativamente as operagdes com matrizes, sé se pode adicionar matrizes com iguais
dimensdes, mas sé se pode multiplicar matrizes se o nimero de colunas da primeira é igual ao

numero de linhas da segunda.

O método geral para a resolugao de um sistema de equagdes lineares é o escalonamento da
matriz ampliada. No entanto, os sistemas de equagdes lineares, com matrizes de coeficientes

regulares, podem ser resolvidos através da regra de Cramer.

Pode-se determinar a inversa de uma matriz via resolu¢do de um sistema, e via matriz adjunta

(uma aplicagdo de determinante de matiz quadrada).
Nota-se que matrizes invertiveis sdo necessariamente quadradas.

Também, sé se pode calcular determinantes de matrizes quadradas.
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Unidade 1. Sistema de equagées lineares. Matriz e determinante

O SCILAB tem ferramentas mais do que suficientes para resolver problemas no dmbito da
Algebra Linear. Pode ser utilizado, para resolver problemas mais laboriosos, e para confirmar

resultados de problemas, obtidos mentalmente.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Teste sumativo da unidade Sistema de equacdes lineares. Matriz e determinante

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem nove questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacao

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo
menos 50% da cotacdo total.
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Avaliacdo
(1) Discute a caracteristica da seguinte matriz, em func&o dos parametros reais a e

B

& raiz do polinémio f(x) = x* — 5x + 4.
(3) Sejam A e B matrizes reais regulares. Prove que se A + B é regular,%ntﬁo

(A'+B Y)Y '=4.(A+B)"-B.

(4) Calcule a inversa da matriz quadrada real

2 1 2
..-1=[_3 o _1].
] 2 1

(5) Determine a matriz quadrada real 4, sabendo que
4-1 _apt_e| 1 2
(A —.-.U}—.;[H 4].

(6) Discute o sistema de equacdes lineares que se segue, em fungdo dos parametros reais
ae b

ar+y—z+aw=1>0
a4+ lly+z+w=1
—r+y+(a+1ljw=>b

(a) Resolvaoparaa=—-1eb=-3.
(7) Calcule o determinante da seguinte matriz quadrada real:
1 -2 0 3
1 — 1 2 -2 3
A= -1 2 3 3
2 3

(8) Se

ay 1 ag |
!i.l| !i.l'-_: !i]_'; =
C Ca 3
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diga, justificando, qual é o valor do seguinte determinante:

] — DC; @y — D0 dg — DCy
C = 108, 1085 1008
—-14"] —-li‘-_s- —-ll";;

(9) Considere as matrizes quadradas reais

1 0 1 2
A=10 1 5 e B=10

= b b

301 1

| SR Pl ]
[

Determine, o valor de:

|‘.|:1‘1. H_l ‘{"._ll' . HE . .-"1_]_.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
do curso.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagdes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001;

e LIPSCHUTZ,S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.
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Unidade 2. Espaco e Subespaco
Vectorial Real

Introducao a Unidade

Estuda-se os espacos (e subespagos) vectoriais com destaque para espagos vectoriais de
dimensédo finita. Introduz-se o conceito de produto interno e estuda-se os espacos vectoriais

euclidianos.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de

e Identificar um espaco vectorial e um subespago de um determinado espaco
vectorial.

* I|dentificar vectores linearmente dependentes e linearmente independentes.
* Constituir sistemas de vectores equivalentes.
* Determinar um subespago gerado por um conjunto de vectores.

* Representar um subespaco vectorial através de um sistema homogéneo e através
dos seus geradores.

* Determinar a soma, a intersecgdo e a reunido de subespacos vectoriais.
e |dentificar uma soma directa.

* Determinar um subespago complementar de um determinado subespaco
vectorial.

* Determinar base e a dimensao de um espago vectorial finitamente gerado e de
um seu subespago vectorial.

e Identificar um produto interno.
* Determinar base ortonormada de um determinado espago vectorial.

e Determinar o produto externo de dois vectores.

Termos-chave

Espago vectorial. Seja Vv um conjunto ndo vazio, e seja F um corpo. Diz-se que V & um
espag o vectorial sobre o corpe Fguando:
1. Define-se em ¥V uma operacéo, chamada adicdo e representada por “+", tal que,
YULTEV, U+vEV,

e que goze das seguintes propriedades:
(@) VLPEV, U+v=0+1;
(b) Vu,o,weV,u+w+v) =U+w) +7v;
(c) Existe um vector em V', denominado “vector nule”, e represemadotgor 0, tal que
= - =
YuelVu+0=u;
(d) ¥ii € V, existe um vector em V, que se denomina por “‘simétrico de 1", e que se
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representa por “—%", tal que i + (=) = 0.
2. Define-se um produto (ou multiplicac&o), “denominado por “produte (ou multiplicagio)
por escalar’, tal que
YiEV,VAEFE ALEV,

e que goze das seguintes propriedades:
(8) VAEF,Vu,v €V, tem-se At + ¥) = AU + Av;
(b) WA, BEF, YU EV, tem-se (1 + i = A + i ;
() VA, BEF, VueV, tem-se(Af)u= A(Fu) ;
(d) Vi €V, tem-selu =1u.

Cluando estas condigdes se verificam, os elementos de IV denominam-se por vectores, e 0s de
F, por escalares.

Se o corpe F = R, 0 espaco vectorial diz-se real.

Dependéncia e independéncia linear: Seja ¥ um espaco vectorial real. Diz-se que:

(1) Os vectores ©y,,, ..., 7y € V séo linearmente independentes, se

= = =+ - =
}111"1 +;‘L:T-"2 + "'+J-'|.-;|{T-";|{ = ﬂ, entao }I.i = 412 = = J-'Lk = ﬂ,
ou seja, a Onica combinacéo linear nula de ¥4,1,.., %, € a combinacdo linear nula

trivial.
(2) Os vectores 3,75, ..,7; € V S0 linearmente dependentes, se existem escalares reais

Ay A3, e, Ay, NE0 todos nulos, tais que Aq Ty + Asty + - + ATy = 0, ou sqa para além
da combinac 3o linear nula trivial, existe outra combinac 3o linear de %, ¥, ..., V.

Base de espaco vectorial: Chama-se base de um espaco vectorial real ndo nulo T,
finitamente gerado, a um sistema de geradores linearmente independentes.

FPor convencdo, o espago vectorial nulo 7 = {3} tem como base o conjunto vazio @

Espago euclidiano: Um espaco vectorial real V, com um produto interno e de dimens&o
finita, denota-se por espaco euclidiano.

Base ortonormada: Seja V um espaco euclidiano, de dimensdo n € M. Diz-se que:
(1) Uma base B de V é ortogonal se B & um sistema ortogonal de vectores.
(2) Uma base B de V é ortonormal se B & um sistema ortonormal de vectores.

Subespago vectorial. Seja V um espaco vectorial real e S V. Diz-se que § & um
subespaco vectorial de ¥V, e representa-se por § = 7V se:

1. 5 = @ (conjunto vazio);

2. Vi, 7ES tem-sell + ¥ ES;

3 VAERVUES tem-seiues

Actividades de Aprendizagem

Actividade 1 - Espacos vectoriais reais: definicao e

propriedades; base e dimensao

Introducao

Nesta actividade aborda-se o conceito de espaco vectorial e as suas principais propriedades.
Da-se destaque aos espagos vectoriais reais finitamente gerados, com realce para os espagos
RAn, neEN e n>1, e PAn, neN.
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Aborda-se os conceitos de dependéncia e independéncia linear, pois a eles estdo associadas

todas as propriedades de um espaco vectorial.
Dé-se especial atengdo ao estudo de base e dimensdo de um espaco vectorial.

A introdugdo do produto interno num espago vectorial, permite: célculo da norma de um
vector, o célculo do dngulo entre dois vectores, a determinagdo da projeccao ortogonal de um

vector sobre um outro vector, e sobre um subespaco vectorial.

Detalhes da actividade

Definigdo (Espago vectorial real). Seja ¥ um conjunto ndo vazio, e seja F um corpo.
Diz-se que L«'Ie' um espaco vectorial sobre o corpo Fquando:

3. Definé-se em ¥V uma operacdo, chamada adic &0 e representada por “+", tal que,
YU vEV. U+DEV,

e que goze das seguintes propriedades:
(e) VU VEV, U+T =0 +1;
(H Vi,oweV,u+w+v) =@+w) +7v;
{g) Existe um vector em V', denominado “vector nulo”, e representado por H, tal que
VUEV,H+0=1;
(h) Vi € V, existe um vector em V, que se denomina por ‘simétrico de 1, e que se
representa por “—ii", tal que 1 + (—) = 0.
4. Define-se um produto (ou multiplicacdo), “denominado por “produto (ou multiplicagdo)
por escalar’, tal que
VILEV,VAEF A EV,
e gque goze das seguintes propriedades:
(e) VAEF, vu,v eV, tem-se Al + ¥) = Al + A7,
(f) VLEEF, YueV, tem-se(l +fhi=Au+ fu;
(g) VA, BEF,Vu eV, tem-se (Af)u = A(fu) ;
(h) Vi € V, tem-se 1u = u.

CGuando estas condiges se verificam, os elementos de V denominam-se por vectores, e os de
F, por escalares.

Se o corpo F = R, 0 espaco vectorial diz-se real.
Exemplo. Sgja n € M e n == 1. Considere o conjunto

R" = {[xl,xz,...,xnj:xi- ERi= H}
Com as seguintes operacoes:

Adicéo (usual) ¥ x = (x,%5, .., 2,0, = (¥, V2, e, ¥,,) € R”,
T+y=(x;+y, %+, 0x, +3,),
Multiplicagdo por escalar (usual) ¥ x = (x,,x,,..,x,) E R* V1 € R,

Ax = (Axq, Axs, ..., Ax,).

Com estas operagcdes R" € um espaco vectorial real. Nesta actividade estuda-se
apenas 0s espacos vectoriais reais.

MNota-se que o vectornulo € 0= (0,0,...,0), e simétrico de um vector x = (x,x,,...,x,) €

R" € —% = (—x,,—%, v, —%,) € R"
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Exemplo. Seja P o conjunto de todos os polindmios com coeficientes reais, e em uma
s6 incégnita. B, com a soma usual desses polinémios, e com a multiplicac&o usual de
um namero real por um polinédmio, & um espaco vectorial real.

Exemplo. Seja n € N, (conjunto dos numeros inteiros ndo negativos). Seja B", o
conjunto de todos os polinémios, com coeficientes reais, & em uma sé incégnita, de
grau ndo superior a n, OU sgja,

P" = {a,x"+a,_ ;x" '+ -+ a,x+aga € Ri=0,n}
E", com a dic8o usual desses polinémios, e com a multiplicac&o usual de um namero
real por um polinémio, &€ um espaco vectonal real. I

Nota. O conjunto F® = R, isto €, o conjunto R € um espaco vectorial real, com a adic8o
usual de numeros reais, e com a multiplicag&o usual de um namero real por um numero
real.

O vector nulo nos espacos vectoriais P e P*, neN,, é 0 =0, e 0 simétrico de um
vector
v=p(x) =a,x" +a,_;x" 1+ +ax+a,
—v =—-p(x) =—a,x"—a,_x" 1 ——a,x —a,
Sempre que se faga referéncias aos espagos vectoriais R", F e F", sem
mencionar as operagbes envolvidas, deve-se considerar as operagdes usuais
nos referidos espagos vectoriais.

Definigdo (Subtracgdo) A subtraccdo de vectores u e v de um espaco vectorial real
vV, u — v, & definida por:
u—v=u+(—7).

Teorema (Propriedades num espaco vectorial reaI)ISeja V um espaco vectorial real.
Para quaisquer vectores u, # € V, e para quaisquer escalares reais A e §, tem-se:

(1) 0i=0]
(2) 0 =0;
(3) A7 =0se esomentese A=00u?=0;

(4) (-7 =—-w) = A(—v);
(5) Au-v) = Au-— v
(6) (A—p)u=2u— pu.

Definigdo (Combinagdo linear). Seja Vv um espaco vectorial real. Diz-se que um vectorv €V é
combinac&o linear de vectores vy, ¥4, ..., ¥, € V, e existirem escalares reais A,,14,.., 1, tais

gue

V=M1 + A+ o+ AT
Exemplo. No espaco vectorial real R® (com as operacdes usuais), o vector v = (—2,2,5) &
combinac&o linear dos vectores ¥, = (1,1,1), ¥, = (1,1,0) e ¥3 = (1,0,1)?

Ora, ¥ & combinaco linear de #,, ¥, e ¥ se, e somente se, a equacio
T:”= /-‘lplT:"’j_ +412£”2 +413£""3,
nas incognitas ;i = 1,3, & possivel (determinado ou indeterminado).

. . . . 1 1 1][A] [-2 Ay =9
v = .-;Ll'f-"j_ +412T,-"2 +413'E-"3 =1 1 0 412 =\ 2 — -'12 = -7,
1 0 0lld; 5 3 =—4
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Entdo, v & combinac&o linear de vy, 7, € 7.

Exemplo. No espago vectorial real B, sejam os vectores
v=—x3—2x2+x+1,05 =x3+3x—1,v,=—x3—x?—x+1evy=—-5x3—dx? —Tx+5
O vector ¥ & combinac&o linear dos vectores v, v, e ¥37

-+

O vector ¥ & combinac&o linear dos vectores #,, 7, e ©; se, e somente se, a equac o
T,-'” - ‘A’lt}’l + A:T}’z + 413??”3,
nas incognitas 4;,i = 1,3, & possivel (determinado ou indeterminado).

=+ =4 =+ =4 1 _1 _5 j’l :é A’:L=1+ﬁ
v = A’ltjl + 4121"2 +4131-"3 [==1 g :% :? 412 = _l — ;12 = 2 - 4}9,
-1 1 5 3 1 Az=FER

Entdo, v & combinacdo linear de v, ¥, e 75, neste caso, existem infinitas combinacées
lineares, de v, v,, v, iguais a v.
Definigdo (Combinagdo linear nula trivial). Num espaco vectorial real 7, o vector nulo, 5’ e
combinagdo linear de qualquer sisterna de vectores, basta tomar todos os escalares iguais a
zero na combinacdo linear. A essa combinacdo linear nula, da-se o nome de combinagio
linear nula trivial.

Definigio (Equivaléncia de sistema de vectores). Seja vV um espaco vectorial real. Sejam

5= {611 621 sany 'E?J},p} e Sf = {EF:LJ EFZJ Ay gir}

dois sistemas de vectores contidos em V. Diz-se que o sistema de vectores 5 & equivalente ao
sistema de vectores 5', e escrevese S® 5, se Vi €{12,..,p}, ¥; € combinacdo linear dos
vectores de §', evj € {1,2,..,7], -rEJ”J,- & combinac&o linear dos vectores de 5.

Teorema (Propriedades de equivaléncia de sistema de vectores). Sejam S, 5' e 5" sistemas
de vectores confidos num espaco vectorial real V.

(1) s~s5;

(27 Ses®5 entio 5"~ §

(3) SesrSes' &5 entdo s S5

(4) {Pr T, iy, Up )} ¥ [T, Ba, ooy ATy, e, T |, ONdE 4 € RA{0};

(5) {81 Tasees B eres By oes B} R (B0, gy oo Biy wns A8 + T, B |, ONAlE 1 € I

(6) Se S~ §'e v é combinacdo linear dos vectores de 5, entdo v & combinaco linear de

5

Definigio (Gerador de um espago vectorial). Seja V um espaco vectorial real. Seja
S={v,v,;, .., 0,1CV.

Diz-se qﬁa o espaco vectorial real ¥V & gerado por 5, ou pelos veciores de 5, e escreve-se

V={(5)ouV = (i, Us,.., U,), 5 qualquer vector ¢ € V & combinac o linear dos vectores de 5.

Exemplo. Mo espaco vectorial B2, sejam os vectores
¥y = (1,2,1),%, = (2,1,1),%5 = (1, -1,0).
R3 & gerado por v, 175,757

3 S+ S o
R? = {1, 7,73} 5€, & S0mMente se, a equagdo
vy + Ayt + A3 = (x, 3, 2),
nas incognitas A;, 4., e Az, & possivel para todo vector (x,y,z) € B2

1 2 1714 A =—x+2z+4
1y tdats+ Aqig=ixr,vz)e=|[2 1 -1 2= |¥| = =X —IZI— ev+x—3z=10.
Uy + A0, + 373 = (x,7,2) A A A ey 3z=0
11 0 3 ¥t Az =AWV
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Ou seja, os vectores (x,v,z) € R? que sdo combinacdes lineares dos vectores vy, 7,,73, S30
aqueles que satisfazem a condicdo y+x —3z=0 = x = —y + 3z, isto & os vectores (—y +
3z,y,z), para quaisquer valores reais de y e z. Por exemplo, os vectores u = (5, 1,2), para
quaisquer valores reais § =5, ndo sdo combinacdes lineares dos vectores v, v, 3. Sendo
assim, R?* ndo é gerado por esses vectores.
Exemplo. No espaco vectorial B2, sejam os vectores

v =(11,-2),v,=(1,1,1),v3 = (-1,1,1).
&3 & gerado por ¥, ¥a, 57
R? = (11, U5, 73) S€, e somente se, a equagdo

W0y + ATy + A375 = (x, 3, 2),

nas incégnitas A,, A,, e A5, & possivel para todo vector (x,v,z) € B2

. . . 1 1 —1][h L =H-2/3
MUy A+ s =y |1 1 1 ||d]= m {4, =(3x +y +22)/6
—2 1 1 3 £ ..13 = (}-‘ x},."2

Mota-se gue o sistema & possivel determinado, para quaisquer valores reais de x, v e z, ou
seja, 0s vectores B3 = (v, 75, 73).

Teorema. Seja V um espaco vectorial real. Entao:
(1:" SE‘: V= {T}’ » T:';:_, wany ‘f}’k}E‘: {'E” _,TE"’:_, wany T}’k} ] {-;" _,m:_,..._,m?.}1 E':I"Itﬁ[} V= {wl,mz,...,mr}_
-+ =+ =+ — —* —+ = -+ =+ —+ — —* —
(2) SeV = (v, Vg, ., Vi) = (W, Wa,..., W), €Nt80 {27, 75, ., U} D, Wg, o0, WL

Definigdo (Espago finitamente gerado) Um espaco vectorial real vV diz-se finitamente
gerado, se existe um sistema finito de vectores, oy, s, ..., Uy, taIS que ¥V = (T, ¥, o, Ui

Exemplo. Os espacos vectoriais reais B®, nEMNen > 1, e P, n & M, No entanto, o espaco
vectorial real P, ndo & finitamente gerado.

Definigdc (Dependéncia e independéncia linear). Seja ¥V um espaco vectorial real. Diz-se

que: I
(3) Os vectores vy, vs, ..., Uy, € V sdo linearmente independentes, se
ATy + AP+t At =0 entfiody =4, =--=14, =0,
ou seja, a Unica combinacdo linear nula de ¥,,7.,..., 7, & a combinaco linear nula

trivial.

(4) Os vectores v4, 1., .., 7, € V 580 linearmente independentes, se existem escalares reais
Ag,Az, ., A, NEO todos nulos, tais que Ay 7 + 4,7, + -+ A, T = 0, OU seja |, para além

-+

da combinac&o linear nula trivial, existe outra combinac &o linear de vy, v, ..., V.

Exemplo. No espaco vectorial real B2, sejam os vectores
vy = (L,11), 9, = (-2,1,1), ev3 = (1, -1,1).
Verificar a dependéncia ou independéncia linear dos vectores v, ¥, € U3.

Ora, os vectores vy, v, € 73 S0 linearmente dependente (independente) se a equagio
;{’:I_t?l +ﬂ-:£"’>2 +ﬂ-3$3 = E,
nas incognitas 4,, A, e 1;, & possivel indeterminado (determinado).

. . L= [t -2 1)) o A4 =0
MV + A0+ A3 =01 1 —1||4z|=|0|={i2= 0.
1 1 11l Lo 3=0

Sendo assim, os vectores 1, v, € 73 sd0 linearmente independentes.
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Nota (Uma outra forma de resclver o exercicio anterior) MNota-se que a equagdo anterior &
possivel determinado, isto &, tem uma (nica soluc o, se

1 -2 1
[Al=11 1 —-1|=#0;
1 1 1

Caso conftrario, seria possivel indeterminado. Como |4| = 6, entdo o sistema & possivel
determinado e, consequentemente, os vectores so linearmente independentes.

Exemplo. No espaco vectorial real P, sejam os sequintes vectores

B=xf+x+1LTh=—2x2+x+1 edg=3x+3.

Verificar se estes vectores sao linearmente, dependentes ou independentes.

Ora,
. . IR b —2I 0][4] [0 Ay =—24
/111-"1"‘412?—"2"‘4131’3:0{:) 1 1 3 412 = ﬂ — 412=_41 )
1 1 3 3 0 3=AER

isio &, a equagdo & possivel indeterminado, logo os vectores sdo linearmente dependentes.

Nota. Como
1 -2 0
1 1 3|=40,
1 1 3

pode-se concluir que os vectores ¥, ¥, e ¥; séo linearmente dependentes.

Teorema (Propriedades da dependéncia e independéncia linear). Seja V um espaco
vectorial real. Entdo:

(1} Um vector 7 €V & linearmente dependente se, e somente se, v = 5};

(2) Osvectores ¥y, ¥s,..., ¥ € V sdo linearmente dependentes se, e somente se, um deles
& combinag do linear dos restantes.

(3) Osvectores vy, ¥, ..., ¥, € V sd0 linearmente dependentes, entdo os vectores

V1V, Vier Ukt 10 Vi s 2o s Vet €V,

t € M, sdo, também, linearmente dependentes.

(4} CQualguer subsistema de um sistema linearmente independente & linearmente
independente.

(5) Qualquer sistema de vectores que inclua o vector nulo & linearmente dependente.

(6) Se os vectores ¥, v, .., ¥, € V S0 linearmente independentes, entdo vy, ¥, ..., T, ¥ €
V sdo linearmente dependentes se, e somente se, ¥ & combinacdo linear de
By, gy s Vi

(7) Se v,vy, ...V, v, S80 linearmente independentes, entdo vy,v,,...,Av;,..., 75, ONde
A € B\{0}, sdo linearmente independentes.

(8) Se vy,v3, ...,V .., Vjyn, Ty S0 linearmente independentes, entdio vy, v,,..., vy, ..., AT; +
Vj, ..., Uy, ONde 4 € R, sdo, também, linearmente independentes.

(%) Os vectores v,7v;,.., 7 €V 580 linearmente independentes se, e somente se,
qualquer vector ¥ € V, que se possa expressar como combinac Ses I:Eeares deles, tem
coeficientes (nicos nessa expressao.
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Caracteristica de uma matriz / Dependéncia e independéncia lineares

Seja A uma matriz real, de dimensao de m x n, onde m,n € M. Cada linha da matriz 4 pode ser
vista como um vector de B®, chamado vecter-linha, e cada coluna da matriz A pode ser vista
como um vector de B™, chamado vector-coluna. Assim,

(1) No conjunto de vectores-inha de A4, o nimero de vectores-linha linearmente
independentes & igual a caracteristica de A Os vectores-linha linearmente
independentes sdo aquelas que correspondem as linhas ndoc nulas da matriz
escalonada que se obtém de A

(2) No conjunto de vectores-coluna de 4, o nimero dg vectores-coluna linearmente
independentes & igual & caracteristica de 4. Os vectores-coluna linearmente
independentes sdo aguelas gque comrespondem as colunas ndoc nulas da matriz
escalonada que se obtém de A

Definigdo (Subsistema independente maximal). Seja V um espaco vectorial real, e seja 5 um
sistema de vectores, ndo todos nulos, de V. Um subsistema 5,,, diz-se independente maximal
se & independente, mas se torna dependente se Ihe acrescentar qualquer outro vector de 5.

Teorema. Seja V um espaco vectorial real, e seja 5 um sistema de vectores, ndo todos nulos,
de V. Entdo, existe um subsistema independente maximal 5, de 5. Mais ainda, todo
subsistema independente maximal de § tem 0 mesmo nimero de vectores.

. =+ = = = -+ =+ -

Teorema. Seja § = {14, V3,00, Vi Vs 1, Vies 3, ey Ve ] UM sistema de vectores, de um espaco
vectorial real V. Suponha-se que S, = {4, 75,..., 7} & um subsistema independente maximal
de 5 Entdo, §,, ¥ 5.

Nota. E claro que se S for linearmente independente, existe um (inico subsistema independente
maximal §,,, de 5, que & o proprio 5.

Exemplo. No espago vectorigl real R, sejam os vectores
vy = (1,1,1),7, = (-2,1,1), 73 = (-=333).

Determinar um subsistema independente maximal 5,, de § = {v,, v, v3}.

Seja a matriz

1 -2 -3
A= 1 1 3 I
1 1 3

cujas colunas sio as componentes dos vectores ¥;, { = 1,3. A caracteristica de A da o nimero
de vectores de qualquer subsistema independente maximal de 5, e forma escalonada de 4
permite calcular um subsistema independente maximal de 5.

Ora

]

1 -2 -3 1 -2 -3
A=11 1 3|—|0 1 21,
1 1 3 0 0 0

entdo, S, = {¥, 7).
Exemplo. No espaco vectorial real P, sejam os seguintes vectores

Uty =x2—1, v, =x?+2x+1,v3=x+1,v,=—3x7—x+2.
Determinar um subsistema independente maximal S,,, de § = {¥, 75, U3, Us J.
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Seja a matriz

1 1 0-3
A=|10 2 1-1|f,
-1 1 1 2

. - . - . = i
cujas colunas sac os coeficientes dos vectores (polindmios) v, i = 1,4

Ora,
1 5
1 1 0-3 10_5_5
A=|0 2 1-1|— 1 1],
-1 1 1 2 5 T3
00 0 0

entdo, S, = {7y, T2 ).
Teorema de Steinitz

Lema (Do Teorema de Steinitz). Seja V¥ um espaco vectorial real, e sejam
ﬁJ El-' 1;2_. vy Ef—ll Ef-' T;f'l'l-' vy Ei'{ [= V_.
- = I
comu # 0. Se
'1_.«[’ = “111?1 +4‘.'L:i-"’2 + "'+ Af—lﬁf—l_'_ AEEE +Af+1£”f+1+ e +“;Lk1}’k ¥
comd; = 0, paraalgum i € {1,2, ..., k}.

Teorema (De Steinitz). Sejam iy, 1, ...,i}p vectores linearmente independentes, de um espaco

vectorial real V. Suponha-se que cada um dos vectores i, i = 1,p & combinag&o linear de
certos vectores v, v,..., 7, de V. Entdo, & possivel substituir p dos vectores v,,0,, ..., v, pelos
vectores iy, iy, ..., U,, € obter um sistema equivalente a vy, v,..., V.

Exemplo (Aplicagio do Teorema de Steinitz). No espago vectorial real B?, sejam os vectores
'1_‘[}1 = (5‘.1 _211)11_’[}‘;‘ = (_114’.14'}J 61 = (1J1J2}J E‘Z‘ = (_211111)1 E;FI = (1.1 _111)'

{a) Verificar se & possivel substituir dois vectores no sistema § = {¢,7,,v;} pelos
-+ -3 - ' -
vectores u, e i, obtendo desta forma um sistema §' equivalente a 5.
(b) Em caso afirmativo, determinar 5'.

Alinea (a). Ora, i, e 1, tem que ser linearmente independentes (e sdo, pois ndo sdo
proporcionais), e cada um deles tem que ser combinag&o linear dos vectores v;, i = 1,3, ou
seja,

Uy = ¥y + ATy + A3V3 @ Uy = By ¥y + Fr¥; + 3T,

Para alguns escalar reais 4, 5;, i = 1,3.

1 =2 1 6 —1
AlBiBs]=|1 1 —-1|-2 4 | —
2 1 1 1 4

o O =
o = O
_— o0 O
|

(N}

—_

-

Ou SE‘:ja, '1_,{’1 = 61 - 21?”2 + EE eﬂz = 21?”1 + E: — V3.
Alinea (b). Pelo Lema do Teorema de Steinitz, § & 5, = {1, 7,73 1.

Como #, foi substituido por i, tem-se:
ﬂ1+252_53=f; ”
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logo
ﬁ2=2(ﬁ1+262_53}+62_53 =2'1_I’1+3£”2_2'E-"’3.
Pelo Lema do Teorema de Steinitz, 5; & §' = {ii;,7,,1i,}; Como S~ 5, e §; ¥ §' entdo 5 & 5.

Consequéncias do Teocrema de Steinitz

Corolario 1. Se num espaco vectorial real, p vectores linearmente indegendentes se podem
escrever como combinacg Ges lineares de k vectores quaisquer, entdo p < k.

Corolario 2. Mum espaco vectorial real V, dois sistemas equivalentes de vectores, ambos
linearmente independentes, tém o mesmo nimero de vectores.

Corolario 3. Num espaco vectorial real V, dois sistemas equivalentes de vectores, com o
mesmo numero de vectores, tém a mesma natureza, ou seja, ambos dependentes ou
independentes.

Base e dimensdo de um espago vectorial real

Definigio (Base de um espago vectorial finitamente gerado). Chama-se base de um
espaco vectorial real ndo nulo V, finitamente gerado, a um sistema de geradores linearmente
independentes.

FPor convenc o, o espago vectorial nulo V = {ﬁ? tem como base o conjunto vazio @

Mota. Por convencdo, os vectores de uma base sdo considerados escritos por uma ordem
determinada, pelo que os mesmos vectores, por uma outra ordem, formam uma ordem
diferente da primeira.

Teorema. Todo espaco vectorial real V| finitamente gerado, tem pelo menos uma base.

Teorema. Duas bases do mesmo espaco vectorial real ¥, finitamente gerado, t8m o mesmo
nimero de vectores.

Definigdo (Dimensdo de um espago vecterial finitamente gerado). Chama-se dimensdo de
um espaco vectorial real vV, finitamente gerado, ao namero de vectores de uma sua base
gualquer, e representa-se por dim{V).

Um espaco vectorial real finitamente gerado diz-se de dimenséo finita, enquanto um espago
vectorial real ndo finitamente gerado diz-se de dimensao infinita.

Teorema (Dimensio [ Base) Seja IV um espaco vectorial real, de dimens&on € W Entdor

(1} Qualguer sistema de n vectores, de V, linearmente independentes, forma uma base.

(2} CQualguer sistema de n geradores de V forma uma base.

(3} Qualguer sistema com mais de n vectores & linearmente independentes.

(4) Sevy,¥,,.., 7, €V sdo linearmente independentes, entdo pode-se constituir uma base
de ¥V que inclui esses vectores (basta aplicar o Teorema de Steinitz, a partir de uma
base qualguer de 7).

Definigdo (Dimensdc de um espago vectorial real finitamente gerado). Seja

B ={v,v3.., 7}
uma base dum espaco vectorial real V. Entdo, cada vector v € V escreve-se de uma Unica
maneira como combinacdo linear dos vectores de B, ou seja, existem escalares reais Unicos
Aa, Ao, Ao 13IS Que

V=Mt + A0+ o+ Aty

Neste caso, os escalares reais (nicos Ay, A5, ..., 4, chamam-se componentes do vector v na
base B, e escreve-se

v =g (A, Ay, Ag)
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Nota. As componentes de um vector, num espaco vectorial real de dimensado k, & uma lista
com k nimeros reais.

Componentes de um vector e o proprio vector sdo coisas distintas. Um vector & um elemento
bem definido de um espago vectorial real ¥V, enquanto as suas compoenentes & uma sequéncia
de nimeros reais, cujos valores dependem da base considerada.

Bases candnicasde E*, n cMHen> 1. T

B =1{(1,00,..0),(01,0,..0),{001,..0),..,0000,..,1)} &€ a base candnica de R Logo
dim({RE") = n.

Bases canénicas de P, n € M,

B={x"x"1x"?% ., x1} & abase candnicade P* Logo dim{PF*)=n+1.

Exemplo. Verificar se o conjunto B = {7, = (1,—-1,2),7, = (0,1,1), 73 = (2,—2,1)} & uma base
do espaco vectorial real R?.

Como dim(R?*) =3, entdo B & base de E® se é linearmente independente, ou seja, se a
caracteristica da matriz

1 0 2
A=|-1 1 -2
2 1 1
éigual a 3.
c{A) = 3 se, e somente se, |4| = 0. |4| = —3, entdo B & uma base de R3.

Exemplo. Determinar as componentes do vector v = (x,y,z) € R?, na base base B do exemplo
anterior.

Cra
v=(x,5,2) = 4(1,-12) +1,(0,1,1) + A3(2,-2,1),
para alguns escalares reais A, 4,15

1 0 2 A\ P A= (=3x—2y+22)/3

-1 1 -2 Ao =Y | & o=x+y

2 1 1 A3 “ )\3:(3:1:+y—z)/3
iﬂ}EB (—3x—32}-'+221x+}?] 3x +3}-‘—z)l

Exemplo. No espaco vectorial real B2, determinar as componentes do vector # = —3x2 —x — 2
emrelacdo abase B = {x?,x — 1, —x? + 2}.

Ora
v=—3xl—x—2=Axr + A, (x— 1)+ A3(—x2+ 2),
para alguns escalares reais A, 45, A3

1 0 -1 Al -3 A =—9/2
0 1 0 X |l=] -1 ]| =-1
0 -1 2 A3 —2 A3 = —3/2
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Entdo,
. /=9 —3)
= (=2, —1,—2).
v 5(2 2

Exemplo. No espaco vectorial real R?, sejam os vectores v = (1,1,1), 7, =(0,1,-1) e
vy = (1,1, —1). Determinar os valores reais de A de modo que B = {v,,7,, ¥3} 5€ja uma base de
Re.

Seja a matriz real

1

1 0 4
A=1 1 1].
-1 -1

. = = & T - + 3 3
B & base se, e somente se, os vectores vy, 5, v3 580 linearmente independentes. Mas, v4, v, v
sao linearmente independentes se, e somente se, [4]|= 0.

[Alz0e=—-12+4—1%0 Como —A*+A—1<0, para todo 1 € R, entdo B & base de E?,
para todo A € R

Conclusao
E fundamental o conhecimento das propriedades dos vectores num espaco vectorial real.

A nogdo de combinagdo linear, no espago vectorial real, d4 origem a outros conceitos
fundamentais, como dependéncia e independéncia linear, gerador e, consequentemente, base

e dimens3o.

Avaliacao
(1) Sejam v,, v, e v, vectores linearmente independentes dum espaco vectorial
real V. Que pode dizer-se sobre a dependéncia e independéncia linear do
sistema S = {v, + v, 7, + U5, 7, + 75}
(2) Diga para que valores do pardmetro real « 0 conjunto
B ={(11,a),(a 1,1),(—1,1,a)} € uma base do espaco vectorial real R3.
(3) No espaco vectorial real P?, considere abase B = {x® — x* x> —x,x—1,—x +
2}
(@) Justifique que é possivel obter uma base do espaco vectorial real P2, que
incluaosvectores u =x? —x*+x+1, w=x+x—-1
(b) Aplique o Teorema de Steinitz para obter tal base.
(4) Sejam v,, v,, v; e v, vectores linearmente independentes de um espaco
vectorial real V. Determine uma base e a dimenséo do espaco vectorial real
X=(v, + 1,7, — 20,7, + 20, 77,) .
(5) No espaco vectorial real R® determine as componentes do vectonal v =
(—1,1,3) emrelacédo a base B = (1,1,1), (—1,0,1),(—2,1,2).
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Actividade 2 - Subespaco vectorial: definicao e propriedades;

operacoes

Introducao

Nesta actividade define-se subespaco vectorial e da-se principal destaque aos subespagos
de espacos vectoriais finitamente gerado. Representa-se um subespago em diversas formas e

faz-se algumas operagdes com subespagos, nomeadamente a soma, a interseccdo e a reunido.

Introduz-se o conceito da soma directa, que tem muita importancia na determinagdo de um

subespago complementar de um determinado subespaco vectorial finitamente gerado.

Introduz-se o teorema das dimensd&es, que relaciona as dimensdes de dois subespagos

finitamente gerados com a dimens&o da respectiva soma.

Detalhes da atividade

Definigdo (Subespacgo vectorial). Seja ¥ um espaco vectonal real e § € V. Diz-se que
5 & um subespaco vectorial de v, e representa-se por § < V se:

4. 5§+ @ (conjunto vazio);

5 vuvestemsen+ves

6. vieRvuesS temse dlue s,

Teorema (Critério de subespago vectorial). Seja V¥ um espaco vectorial reale SC V.
Diz-se que § &€ um subespaco vectorial de V se:

1. 5+

2. VA, L E RV u, v € 5, tem-se Au + v L 5.

Teorema. Seja IV um espaco vectorial real e § < V. Entéo:
1. 0 s
2. Seuces entdo —ues:
3. 5 é um espaco vectorial real, em relac&o as restricies das operactes definidas
em IV ao conjunto 5.

Exemplo. Seja Vv um espaco vectorial real arbitrario. Entdo v <V (subespacgo
impréopriode V) e {Ti} <V (subespago nulo de 7).

Exemplo. No espaco vectorial real R?, considera-se o subconjunto
S={(ab,0):a b e R} (O plano 0xy, plano de equacéo z = 0).
Nota-se que 5 < R?, pois:

Exemplo. No espaco vectorial F?, considera-se o subconjunto

S={ax*+bx+1l:abc R}
Nota-se que s £ P*. Basta ver que o vector nulo, o zero (0), ndo pertence a s.
Doutro modo, pode-se facilmente constatar que a soma de quaisquer dois vectores de
5 néo pertence a §, ou entdo que o produto escalar de qualguer ndmero real A = 1 por
um vector de 5 né@o pertence a §.
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Observagdo. Dado um espaco vectorial real ¥ e um seu subconjunto S, se existe dois
vectores de 5 cuja soma ndo esta em 5. ou se o produto escalar de um determinado
numero real por um determinado vector de 5 n&o esta em §, ou se o vector nulo néo
estaemS. entdo S £ V.

Teorema. Seja Vv um espaco vectorial real finitamente gerado, e seja § < V. Entéo:
1. 5 é finitamente gerado;
2. dim(5) = dim(V);
3. dim(5) =dim(V) se, e somente se, § = V. I

Exemplo. O subespaco vectorial de B®*, 5 ={(a,b,0):a,b € R}, tem dimensdo 2. Com
efeito,

S = {(ab,0):abeR}
= {(a,00)+(0,b,0):a bc R}
= {a(1,0,0)+ b(0,1,0):a,b € R}
= {((1,0,0),(0,1,0))
Como os vectores (1,0,0) e (0,1,0) geram o subespaco vectorial § e s&o linearmente
independentes, entdo constituem uma base de 5, logo dim(5) = 2.

Definigdo (subespago gerado). Segja vV um espaco vectorial real, e sgja X =
{vy,7,, .., v, EV. O conjunto § composto por todas as combinacdes lineares dos
vectores de X, ou seja,

S={A 0 + A0, + o+ A0 0 Ay, e, Ay € RY
& um subespaco vectorial de v, denominado subespaco gerado pof X, e representado
por s = (x). Por convenc&o, (@) = {0}.

Exemplo. No espaco vectorial real P?, seja X = {x°® —x + 1, —2x? — 3x}. O subespaco
vectorial gerado por X &

5 = (X)
= {cz(xg—x—|:1]+,|9(—2:cz—3xj:a:,ﬂE]E?.}
= fla—2f)x*"+(—a—3f)x+ a:a, B E R}

Teorema. O conjunto-solucéo de um sistema de equacdes lineares homogéneas, com

coeficientes reais e com n incdgnitas, € um subespaco vectorial do espaco vectorial
real B™.

Exemplo. Considere o seguinte sistema de equacdes lineares sobre o corpo K

{x—2y+z—w=ﬂ
—x+y+2z—w=20

Como o sistema de equagdes lineares homogéneas tem 4 incégnitas, entdo o seu conjunto-

solugdo é um subespago vectorial de R4,

Determina-se este subespaco vectorial:
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r =hba— 33
. 1 -2 1 110 1 0 =5 3]0 y=3a—203
AlBl=1 1 | » _10] [0 1 -3 2‘0] z=a€cR
w=07gcR

Entéo,

S={(5a—3F,3a—-28,a,F): af e R}={(5310),(-3,—-2,0,1)) €& um subespaco
vectorial de B*, de dimenséo 2.

Teorema. Seja V um espaco vectorial de dimenséo », e seja B = {e,, é,,..., €,,} uma sua
base. Seja 5§ um subespaco vectorial de ¥V com dimensé&o k. Entéo, € possivel constituir
um sistema de “n — k" equagﬁeé lineares homogéneas, com coeficientes reais, cujas
solugies s&@o as componentes dos vectores de 5, em relacdo & base B de V,
considerada inicialmente.

Observagdo. O teorema anterior estabelece que todo subespaco de um espaco
vectorial de dimens#@o finita, pode ser representado por um sistema de equacdes
lineares homogéneas, em relacio & uma determinada base.

Exemplo. No espaco vectorial real P?, considera-se o subespaco vectorial 5§ definido
pelo sistemg homogéneo

em relacéo:

a) A base candnica.

b) Emrelacdoabase B = {x®—x,x — 1,x2 + 2}
Determinar 5§ e uma base.

Meste caso, primeiramente, resolve-se o sistema dado.

x=a—f
x—yv+z=0=3vy=acR
z=fFER

Para a primeira alinea (a)),
S={la—Bflx*+ax+f: afeR}={(x>+x,—x>+1)

Como os vectores x* + x e —x* + 1 geram S e s&o linearmente independentes, entéo

a) S={ax*+bx+c:a—-b+c=0}

b) S={alx*—x)+b(x—1)+c(x*+2):a—b+c=0}
Para determinar 5 procede-se da mesma forma, isto &, resolve-se o sistema
homogeéneo dado, e substitui-se as respectivas variaveis no vector generico de 5, ou
seja:

a=a—f
a—b+c=0=sb=aceR
c=FfER

Logo,
a) S={(a—Pf)x*+ax+f: afeR}={x*+x,—x*+1)
b) S={la—B)(x*—x)talx—1)+Fx=*+2):a,feER} = (x*—1,x+2).
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Exemplo. No espaco vectorial real F?, seja S={(x*— 1,x + 2). Representar 5 por
intermédio de um sistema homogéneo, em relac&o &:

a) Base canonica;

b) BaseB={x*—1,x—1,—x*+x+ 1}

Para a primeira alinea (a}}, ha que determinar a condic&o nas variaveis a, b e c tal que
al(x*—1)+pf(x+2)=ax?*+bx+c,
ou seja, a condicdo para o qual os vectores de 5 s&o combinactes lineares dos

vectores da base candnica de B2
i 1 0 (1
— [ 0 1 b
I 0 0|la—2b+¢

1
S={ax*+bx+c:a—2b+c=0}L

b= O
==

[A|B] = l 0
-1

Entéo,

Para a segunda alinea (b)), ha que determinar a condig&o nas variaveis a, b e c tal que
alx?— D+ B(x+2)=alx*—1)+blx—1)+e(—x*+x+1),
ou seja, a condicdo para o qual os vectores de 5 s&o combinacgtes lineares dos
vectoresgla base B de P
a(x?*—1)+8x+2)=alx*—1)+b(x—1)+c(—x*+x+ 1)
= a(x?-1)+8x+2)=(a—c)x*+(b+c)x—a—b+c

1 0 a—c 1 0 a—c
[AlB]=] 0 1 b+c — | 0 1 b+c
—1 2| —a—-b+ec 0 0| —=3b—2c

Entéo,
S=fa(x*—-1)+b(x—1)+ec(—x*+x+1): —3b—2c =0}

Exemplo. No espaco vectorial real R?, seja o subespaco vectorial §={(1,—-1,2)}.
Representar 5 por intermeédio de um sistema homogéneo, em relacéo a:

a) Base candnica.

b) Base B ={(1,1,1),(0,1,—1),(—1,—-1,0)}

Para a alinea a), ha que determinar a condic&o na variavel x, y & z tal que
ﬂf{i, _112] = '[:xryrz]-

1 | x 1 T
[ABl=| -1y | — | 0] z+y
2 |z 0| —2x+ 2z

Entéo,
S={(x,y,z2):x+y=—-2x+z =0}

Para a alinea b‘ﬂhé que determinar a condig&o na variavel x, v e z tal que
a(1,—1,2) = x(1,1,1) + v(0,1,—1) + z(—1,—1,0)
= a(l,-12)=(x—z,x+y—z,x—v¥)

1 T—2z 1 r—z
[ABl=| -1l|z4+y—2 | — | 0| 22+y—22
2 T -y 0| —x—y+2z
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Entéo,
fx(1,1,1) + v(0,1,—1) +2z(—1,—-1,0): 2x+ y— 2z = —x— y + 2z = 0}
[(x—zx+y—zx—y):2x+y—2z=—x—y+2z=0}

b
I

Teorema (Propriedades de subespagos gerados). Sgja ¥ um espaco vectorial real
arbitrario, e sejam X e ¥ subconjuntos quaisquer de V. Entdo:
1. X S (X).
X =1{X)se e somentese, X < V.
(Vvy=v.
({op = {0} = (0).
Sex c vy, entdo (X) € (¥).
Ses<vexcsentdo (x)cs.
{X) € o unico subespaco vectorial de v que satisfaz as propriedades 1.e 6.

SO A

Operagdes com subespacgos vectoriais

Teorema (Intersecgdo de subespagos) Seja V¥ um espaco vectonal real, e sejam
F.G =V.Ento FnéG = V.

Observagdo. Seja IV um espaco vectorial real de dimensio n € M, € sejam F,G < V.
Dada uma base B = {e,,e,,..,e,}de V, se F e G s8o representados, em relacéo a essa

base, por

annri+apre+ ...+ apxy, =0 bz +braxa+ ...+ by, =0
anzi + anze+ ...+ asnr, =0 e bo1x1 4 booxs + .. . + bz, =0
apry + apre+ ...+ ap,x, =0 bpix1 4 bpoxas + ...+ by, =0

respectivamente, entdo o subesoaco vectorial FNG é representado em relagdo a mesma base
por a1 T+ apro + .. . +apx, =0
a1 T1 + ATy + . . . + agpx, =0
apT + apre+ ...+ apx, =0
bn.’])l + bu.’L‘Q + ...+ })1,,{.’1’2,,] =0
borx1 + booxo + ... + boyx, =0

bpl-'f;l + prIQ +...+ bp'u,-r‘ra, =0

Exemplo. No espaco vectorial RA3, sejam os subespacos F e G definidos por

{:1:—3;—#7:20 {:1:—23;—%22::0
€ ?

r4+y—2=0 y+z=0

74



Unidade 2. Espago e Subespago Vectorial Real

respectivamente, em relacdo & base B ={(1,1,1),(0,1,—1),(—1,—1,0)}. Determinar
FNG.

Pela observacdo anteriorr, Fn6G €& definido, em relagcdgo & base
B ={(1,1,1),(0,1,—-1),(—1,—1,0)}, por

r—y+z=0

r+y—2z=0

r—2y+2:=0 "~

y+z=0
1 -1 1 |0 1 0 010 r =0
11_10_;”100H-g=ﬂ
1 -2 2|0 0 0 1/(0 '*=D
0 1 1 [0 0 0 00 -

Entéo,
FnG ={0(1,1,1) +0(0,1,—1)+ 0(—1,—1,0)} = {(0,0,0)},
isto &, o subespaco nulo.
Exemplo. No espaco vectorial P2, sejam os subespacos vectoriais F, definido por
r4+y—2z=10,
em relacdo a basica candnica, e 6 = (x> + x — 1,x* + 2x + 1). Determinar Fn 6.

G fa(x*+x—1)+f(x*+2x+ 1):a, f € R}

Ha+B)x*+(a+2f)x—a+f:a f R}

Istoé, 6 =, (e +f,a+2B—a+f),onde B ={x? x, 1} (base candnica de F?). Logo

1

FNG {la+Bf)x*+(a+2B)x—a+B:a+f +a+28—2(—a+ ) =0}
fla+f)x*+(a+2f)x—a+f:4a+f =0}
{—3ax®— 7ax — S5a:a € B}

{(—3x?—7x —5)

Exemplo. No espaco vectorial real B2, sejam os subespacos vectoriais
F=(x*—x+1x*+2x+2)eG=02x"+x+1,—x*—x+3).
Determinar Fn G.

Ora

1

fa(x? —x+ 1)+ B(x*+2x+ 2):a, f ER}
fla+f)x*+(—a+2f)x+a+2F:af €R}

Determina-se os valores reais de « & £, de modo que os vectores
(a+B)x*+(—a+28)x+a+ 28"
pertencam ao subespaco vectorial G:
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—1 a—+ 3 1 0 200 — 3
1 —1|—-a+28 | — | 0 1 3a — 30
1 3 o+ 20 0 0| —20a+ 2403
Entao,
—20a+24,@=0{=}rx=—§ﬁeﬁER
ou seja,

3 . 18 2 ,
FNG= {—gﬁx‘—l-?ﬁx +z:8 ER}={—3x*+ 18x + 2).

Teorema (Reunido de subespagos) Seja ¥ um espaco vectonal real, & sejam

F,¢6 =V_Entdo Fu G € um subespaco vectorial de IV se, e somente se, FS G ou G S
F

Observacgédo (Importante!!!). Se F e ¢ séo subespacos vectoriais, de dimenstes
finitas, de um espaco vectorial real v, entdo F S ¢ se, e somente se, cada um dos
geradores de F pertence a G, ou seja, € combinacéo linear dos geradores de 6. S5e
F € G, entdo dim(F) < dim(G), e nesse caso FUG = G.

Exemplo. No espaco vectorial real P?, sejam F = (x? — x), 6 = {x — 1,1). Verificar se
FUG é um subespaco vectorial de B2,

Ora, ¢ € F porque dim(G) =2 =1 =dim(F). F € G se cada um dos seus geradores &

combinac&o linear dos geradores de G, ou seja, se a equacao
r—x=Ax—1)+1,-1

& possivel. Mas esta equac&o é impossivel, porque polinémios de grau inferior ou igual

a um ndo geram um polindomio de grau dois. Logo, F € 6. Sendo assim, o subconjunto

F U G ndo é um subespaco vectorial de P2.

Definigdo. Seja V um espaco vectonal real arbifrario, e sejJam F e & subconjuntos de V.
Asomade FeGé

F+6={f+g:feFegjec)
Se um dos conjuntos € unitario, por exemplo F = {ﬂ tem-se {f}+ G= f+ G

Teorema. Seja IV um espaco vectorial real arbitrario, e sejam F, ¢ < V. Entéo:

1. F+6=V.

Ora,

a= —d
{;L_bj__{}:g = b=c—d .
h—c+d =

edeR

Log@

G —d(1,1,1,1) + (¢ —d)(—1,0,1,2) + ¢(1,1,—2,1) + d(0,0,1,1): ¢, d € B}

{d(0,—1,—1,—2) + ¢(0,1,—1,3):c,d € R}
((0,—1,-1,-2),(0,1,—1,3))
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Entéo, F + ¢ = ((1,0,0,0),(0,1,0,1), (0,—1,—1,—2),(0,1, —1,3)}). Calcula-se uma base de
F + &, determinando um subsistema independente maximal do conjunto dos geradores
deF + G:

I 0 0 0 I 0 0 0
A — 01 -1 1 .01 -1 1
i 00 -1 -1 0 0 -1 -1
01 -2 3 0 0 0 3

Como c(4) = 4, entdio dim(F+ G)=4 e F+G = R*, ou seja, F+ G € um subespaco
impréprio de R*.

Teorema (das dimensbes) 5Seja ¥ um espaco vectorial real arbitrério, e sejam
F,G < V.5e Fe ¢ tédm dimensbes finitas, entdo
dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(F nG).

Exemplo. Determinar Fn G, onde F e G s@o o0s subespacos vectoriais do exemplo
imediatamente anterior.

dim(F)=2, dim(G)=2 e F+ 6 =R*. Tem-se entdo, pelo teorema das dimensdes,
4=44+dim(FNG)=dim(FNG)=0< Fn&={(0000)}

Definigdo (Soma directa). Seja V um espaco vectorial real arbitrario, e sejam F,G < V.
Diz-se que S = F+ G € uma soma directa, e representa-se por S=F@&G, 56 FNG =

©)

Exemplo. No exemplo anterior, S=F + 6 = F&G.

Teorema. Seja vV um espaco vectorial real arbitrario, e sejam F,G <= V. Se B; € uma
base de F, B, é uma bfse de GeS=F+G =F&G, entdo B = B, U B, é uma base de
§=F+G=F&G.

Definicdo. Seja vV um espaco vectorial real arbitrério, e sejam F,, 5, ...,F, = V. Diz-se
que a soma S=F +F +--+F, é uma soma directa, e escrevese S=F &
F,&---@F,, separatodoi € {1,2,..k} tem-se

Exemplo. No espaco vectorial real B3, sejam F ={x%x%), 6={(x3+x) e H=
{x? +1,2x% + 3x). Verificarse s = F + 6 + H € uma soma directa.
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S=F+G+H=F®G®H se Fn(G+H)=Gn(F+H)=Hn(F+G)=1{0}. Ora,
G+H={(x*4+xx¥+12x>4+3x), e como estes trés vectores sdo linearmente
independentes, entéo dim(G + H) = 3.
Pelo teorema das dimensdes,

dim(F + (G + H)) = dim(F) + dim(G + H) — dim(F n (G + H)).
Como F + (G + H) < P*, e consequentemente dim(F + (G + H)) < dim(P*?) = 4, entdo
néo pode ser que dim(F n (G + H)) = 0, pois seria

dim(F + (G + H)) = dim(F) + dim(G + H) = 5 > dim(P?) = 4,
ouseja, Fn(G+H) # {ff}. Logo 5§ = F + G + H n&do € uma soma directa.

Definigdo (Subespaco complementar). Segja v um espaco vectonal real arbitrario, e
seja F < V. Chama-se complementar de F a um subespaco vectonal F' de Vv tal ?ue
FEGF' =V.

Nota. Se F =V, entdo F' = {0}, ese F = {0}, entdo F' = V.

Teorema. Seja ¥V um subespaco vectorial real de dimenséo finita, e seja F < V. Entéo
existe um subespaco complementar de F.

Nota (Importante!!!). Escolhe-se uma base arbifraria de P* (de preferéncia a base
cancnica) e determina-se uma nova base de P* que inclua os vectores de base de F,
aplicando o teorema de Steinitz (por exemplo). Sendo assim, a base de F' &€ composta
pelos vectores da base que se determinou, que ngo fazem parte da base de F.

Exemplo. No espaco vectorial real P*, seja F = (1,x + 1,x* + 1). Determinar F'.
Neste exemplo, seja B = {x* x%x% x,1} ={e,,e,,e;,e,,e;} a base candnica de P*
Tem-se:

=3 =3 =2 =3 =3
=e,te. e f=e;+e;.

h
I
=
I
]

ui
I
Th

Logo:

B, = {51,52,53,54,_?1}, e f-; =é, +ﬁ- f::; =&, +f1

B, = {Elrgzrgarfzrﬁ}- e )E; =e;+ .JE;.

B; = {Elrgzrﬁrf:rfl}- T
Entdo F' = (e,,e,) = {x* x?)

Conclusdo

Subespaco vectorial de um espago vectorial real , também é um espaco vectorial real.

A representagdo de um subespaco através do seu vector genérico, através de um sistema
homogéneo e através dos seus geradores, é fundamental nas operagdes (soma, intersecgao e

reunido) realizadas entre eles.

O Teorema das dimensdes relaciona as dimensdes de subespacos com a dimensao da

respectiva soma e interseccao.

O conceito da soma directa e, consequentemente, do subespago complementar, é de extrema

importancia no estudo de projeccao sobre um subespaco (que serad estudada mais adiante)

Avaliacao
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1. No espaco vectorial real R*, seja o subconjunto
S={(x,v,z,w) rax + by + cz + dw = 0},
onde a, b, ¢, d 540 numeros reais fixos.
a) Mostre que 5 & um subespaco vectorial de B®.
b) Determine uma base de 5 e a sua dimensao.

2. Defina, por intermédio de um sistema de equacdes lineares homogéneas, o
subespacos vectoriais do espaco vectorial real P?, em relacéo a base indicada:
a) §={(x?—1),emrelacdo d base B={x*—x,x*+ 1, x+ 2}

3. Determine o subespaco vectorial de B?, definido pelo sistema

a—b+c+2d=0
{a —2b+c+d=20
emrelacéo a base B = {x® — x%x*—x,x— 1,x%}

4. No espaco vectorial real P2, sejam os subespacos vectoriais F=(x*+x%x¥—-1) e G
representado pelo sistema a—b+c—d=a+c+2d=—-b+c+d=0 em relacido a
base B={x*—x3x? - 2x,x—1,—x%¥+x+2}.

a) Determine F + 6.

b) Represente F + G por intermédio de um sistemna de equag fes lineares homogéneas,
em relagdo a base B.

c) Determine FnG.

5 No espaco vectorial real R3 sejam F={{x,v,z):3x+v=x—z=0} e
G =1{(x,v,z):kx + 2y —z = 0}, com k € R Determine o valor realde k paraoqual FUG
& um subespat o vectorial de R2.

6. No espaco vectorial real R®, sejam os subespacos vectoriais F = ((1,0,0)), G =
f{x,v,z):x+v=0}eH ={{x,v.2):2x — v = x + z = 0} Verifique se:

a) F+G=F&G
b) F+ G +H = FBGPH.

7. No espaco vectorial real R*, sejam os subespacos vectoriais F = {{x, vz, wh:x + v +

z+w=0eGt={x,vzwhix=y=z=0}L
a) Verifique que FE&G = R*.

Actividade 3 - Espaco vectorial real com produto interno

Introducéo

Introduz-se o conceito de matriz mudanga de base, como instrumento que permite relacionar

diferentes bases de um determinado espago vectorial real.

Introduz-se, também, o produto interno no espaco vectorial, com destaque para os espagos

de dimensdes finitas, com intuito de dar certas caracteristicas aos vectores.
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Detalhes da atividade
Matriz mudanca de base

Definicdo (Matriz mudanca de base). Seja ¥V um espaco vectorial real de dimensé&o
neN Seja B={v,v,,v,}] uma base de Vv (base antiga) e seja
B'={+',,v",,-~,¥',} uma outra base de v (base nova). Como B' c Vv, entdo cada
vector de B' &€ combinacio i@ea\r dos vectores de B:

5J1 =5 (ay9,85, - 0,)

vy =g (842,800, s 0y)
5
Yy =g (alw Qg ""ann) 5
A matriz
1551 2 .. A
fla o ... (19
] 2 22 2n
M(B — B') = . : ,

-

Iyl Oupa ... Oy
denomina-se por matriz mudanga de base, da base antiga 5 para a base nova B’

Nota-se que a primeira coluna da matriz M(B— E") é composta pelas
componentes do vector v', na base B, a segunda coluna, pelas componentes do
vector v', na base B, e assim sucessivamente.

Teorema. Toda matriz mudanca de base é invertivel (ou regular). Qualquer matriz invertivel

pode ser considerada uma matriz mudanca de base, isto é, dada uma matriz invertivel , )
invertivel @, de orden n, & possivel fomar duas bases B e B' dum certo espago vectonal

B={x*+1x—1,x*+x+1} e B ={xx1}L
a) Determinara matriz P = M(B' — E).
b) Mostrar que PX®, onde X = [4, 1, A;] € ax®+ bx+ c =5 (4, 4,,4;), tem como
entradas as componentes de- ax® + bx + ¢ na base B'.
c) DeterminarQ=M(B —E")=p7?

Alinea a). A matriz mudanca de base de ' para p ¢ P=M(B'— B), ist0 &, a
primeira coluna de P é composta pelas componentes do vector x? + 1 na base B', a
segunda coluna de P € composta pelas componentes do vector x — 1 na base B' e a
ultima coluna de P é composta pelas componentes do vector x* +x + 1 na base B
Como B' € base candnica de P* entdor x*+41 = (1,01), x—1=; (0,1,-1) e
x4+ x+ 1=, (1,1,1) Logo

1 0 1
P=M(B —B=|0 1 1
1 -1 1

Alinea b). Ora, ax*+ bx+c¢=5 (2a—b—c,a—c,—a+b+¢), para todo a,b,ce R
Entao

26 — b — ¢ a
P a—c = b |,
—a-+b+ec c
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logo ax? + bx + ¢ =g, (a, b, c).

Alinea c¢). A matriz mudanca de base de B para B' &
Q=P '=MB—B)=| 1 0 -1

Nota-se que:

X =, (21,-1)
x EB (_110.!1)
1 =, (-1,-11)

ou seja, a primeira coluna da matriz mudanca de base @ €& composta pelas
componentes do vector x* na base B, a segunda coluna, pelas componentes do vector
x na base B e a terceira coluna, pelas componentes do vector 1 na base B.

uma matriz invertivel.
a) Determinar duas bases B e B' de R?, tais que @ = M(E' — B).
b) Sabendo que ¢ = M(BE — B") e que B' = {(1,0,—1),(1,1,2),(2,1,2)}, determinar
B.

Alinea a). Seja B = {v,,v,,v3} € B' = {¢',,v',,v';} duas bases de R*® Ent&o
V=0V ,+U,—0U4
UVp=—UV,1+V,y—Ujy

U3 =10,—20,+0U,

Para B' = {(1,0,—1),(1,—1,—4), (1,—4,—11)}, entdo B = {(1,3,6),(—1,3,8),(—2,6,18)}.

Alineab). @ = M(B — B") & a matriz B' fol dado, entio vai-se expressar cada vector
da base B em funcéo dos vectores da base B’

7 ]_:" l':’(
U, =T + U — U Nt
T,=-th+th—-7; & r;zlﬁrl—lr'.;
I o © 3 3
Uy =1 — 202+ U3 L 1., 1., 1.,
=537 37

Como B' = (1,0,—1), (1,1,2),(2,1,2), entédo fazendo substituicbes nas equacbes acima,

tem-se:
=ttt =03 (55 (55
= VU, Uy = P T T3 3’ 3’ N 3 6 2/

Espago vectorial real com produto interno

Definigdo (Produto interno). Seja v um espaco vectorial real. Um produto interno
(ou escalar) em ¥ € uma funcéo que associa a cada par ordenado de vectores, u e v
em v, um escalar real, denotado por # - ©, que satisfaz as seguintes propriedades:

Mvu,s,wev temse (u+o)- w=u-w+v- w,

(2) Vi, v €V, VA e R, tem-se (iu) - v = A(u-v);

(3)vu,veV temsen -v=v-u

4)vieven=0temsesn -u>0.
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UV = Uy F Uy F Uz + o u, .

Verificagédo.
VU = (g, Uy, Ug, o, Uy, ), T = (4,05, Vg, v, U ), W = (Wy, Wa, Wa, ., w, ) ER, A ER

Propriedade (1),
(u+v)-w = (ytvpu,+vuzt+vy, ., u,+v,) w
= (uy +v)wy + (uy +v)wy + (ug +vg)wy + -+ (u, +v,)w,
= (uywy +uywy +ugwy + -+ uw ) + (vywy Fvowy Fugwg -+ vwy)
= u-w+v-w
Propriedade (2),
(Aw)-v = (AugAu,Aug, .., du) v
Augvy + Au,v, + Augvg + o0 + A, v,

= Mugvy +uvs Fugvg + -4 u,v,)

Propriedade (3),
U T = Ugv; + UV F Ugvy + o u, v,

= WUq T Voly + gy + -+ v,

= 7-u
lp() = —x+ 1l = Jp(x) p(x)

= |:L
|| p(t)? dt
wd—l

= || _
——141—-[—-1-1
le + (3 )

= ||g
,ﬂ|3

Exemplo (Outros produtos internos). S&o também produtos internos os que se
seguem:

(1) vu = (uy,u,),v = (v, v,) ER? u v =uv, +u,vy +uyv, + 2u,v,,

(2) vu = (uru::u:a:]:i; = (vy,v,,13) € R3,

-

U ¥ = DUy vy + 2u,vy — ugty + 2wy vy + 2,1, — gl — Uy — 3uvg + 1205w,

Definigdo (Norma). Seja v um espaco vectorial real com produto intemmo. Para cada
x € V, chama-se norma de x ao nimero real ndo negativo ||zl = vx - x.

82



Unidade 2. Espago e Subespago Vectorial Real

Exemplo. No espaco vectorial real R?, determinar a norma do vector ¥ = (1,—1,2), em
relacéo:

(a) Produto interno candnico;

(b) Vi = (uy,uyuy),v = (vy,v,,v;) € R,

v = 5Suyry + 2u,vy —ugvy + 2uyvy + 2u,v, — Jugv, — ug vy — 3u,ry + 120,

Alinea (a). Ixll=V1i+1+4=16

Alinea (b). xll=vV5—-2—-2—-2+2+6—2+6+48 =+/59.

Teorema (Propriedades da norma). Seja v um espaco vectorial real, com um produto
interno. Para quaisquer vectores x,v € V, ¥4 € R, tem-se:

(1) IZ]l = 0, se e somente se, ¥ = 0.

(2) llaxll = 1Al lIIl.
ou seja,

- Xy
B =4(x,v) =arccos| —=—= |
=iyl
Exemplo. No espaco vectorial real R?® sejam x=(1,-1,1) e v=(-12,-2).
Determinar £(x, v), considerando:
{a) O produto interno candnico.
(b) vu = (ul,uz,uaj,ﬁ = (v, v, v3) € R?,

-

W = Duqty + 2Ua vy — Uy + 2Ug Wy + 2UVy — SUgVy — Uy — SU, Vg + 12ugvg.

Alinea(a). x-y=—-1—2—2= -5 ||x|l =3 lI¥ll =9 = 3. Entéo:

£(x,¥) = arc cos (—_) A 1640,
V3
Alinea (b). %-3=-5+2+1+4-4—-6+2-6-24=-36 |zl =I5, Il =73.
Entao:

—36

A% ¥ = are r?m:( \ A 1hRLY.

x-y=0.

Teorema (Propriedades de ortogonalidade). Seja v um espaco vectorial real, com
um produto interno. Para quaisquer vectores z,y € v, tem-se:

(1)Sex 1 y,entdo y L x. Ii

(2)0 L%

(3) % L ¥ se, e somente se, ¥ = 0.

4)Sex Ly entioSex LAy Vie R

Definicdo (Sistema ortogonal e ortonormal de vectores). Seja Vv um espago
vectorial real, com um produto intemo. Os vectores v,,7,,..,7, €V formam um
sistema ortogonal se cada um deles & ortogonal a cada um dos outros, ou seja,

vie({12,...k} ¥,-7,=0 comi=je j=21Lk Se para além disso, Vi€ {12,...k}
| »l=1, dizse que v,,v,,..,v, formam um sistema ortonormal, ou seja, para
quaisqueri,j = 1, k, se tem:
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+ s+ [Osei=j
v, - =

lsei=j]

Nota. Num espaco vectorial real vV, com um produto interno, se u € V é tal que |lull = 1,
diz-se que u &€ um vector unitario (ou normalizado).

Definigdo (Versor de um vector). S5gja v um espaco vectorial real, com um produto

—

1 . u

——= U ==
el (el
Nota. Versor de um vector & € V € unitario (ou normalizado). Basta ver que:

1. @l
\ 13l = = [l = e = 1.
4l 1z

||u|| ‘llu”

Exemplo. No espaco vectorial real B3, sejam os vectores v, = (1,1,1), v, = (—1,1,0) €
vy, = (—1,—1,2).

(a) Mostrar que 5 = {v,, v,, #;} € ortogonal, para o produto interno candnico.

(b) Obter um sistema ortonormal a partir de 5.

Alinea (a). v, v, =-14+14+0=0, v, v3=—1—-142=0, v,'v;=1—-14+0=0.
Logo, § = {»,,v,, 75} € ortogonal.

Alinea (b). l&ll=Vvi+1+1=43, [&l=vVvi+1=42
Calcula-se os versores de v,,7, e 7.

- vy ( 1 1 1.) - v, ( 11 o) - v, (——1 -1 2 )
W=t =|l—/=—F—==lih ===V iUy = == ===
ol Y333 o, )l \y2'y2 o llell \Je' Ve Ve

Entéo, os vectores u,, i, € 1, formam um sistema ortonormal.

lZ.l=vi+1+4=+6

Nota. O processo de transformacéo de um sistema ortogonal § em um sistema
ortonormal, consiste na determinac&o do versor de cada um dos vectores de S.

Teorema. Todo sistema ortogonal formado por vectores n&o nulos € linearmente
independente. Em pariicular, todo sistema orfonormado € linearmente independente.

Definigdo (Projecgdo ortogonal). Seja ¥ um espaco vectorial real, com um produto
interno. Sejam 7, w €V e w = 0. Projeccdo ortogonal de # sobre w é o vector

l

Tew o_,
projot = w.
" [lwll

B2

No plano e no espaco usual (R* e R?), a projeccéo ortogonal de v+ sobre w pode ser
representado por:
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—projg v —projg v

T —projg v U —proji v

_ w
w

> [ >

projg v

projg U

Teorema. Seja V um espaco vectorial real, com um produto interno. Seja w €V e
w = 0.Entéo, vo eV, v — projzv é ortogonal a w, ou seja,

(v —projzv)-w=0.

Teorema. Seja ¥V um espaco vectorial real, com um produto interno, e seja X um
subconjunto de v, composto por vectores ortogonais ndo nulos. Se v € (X), entéo
existem vectores w,, w,, ..., w, € (X} tais que:

E s
W

v = W; .

(%]

L llwll
i=1

Nota (Muito importante!!!) w, ,w,,..,w, € (X) que se refere o teorema anterior s&o
tais que:

D= AWy A, Wy et A

Ent&o, se o subespaco (X) tem dimenséo finita, os vectores w,, w,, ..., w, € (X} s80 0s
vectores de uma determinada base de (x), tais que v é combinac&o linear deles.

Exemplo. No espaco vectorial real R*, com produto interno canénico, seja
B={(111),(—1,1,0),(—1,—1,2)}

uma sua base. Pelo exemplo anterior, B € composto de vectores ortogonais n&ao nulos.

ew, =(1,1,1), w, = (—1,1,0) e wy = (—1,—1,2).

Ora, llw,ll =v3; llw,ll =2 e llw;ll = V6. Entéo,

3 _v'w;, a+b+e _atb+te
AT (v3)’ 3 7

3 _v-w, -—a+b -—a+b
AN 2
v'wy —a—b+2c —a—-b+2 -a-b c

Ay =—5—= . .
T T g8y 0 6 '3

Teorema (de Pitagoras). Seja ¥ um espaco vectorial real, com produto interno. Sejam
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w,vEV.Seu l v entdo ||lu+ vl? = llul® + llull®
Produto interno em espagos de dimensoes finitas

Definigdo (Espago euclidiano). Um espaco vectorial real V', com um produto intermo e
de dimensé&o finita, denota-se por espago euclidiano.

Definicdo (Base ortogonal e ortonormal). Seja vV um espaco euclidiano, de dimenséao
n € M. Diz-se que:

(3) Uma base B de V¥ € ortogonal se B é um sistema ortogonal de vectores.

(4) Uma base B de v & ortonormal se B & um sistema ortonormal de vectores.

Exemplo. No espaco vectorial real R™, a base canonica, isto €, a base formada pelos
vectores:

e, = (1,00,..,0),e, = (0,1,0,..,0), ...,e,, = (0,00, ...,1),

& ortonormal em relac&o ao produto interno usual {(ou candnico), isto g,
Vi = (U, Uy, Usg, v,y ), ¥ = (0,05, v, .., v,) € R® tem-se

U U= Wty Uy, Tugty oo,

Teorema. Sejam w,,w,, .., w, vectores ortogonais ndo nulos de V. Entdo, ¥v €V, 0
vector

U —projgp v — = projg v

ﬁoté_ Na cbns?rugﬁo da ﬁasé B;¥7{El,ﬁz,...,ﬂn}, do teorema anterior, primeiro utiliza-
se o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmitd para constituir uma base
ortogonal, da seguinte forma:

Wl - Ei
= . >
W, = €, — projg_é,
Wy =¢&;— ‘p‘.r‘oj,;__ég - p‘ro}',;lgg

W, = &, — projg &, —projz &, — - —projz &,

Seguidamente, determina-se os versores de cada vector w, ,i € {1,2, ..., n} obtendo

l

= w3

Uz = 7=
A

L_ow

Uy = 7=
Al

|3
;

=

Uy =

H

F

Exemplo. Seja 0 espaco vectorial real R*, com o produto interno candnico
Vi = (ug, g, uy),0 = (v, 75, v;) ER®, U % = ugvy + w0, + ugw; .

Considere a base B = {(1,1,1),(0,0,1),(1,0,0)} de R3. Determinar uma base ortonormal
B'= {51-7_4‘:;‘1:3}‘ em que

- (1,1,1)

@l

Eniéo, primeiro vai-se ortogonalizar a base B, aplicando o processo de ortogonalizacéc
de Gram-Schmitd:

wy = (1,11)
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Definigdo (Matriz da métrica). Seja v um espaco euclidiano de dmenséon e N, &
seja B ={é,,&,...e,) uma sua base. A matriz real G =[¢ ¢].ij€e {12 ...n},

denomina-se por matriz da métrica (do produto interno definido em V) em relag&o a
base considerada.

Nota. Num espaco euclidiano v, a matriz da métrica em relac&o & base ortonormada
B = {e,,e,, .., e,} € amatriz identidade, pois:

3 {IZI sel#j

g e, = .
v 1 sei=j"

porque quando i # j, 0s vectores e, e E}. s&o proporcionais, e quando i = j, |le]l= 1 =
e;-e =1

Teorema. Seja V um espaco euclidiano de dimenséo n € N, e seja B = {e,,é,,...,6,}
uma sua base. Seja G = [¢, -é'}.],i,j € {1,2, ...,n} a matriz da métrica (do produto intermo
definido em v) em relacdo & base B =1{e,e,...e,}. Sejam
i, v € Vtais que

= sUgs s Uy v= 20 s V)
u =g (ug,u,y, . u,) e v=5 (v, ..,7,)

Entdo,
r-.. "

Teorema. Seja VvV um espaco euclidiano, sejam B = {v,v,,,v,} €
B'={v',,v',,-,¥',} duas bases de V, e seja P =M(B — B"), matriz mudanca de
base, da base antiga B para a base nova B'. 5e ¢ & a matriz da métrica do produto
interno em Vv, em relac&o a base B, entdo a matriz da métrica do produto interno em v,
em relacéo a base B', é \

G' = PGP

Consequéncia do teorema anterior. Se 5 = {v,,v,,-,v,} e B' ={#',,¥',,---, 7', } sé0
bases ortonormadas de v, entdo ¢' = G = I, logo tem-se:

I, =P Pe=pt=p"

Definicdo. (Matriz ortogonal). Seja P uma matriz quadrada real de ordem n. Diz-se
que P é ortogonal, se P~ = p*t.

Exemplo. Considere o espaco vectorial real R?*, com produto interno candnico, isto &,
para todo x = (x4,%5,%3), ¥ = (y1, ¥, ¥3) € R?,

X J-r;r X1V T x5y, +x VEI
- 1 £ L 1 £ L2 £ 1
ortonormadas de R®. Seja

i 2

3 3 3

_ n—-| 2 1 2

p=MB—B)=| - ; 3|
_r z 1
3 3 3

Pelo teorema anterior P € uma matnz ortogonal. De facto, PP* = I;, 0 que equivale a
dizerque p~1 = pt.

Teorema (Produto de maitrizes ortogonais). Seja P e @ matrizes quadradas reais. S5e
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P e @ sdo matrizes ortogonais, entdo P@ é uma matriz ortogonal.

Definigédo (Matriz definida positiva). Seja 4 uma matriz real simétrica, isto &, A = A"
Dizse que A & wuma matriz definida positva se, para cada vector
0% 4= (uptty,..,u,) € R tem-se:

(i3]
U
[ us o w A = (U], u> 0.

iy,
Entao, a matriz 4 é definida positiva se, e somente se, |4] = ac — b* = 0.

1

Exemplo. A matnz real A = [_2

‘52} & definida positiva,

Teorema. Seja A uma matriz real definida positiva. Entdo A define um produto interno
em R", isto é, para quaisquer vectores u = (uy,ug, .., u, ), ¥ = (v, vy, ..., v, ) de R™

0

Vs
[ul Uy ... “u,.,.,,] Al .
(U'H,
Teorema. Seja Vv um espaco euclidiano. Entdo qualquer matriz da métrica € definida
positiva.

Definigdo (Complemento ortogonal). Seja V¥ um espaco euclidiano, esga@ =SS V.

O comnlemento arfoannal de § desiaonado nor §+ é o conininto de todos os vectares de
Exemplo. Sgja Vv um espaco euclidiano. Se § = {ff}, entdo S*=V. E se 5=V, entédo

st={o0}.

Exemplo. No espaco euclidiano B*, neN e n>1. Seja S={7}, onde 0= =
[al,az,...,an]if’ E™. Entdo,

St={x= (x5, %5,..,x, ) ER"™: v+ x =0}
= {(xpxg wnx,) ER™ : ayx; +ayx, + 0+ a,x, =0}
O

Caso particular do espaco euclidiano R*. Se 5= {7}, onde 0 # % = (a,b,c) € 3,
Entdo,

= £(x1}rrzj eR?: ax + b‘}’+ cZ = ﬂ},
a equacdo do plano, que passa pela origem e com vector normal v = (a, b, ¢).

Caso particular do espaco euclidiano R?. Se 5= {7} onde 0 =% = (a b) € R,
Entao,

St={(x,y) ER?: ax+ by =0},
A equacdo da recta que passa pela origem.

Nota (Muito importante!!!). No espaco euclidiano R®, com o produto intermo canénico,
seja S = {v,,7,, ..., 1,,}, onde
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Exemplo. No espaco euclidiano R?*, com o produto interno candnico, seja
Ss={(1,1,1),(—101)}.
Determinar 5+

Entao,

S/\J_={(X,y,Z)ER/\3 :X+y+Z=—X+z=O }

T4y _0 ;’B:)\
PR R
— 2z =

z=AeR

S ={(A4—-244):AeR}={((1,—-21))

Teorema. Seja V um espacgo euclidiano, com um produto interno. Para quaisquer
subconjuntos ndo vazios X e ¥ de IV, tem-se:

(1)5exc vy, entdo ¥+ c x+.

(2) x © (x4~

(3) (x)*+ = x*, e em particular, ({2, ¥, .., U )" = {¥y, Uy, oo, U}

Nota. O “ponto 3" do teorema anterior, permite calcular complemento ortogonal de
qualquer subespaco de V finitamente gerado.

Exemplo. No espaco euclidiano B?, seja § = ((1,1,1), (—1,0,1)). Entéo,
St={((1,1,1),(—,01))" ={(1,1,1), (—1,0,0)} = {(1,—2,1)).

Teorema. Seja V um espaco euclidiano, e seja F um subespaco vectorial de v. Tem-
se, neste caso:

(1) vV =F@&F*.

(2) (F-Y*=F.
Exemplo. No espaco euclidiano R?*, com o produto interno candnico, seja o subespaco
vectorial F ={(1,—1,0)). Seja v = (x,v,z), um vector arbitrario de R*®* Determinar a
projeccédo ortogonal de ¥ sobre F, e sobre F+.

Ora,

F={a(1,—-1,0): a eR}={(a,—a,0): a € R}

Determina-se em primeiro lugar o complemento ortogonal de F. Ora,
F* = {(ab,c) eR®: (a,—a,0)(a,b,c)=0}
= {(a,bc) ER®: aa—ab =0}
= {(a,b,c) ER*: a—b =0}
= {(bbc): beeR}
= {(11,0),(0,0,1}}
Como R® = F@F* entdo R® = ((1,—1,0),(1,1,0),(0,0,1)}, 0 que significa que
B = {(1,-1,0),(1,1,0),(0,0,1)}
é uma base de R®
Assim sendo, existem escalares reais «, §, &, tais que
%= (x,32) = a(1,—1,0) + £(1,1,0) + 5(0,0,1).

Entdo

a=3G-3), =G+, G-z
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(1)d(a,b)=0<=da=b.
(2)d(db) = d(b,a).
(3)d(db) < d(d &) +d(E d).
Teorema. Seja IV um espaco vectorial, com um produto interno, e seja F um subespaco

vectorial, de dimenséo finita, de v. Para cada vector v e v, a proj=, v é ovectorde F
mais proximo de v, isto €, cuja distédncia a v € minima.

Definigdo (Distancia de um vector a um subespacgo). Segja V¥ um espaco vectonal,
com um produto interno, e seja F um subespaco vectorial, de dimensé&o finita, de V.
Dado um vector ¥ € v, chama-se distdncia de # a F, ao numero real

d(#,F) = min{||z - f|| - f€F}.

MNota. Seja v um espaco vectorial, com um produto interno, e seja F um subespaco
vectorial, de dimenséo finita, de V. Pelo teorema anterior, para cada v € v, entdo:

3 3 5 3 I 3 =
d(v,F) =min{||z_5—f|| : fE F}= ||v—proj'—F15|| =‘N|Illlv” — ||proj—F 15||

A dltima igualdade deve-se ao teorema de Pitagoras.
Produto externo

Teorema. Seja vV um espaco euclidiano de dimenséo trés. Sejam os vectores u,v €V
linearmente independentes. Entdo existe uma infinidade de vectores z, tais que:

. . e T e 4 oL o
cujas colunas sao compostas pelas componentes dos vectores vy, v,, ..., v, Na base B
considerada. O determinante da matriz 4, toma o nome de determinante dos vectoras
vy, Uy, .., U, €M relacéo & base B:

dety(By, By o, B,) = AL

Teorema. Seja V¥V um espaco euclidiano de dimens&o 3, com uma base fixa B =
{e,,€,,6;} Seja = um ndmero real positivo qualquer e sejam os vectores u,v €V
linearmente independentes. Entdo, existe um, e um s6, vector z tal que:

@zlu e z1 v,

(b) lIzll = «,

(c) detg(u,v,z) > 0.

Definigao (Produto externo). Segja ¥ um espaco euclidiano de dimenséo 3, com uma
base fixa B = {e,,e,,e,} Para quaisquer vectores u, v € V, chama-se produto externo
(ou produto vectorial) de u por », e representa-se por u x v, ao vector assim definido:
(1) Se os vectores u e # sdo linearmente dependentes, entdo @ x 7 = 0.
(2) Se os vectores u e v s@o linearmente independentes, entdo u x ¢ € o (nico
vector de vV que verifica as seguintes condicdes:
@uxvlu euxvluy,
(b) Iz x #ll = llllllull sen(2 (%)),
(c) detg(u,v,uxv) > 0.
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Unidade 2. Espago e Subespago Vectorial Real

Mota. A determinacéo do produto externo de dois vectores linearmente independentes
€, em geral, muito laboriosa. No entanto, se se conhece as componentes dos vectores
em causa em relacBo a4 uma base ortonormada, o calculo fica muito mais facil, de
acordo com o teorema que se segue.

Teorema. Seja V um espaco euclidiano de dimenséo 3, com uma base ortonormada
fixap = {e,, e,,e,}. Para quaisquer vectores u,v € V, sejam

u =g (upugug) e v=p (v,v,,v;).

Entdo, tem-se:

UKV = (UyVg — Ugly, Ugly — U Vg, UgTy — Uy Vy) .

Mota. Existe uma regra mnemaonica para o resultado do tecrema anterior:

M)
i
M)

1

1
¥y

3
g
L

Uz Uj
v, vy

. Uy Ug

E _| u; u
1
vy Ty

;;q|
20y v

=l
x
o
I
=

=3

ra Ms_-‘_i Ba

Aplicando desenvolvimento de Laplace sobre a primeira linha.

Nota. Se os vectores u e v forem vectores do espaco euclidiano R?, entdo |lu x »||
representa a area do paralelogramo, construido sobre os vectores dados, conforme a
figura.

i [ > o

Area do Paralelogramo

U
Exemplo. No espaco euclidiano R?*, com o produto interno candnico, sejam os vectores
u=(134)evr=(2,-6-5) de R
(a) Determinar um vector unitario e ortogonal a u e a v.
(b) Determinar a érea do paralelogramo construido sobre os vectores u e .

Alinea (a). Seja B = {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)} uma base ortonormada de R?, em relacdo
ao produto interno candnico. Entéo,

u=,(134) e 7=, (2,—6,—5).
5 (1,3,4) 5 ( )

. 3 4 1 4|1 3
X v = | ,—| , | =(9,13,—-12).
ax=(|5 Sk S5l Sol)=¢ )
O vector pedido & o versorde u x v
1 . . [9394 134394 —12/394
U X VU= » ’ .
Iz x o 394 394 394

91



Algebra Linear

Alinea (b). A drea do paralelogramo é de 394 u/2..
Conclusao

A introdugdo de produto interno num espaco vectorial real abstracto, permite, de uma certa
forma, dar mais caracteristica aos vectores (norma, dngulo entre vectores, projecgao ortogonal,

etc.)

A matriz mudanca de base, entre outras coisas, permite relacionar diferentes aspectos, entre

bases distintas, num espago vectorial real de dimensao finita.

A matriz da métrica permite saber se uma determinada base é ou nao ortogonal (ou

ortonormada) em relagdo ao produto interno considerado.

O produto externo tem vérias aplicagdes no calculo de area e volume, nos espacos euclidianos
RA2 e RA3.

1. No espaco vectorial real F?, sejam as bases
B={x*—x+1,—x+1,—x*—x+2}eB' ={x?—x,—x*+2x+1,—x*+x+1}
a) Determine P = M(B — B").
b) Mostreque Q = P~* =M(B' — B).
c) Determine as componentes (4,,4,,4;)do # = ax? + bx + 1, a,b € R, na base
B Verifique que as componentes (4',,1',,4',) do vector ¥ na base base B', &

dado por:
J:{'il “11
. =@H_
JJL’i:i "13

2. Verfique a seguinte operac&o & produto interno no espaco vectoral indicado:
(@) Vit = (uq,u,), % = (vy,v,) € R?, U -9 = 3uyv, +u,vy +uyv, + 2u,v,.

3. Considere o seguinte produto interno no espaco vectorial real B*:
Vi = (uruzrual{; = (4,75, v3),

U= 2uy vy +Ug¥y + 2UnVy — UgVy + UV — Uty + 2Uvy.

Sejama = (1,21) e b = (-1,1,1).

(a) Determine o &ngulo de a com 3, em relacéo a este produto interno.

(b) Determine a norma de a e I::, em relacéo a este produto intemo.
4. No espaco vectorial real R?, seja o seguinte produto interno:
Y = {ul,uz,uaj,{; = (vy,v,,v3),
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Unidade 2. Espago e Subespago Vectorial Real

A
v = 2ugty tugvy — Ugty Fug vy 33U, —ug vy Uy

21

(a) Diga para que valores reais de « s&o ortogonais os vectores a = (2,a,1) e

hefwl17 —1)
7. Seja o espaco euclidiano R?, com o seguinte produto interno:
Vi = (uy,uug), ¥ = (vy,v5,v5) € R,
U0 = 2uy0y + Uty — UgVy U0, + 3ty — Uy F UV, .
(a) Determine a matriz da métrica ¢ em relacéo a base canonica B, e a matriz da
métrica 6', em relacdo a base B' = {(1,1,1),(—1,0,1),(2,1,1)}, de R3.
(b) Determine a matriz mudanca de base P = M(B — B').
(c) Venfigue que ¢' = P*GP.
(d) Verifique que &' € uma matriz definida positiva.
8. No espaco euclidiano R?, seja o seguinte produto interno:

= =

Xy = 3%y — X ¥y — XYy T 2%5¥s,
onde ¥ = (x,,x,) & ¥ = (y,,¥,) S80 vectores arbitrarios de R?. Indique uma base
ortonormada para o espaco.
9. No espaco euclidiano R?, seja um produto interno que, em relacdo a base
candnica, tem a seguinte matriz da métrica
2 -1 0
-1 1 D].
o o0 3
Indique uma base ortonormada para R3.
10. No espaco euclidiano R?*, com o produto interno candnico, sejam os vectores
u=(-112), v=(0,—1,2) e w = (2,—1,-3).
Determine, supondo fixa a base canonica:
(a)u x v
(b) 7 xw
) (u+7v)xw
(d) - (¥ xw)
11. No espaco euclidiano R?, seja uma base B = {&,,,,2,}, formada pelos vectores

unitarios e que fazem entre si angulo de
T

3
Sejamx = ¢, —e,, y= —&, +¢&,, 2 = —¢, + 2¢,. Calcule:
(@)% x ¥.
(b) (x7)-Z.
€) (xx ) %z

Resumo da Unidade

Nesta unidade introduziu-se o conceito de espaco e subespaco vectorial real, com destaque

G =

para os espagos (ou subespacos) de dimensdes finitas.

O conhecimento de base e dimensao de um determinado espago vectorial real, permite

identificar, com rigor, qualquer vector nele incluido.

Introduziu-se o produto interno num espaco vectorial real, facto esse que permitiu, entre

outras coisas, a determinacdo da norma de um vector, calculo do angulo entre vectores,
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normalizagdo de uma base, célculo de projecgao ortogonal sobre um vector e sobre um

subespaco vectorial.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Teste sumativo da unidade Espago e subespaco vectorial

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem sete questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacado

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacéo total.

1. No espaco vectorial real F*, seja
B={x—x?+1x?—x—-2{k—VUx3+x?+x—-1,—=x+x+3},kER.

Determine, justificando, os valores reais do paréametro &k, de modo que B seja uma base
de P2

2. Noespaco vectorial B*, sejam os seguintes subespacos vectoriais:

F={(101-1)), 6 ={(1,-1,1,1),(0,1,-11)ye H = {(1,1,—1,3), (1, —1,1,00}.
Verifiguese F+ G+ H=F $ GDBH.

3. No espaco vectorial real P?, seja o subespaco vectorial § = {p(x) € P%: p(1) = 0}.
WVerifigue que § = P*. Determine uma base e a dimenséo de S.

4. No espaco vectorial real P2, sejam os seguintes subespacos vectoriais:
F=lalx?—x)+blx—1+e{—x2+2%x):a=b—c=0}e
G={ax?+bx+c:a—b=a+b+c=0L
Determine F N G.

5. No espaco vectorial real R?, seja o seguinte produto interno:
vu = (ul,ug,uaj,ﬁ = (vy,75,v4),

U7 = 2wy vy F UV — Ugly F Uy + 3Uavy — Uy vy F U vy FUugvs .

(a) Diga para que valores reais de « sdo ortogonais os vectores a= (2,a,1) e
b=(a+12—1).
(b) Determine um vector unitario e ortogonala u = (1,—1,2) e v = (2,1, —1).
6. No espaco euclidiano R?, considere o seguinte produto interno:
Vu = (upu::uajrﬁ = (15'1:1"2:1"3j S ]RE.
U7 = 22U vy + U vy — Ugty F Uy + 33U, — U F Uy .
Use o processo de ortogonalizacédo de Gram-Schmitd, para transformar a base
B =1{(1,1,1),(0,1,1),(1,2,3)} numa base ortonormal.
7. No espaco euclidiano R?, com o produto interno candnico, sejam os vectores
u=(—1,1,2), v = (0,—1,2).
Determine a area do paralelogramo, que tem como lados ndo paralelos o0s
vectores u e .
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
do curso.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagdes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001;

e LIPSCHUTZ,S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.
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Unidade 3. Aplicacéio linear

Introducao a Unidade

Nesta unidade vai estudar-se as aplicagdes lineares de um espaco vectorial arbitrario para um
outro espaco vectorial arbitrario . Os resultados que se vdo obter aqui tém vérias aplicagdes na

Fisica, Engenharias e vérios ramos de Matemética.

Obijetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

* Identificar uma aplicagdo linear.

* Determinar o nucleo e aimagem de uma aplicagao linear.

e |dentificar um isomorfismo.

* Determinar matriz de uma aplicacdo linear, em relagdo a uma determinada base.

* Operar com aplicagdes lineares.

Termos-chave

Aplicagdo linear: Sejam V e V' espagos vectoriais quaisquer sobre o corpo B, Uma
aplicac&o
FV =V
diz-se uma aplicagdo linear, se Vi, v €V, 1 € R tem-se:
1. fli+v) = fu) + f(v);
2. flaa) = ar(u).

Imagem e imagem inversa de um conjunto. Seja F:V — V' uma aplicacdo linear, entre
0s espacos vectoriais reais Ve V7' Sgam Fc Ve FFc V' Imagemde F é

FF)={f(®):v € F},

e imagem inversade F' é
FAUF)={v eV:f(v) V).

Matriz de uma aplicagéo linear: Seja f:V — 1" uma aplicacdo linear entre os
espagos vectoriais IV e V' sobre o corpo R, com dimensges n e p, respectivamente. Sejam
B= {611 EZJ.”JEH} eB'= {Eili EHEJ "t E’p]

bases arbitrarias de IV e ', respectivamente. Sejam

f(al} =g {a111a211"-1 ﬂpl}
-
) =g {’2121&'221"'1&‘@2}

f(i}’n} =g {almﬂz;m'":a'pn}

Entdo, a matriz da aplicacdo linear f:V — V' em relacdo as bases B e B' é

211 gz e By

Gz Qzz .. COzy
A= M(f; B_. B“:l = : : : i

Gp1  Op2 Qpn
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isto & & a matriz de dimensdo p x n, cuja coluna i & composta pelos componentes do vector
f(¥;) na base B'".

Actividades de Aprendizagem

Actividade 1 - Aplicacao Linear: nicleo e imagem.

Introducao

Nesta actividade introduz-se o conceito de aplicagao linear, e da-se principal destaque a

determinacdo do nucleo da imagem.

Os conceitos de “imagem” e de “imagem inversa”, de um subespago ou de um vector, bem
como as suas propriedades, sdo fundamentais na determinagdo do nucleo e da imagem e,
consequentemente, na caracterizagdo de uma aplicagdo linear (monomorfismo, epimorfismo e
isomorfismo).

Mostra-se a relagdo existente entre a dimenséo do espago de partida de uma aplicagéo linear,

com a nulidade (dimens&o do nlcleo) e a caracteristica (dimenséo da imagem).

Detalhes da actividade
Definicdo (Aplicagdo linear). Sejam V e V' espagos vectoriais quaisquer sobre o
corpo R. Uma aplicac&o
f:v—=v

diz-se uma aplicacéo linear, se vu,v € vV, 1 € R tem-se:

3. f@+9)=F@+F@)

4. f(a) = Af(w).
Teorema. A definicdo anterior € equivalente ao seguinte: f:V — V' € uma aplicacéo
linear se vu, v € V, ¥i, 8 € R tem-se:

f(Ad + B#%) = Af (i) + B (D).

Exemplo. A aplicacdo f: R* — R? definida por
flx,v,z) = (3x — 7z,x — 5y + Bz),
& uma aplicacao linear.
Verificagdo. Sejam u = (uy,uq,uq), v = (vy,v,,v;) € RPesejale R

fa+v) = flug+vyu;+vyu3+v;)
(3(uy +v,) —7(uz +vg) ,uy +vy — 5(uy; +v;,) + 8(ug + v3))
f) + F(@) (3u, — 7ug,u, — S5u, + 8uy) + (3v, — vy, v, — 5v, + Bry)
(3uy — 7ug + 3v, — 7wy ,uy — 5u, + 8uy + vy, — 5v, + 8vy)
(3(uy +v,) —7(uz +vg) ,uy +vy — 5(uy; +v;,) + 8(ug + v3))

Isto €, flu+v) =f(u) + fF(¥)

o

- flaw) = f(iug,du,, dugz)

(3(Auy) — 7(Augz) . Auy — 5( Au,) + 8(Auy))
Af () A(3u; — 7ug,u, —5u, + 8uy)

(A3u, — A7uy, Auy — A5u, + A8uy)
(3(Auy) — 7(Auz) ,Auy — 5( Au,) + 8(Auy))
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sto &, F(AT) = AF(D).

Aplicagédo linear nula. S5ejam v e V' espacos vectoriais quaisquer sobre o corpo R. A
aplicac&o linear

0:v—V
tal que ¥ ¥ € v, 0(¥) = 0, denomina-se por aplicacéo linear nula.

Aplicagéo linear identidade. Seja v um espaco vectorial qualquer sobre o corpo R. A
aplicacao linear

4V =V
tal que v v € v, i(v) = v, denomina-se por aplicacéo linear identidade.

Mota. Pode-se definir uma aplicacdo linear f: vV — V', entre 0s espacos vectoriais vV e
V' sobre o corpo R, dando a conhecer as imagens de todos os vectores de uma base
qualquer 17

Exemplo. Seja f: R* — R® uma aplicac&o linear definida por:
F((1L.1)) = (3.2.1) e f((0,—2)) = (0,1,0).
Determinar f((a, b)), para todo (a,b) € R%.

Como os vectores (1,1) e (0,—2) & uma base de R?, entdo qualquer vector (a, b) € R?,
& uma combinacao linear destes vectores, isto &, existem escalares 4, e 4, tais que

(a,b) = A,(1,1) + 1,(0,—2).

E —Dz i]m[é —Dz bia]m[é 2 (a—ab)ﬁ}
Entdo, A, =ae i, =(a—b)/2.
Sendo assim,

f((a,B)) = f(a(LlJ +%b (0,—2J)

= af((1L1))+ a’T—bf(n, -2)
= a(321)+ “T_b (0,1,0)

Sa—b
= (3&,—,&)
2

Uma aplicacéo linear f: V — V', entre os espacos vectoriais v e V' sobre o corpo R,
diz-se:

* Monomorfismo, se g injectiva.

» Epimorfismo, se & sobrejectiva.

* Isomorfismo, se é simultaneamente monomorfismo e epimorfismo.

¢+ Endomorfismo, se v =1".

« Automorfismo, se & simultaneamente isomorfismo e endomorfismo.
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Teorema. Seja f:V — V' uma aplicag&o linear, entre 0s espacos vectoriais vV e V'
sobre o corpo R. Entéo:

1.

b

f(0,)=0, , onde 0, e 0, representam vectores nulos em Vv e V'
respectivamente.

Yo eV, f(—v) = —f(v).

VLB eV, f(i - B) = F(@) - F(3).

f transforma vectores linearmente dependentes de Vv em vectores linearmente
dependentes de V', isto €, se v, v,, ..., v, Séo vectores linearmente dependentes
de v, entdo f(¥,), f(¥3), ... f( 7.) s80 também linearmente dependentes.

f transforma vectores linearmente independentes de Vv em vectores linearmente
independentes de V' se, e somente se, £ é injectiva.

Definicdo. (Imagem e imagem inversa). Seja f: V — V' uma aplicacao linear, entre 0s
espacos vectoriaisreais Ve V. Sglam FSE Ve F'C V' Imagemde Fé

fF)={f@):ve F},

e imagem inversade F'é

fFFUFY ={p eVv:f(v) e V'}

Nota. f(v) = f({vD e F (¥ = F({z'D.

Exemplo. Seja a aplicac&o linear f: P* — P!, definida por

flax*+bx+c)=(a—c)x+ b, paratodo a, b,c € R

SeglamF ={x,x —1}, G ={x,x— 1), F ' ={x +1,—x}e ¢' = (—2x + 1). Determinar f(F),
f(6), fFH(Fe f(6)

fR)={).flx-1))={lx -1}

G=lrx—1)={ax+ flx—1)afeR}l={a+fx— F:a f € R}

Ent&o

f(6)

{f[:(rx—l-ﬁjx —,G):rx,,{? £ ]RE'.}
[fx+a+f:af cR}
Blx+1)+aafeR}
{(x+ 1,1}

pt

FHUF)={ax*+bx+ce P flax*+ bx+c) EF'}

flax*+bx+c)eF e flax*+bx+c)=x+1 ou flax*+bx+c)=—x

Entgo:

FHED

= (a—clx+b=x4+1 ou (a—clx+b=—x
= (a—c=1 e b=1) ou (a—c=-1 e b=0)
= (a=14¢c e b=1) ou (a=-14+¢c e b=10)

[+ c)x*+x+cceRU{(-1+c)x?+c:c ER}
K+ x}+ P+ DUu{—=xT+ 2+ 1)

G ={(—2x+1)={A(-2x+ 1): 1 e R}
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FU6Y ={ax*+ bx+c €P*: f(ax® +bx+¢) = —2Ax + 1}

flax?+bx+c)=—-21x = +lla—c)x+b=—-2Ax+2A
= g—c=—24 e b=41
2 a=c—21 e b=4

FUE) ={(c—2Dx* +Ax + A ce R} ={(—2x* + x,x? + 1}

Teorema. Seja f: V — V' uma aplicac&o linear entre os espacgos vectoriais v e V' sobre
0 corpo R, e sejam F e F' subespacos vectoriais sobre v e V' respectivamente. Entéo:

1. f(F)={f(¥): v € F}(diz-se imagem de F) & um subespaco vectorial de V"

2. fTYF) ={v eV:f(v) €V'} (diz-se imagem inversa de F') é um subespaco de

V.

Nota. Seja f: vV — V' uma aplicacéo linear entre os espacos vectoriais vV e V' sobre o
corpo R. Sabe-se que que o espaco vectonal vV € subespaco vectorial de si proprio, e
que {ﬁ“} é um subespaco vectorial de V', onde 0’ é o vector nulo no espaco vectorial V'
Entao:

1. f(v) & um subespaco vectonal de V',

2. £7Y({0'}) é um subespaco vectorial de V.

Definicdo (Imagem e nidcleo). Seja f:vV — V' uma aplicac@o linear entre 0s espacos
vectoriais V e V' sobre o corpo R. O subespaco vectorial de V', f(V) = Im(f) = D';, diz-
se imagem, ou contradominio, ou espago-imagem ou espago caracteristico de 7.
(QQuando o espaco-imagem € finitamente gerado, a sua dimensao denomina-se por
caracteristica de f, e representa-se por ¢;, ou seja, ¢, = d;‘m[f(vj}.

O subespaco vectorial de v, £f2({0'}) = f(0") = Nuc(f) = Ker(f), diz-se nicleo ou
espago-nulidade de f Quando o nucleo & finitamente gerado, a sua dimensdo chama-
se nulidade de f, e representa-se por n,, ou seja, n, = dim[Nuc(fj}.

Exemplo. Seja a aplicacdo linear f : R* — R?, definida por
f((x,}r,z]) = (3x—7z,x — 5y + 8z),

para todo (x,v,z) € R?.
Determina-se a imagem de f e c;, o nucleo de f e n,.

Im(f) = fF(R®) = {f((x,3.2)) : (x.,y.2) € R®}.
Entdo,

f[(x,}r,zj) = (3x—7z,x — 5y + Bz)
(3x,x) +(0,-5y) +(—7z,8z)
x(3,1) +y(0,—5) + z(-7.8)
((3,1),(0,—5),(-7.8))

Como Im(f) € um subespaco vectorial do espaco vectorial R* e dim(R?*) = 2, entdo
¢; = 2. Por outro lado, no sistema de geradores de im(f) hé dois vetcores linearmente

independentes, por exemplo, (3,1) e (0,—5), entdo ¢, = 2.

Nuc(f) = F71((0,0)) = {(x.y.2) € BR*: f((x,3.2)) = (0,0)}.

Ora,

f((xy.2)) = (0,0)
3x —7z=10
= {x —5y+8z=0
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Resolve-se este sistema homogéneo com recurso a reducéo da sua matriz ampliada a
forma escalonada reduzida.

-7

30 =71 |1 0 —

[3 0 ?]N 31|~ 3

1 -5 81 |0 -5 — —31
3 0 1

15

Tem-se entdo:

x+—z= x=3z 3
~31 = 31 ) .23,

¥+ z=0 y=1c*? 15
z=AER

Nuc, = {(%A,%A,A) Ae R} _ (@% 1):- — ((3531,15))

Sendo assim, a nulidade de f € igual a um, ou seja, n, = 1.

Teorema. Seja f: V — V' uma aplicacao linear entre os espacos vectoriais V e V' sobre
o corpo R Dados os vectores v € V e v’ = f(v), tem-se:

1. F1@) = B ev:f(#) =7} = #} + Nuc(f).
2. f & um monomorfismo se, e somente se, Nuc(f) = {ff}, isto &, Nuc(f) € 0
subespaco nulo de V.

Exemplo. A aplicacdo linear f : R® — R?, definida por
f((x,}r,zj) =(3x—7z,x — 5y +8z),

para todo (x,v,z) € R?, tem nucleo diferente do subespaco nulo, {(0,0,0)}, de R?, pois
Nuc, = ((35,31,15)} (ver o exemplo anterior) Logo a aplicacdo f ndo €& um
monomorfismo, isto €, ndo & injectiva.

Exemplo. Seja o endomorfismo f: P* — P?, definida por:
Vp(x)=ax?+bx+cE Pz,f(p(xj) =p'(x) = 2ax+ b.
Determina-se f1(3x + 1) e verifica-se se f € um monomorfismo.
fFEx+1)={ax?+bx+c: flax®+ bx+c) = 3x + 1}
flax* +bx+c¢)=3x+1

e Zar+b=3x+1
= 2a=3eb=1leceER

3
= a,=£ eb=1leceR

Entéao,
3 3 . 3
Fi3x+1)= {Ex‘ +x+cicE ]Ei'.} = {Ex‘ +x} +{c:c ER} = {Ex‘ +x} + (1).
Ou seja, Nuc, = (1) # {0}, 0 que significa que f ndo & um monomorfismo.

Exemplo. Seja o endomorfismo f: R* — R?, definida por

f[(x,}?,zj) = [x—|-}F—z,}r+z,x—}?+z],"¢’[x,}?,z:] £ RE'
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Determina-se f‘l[(—2,1,4j) e verifica-se se £ & um monomorfismo.
FH(-219) ={(x,v.2) € R*: f((x,y,2)) = (-2.04)}.
f[(x,}r,z]) = (_21114J
= (x+y—zyv+zx—y+z)=(—-214)
xt+y—z=-2
- |

yt+z=1
x—v+z=4

Resolve-se este sistema com recurso a reducdo da sua matriz ampliada a forma
escalonada reduzida.

1 1 -1 -2 1 1 -1 -2 1 0 -2 =3 1 0 -2 -3
o0 1 1 1 (~|0 1 1 1|~{0 1 1 1(~0 1 1 1

1 -1 1 4 o -2 2 [+ 0 0 4 5] o 0 1 2

Entao,

Assim, f'((-214))={(1.—12)}, ou seja, Nuc, ={(0,00)}, isto & f é um
monomorfismo.

Teorema. Seja f: V' — V' uma aplicacio linear entre os espacos vectorais vV e I sobre
o corpo R. Se F é um subespaco vectorial de v e F = (X}, entdo

fF)=(f(x)).
Em particular, se F & finitamente gerado, entdo F(F) tambeém & finitamente gerado, &

dim(f[F])i dim(F).
Vp(x)=ax®+bx+cE ]P:,f[p(x]) =p'(x)= 2ax + b.

Calcular f(F), onde F = {x* — 1,x) & um subespaco de F*.
Pelo teorema anterior, f(F) = {(f(x*— 1), f(x)) = (2x, 1) = P

Nota. O teorema aplica-se na determinacdo da imagem de uma aplicaca
f:V — V' desde que se conheca uma base de V.

Exemplo. Determinar a imagem do endomorfismo f: P? — P2, definida por:
Vp(x)=ax®+bx+cE ]P:,f[p(x]) =p'(x)= 2ax + b.

Como B? = {x?,x, 1) entdo
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Im(f) = f(P?) = (f(x%),f (x).f (1)) = (2x,1,0) = (2x,1) = P~.

Teorema. Seja f: V — V' uma aplicacao linear entre os espacos vectoriais V e V' sobre
0 corpo R. Se o espaco vectorial v tem dimens&o finita, entédo

dim(V) = ¢; +mn;.

Em particular, se dim(V)=dim(V') =n, n € M, entdo f € um monomorfismo se, e
somente se, £ é um epimorfismo.

Exemplo. Sabe-se que nicleo do endomorfismo £: B?* — R?, definida por
Flxy,2))=(x+y—zy+zx—y+2),¥(x,y,z) € RS,

& o subespaco nulo {{0,0,0)}. Logo a nulidade de £ € igual a zero (0). Sendo assim,
tem-se:

dim(R®) =¢; +n, S ¢, =3,

ou seja, Im(f) = R?, pois qualquer subespaco de R* com a mesma dimensé&o que R® &
igual a R?*, consequentemente £ &€ um epimorfismo. Entdo pode-se dizer que f € um
automorfismo, pois & endomorfismo e isomorfismo (epimorfismo & monomorfismo).

Conclusao

Uma aplicagdo entre dois espagos vectoriais pode ser linear ou ndo. Uma aplicagao entre dois

espacos vectoriais ¢ linear, se ela obedece todas as propriedades de uma aplicagdo linear.
Os conceitos de imagem e imagem inversa permitem a determinacdo do nucleo e da imagem.
Um isomorfismo pode ser identificado a partir do conhecimento do nicleo e da imagem de .

A relacdo entre a nulidade, caracteristica e , numa aplicacado linear , revela-se muito importante,
pois desde que se conhega dois desses valores pode-se obter o terceiro, e a partir dai, tirar

conclusdes acerca da caracterizagdo de uma aplicagdo linear.

Se aimagem inversa de um vector ¢ diferente de vazio, pode-se deduzir o nicleo a partir dai.

Avaliacao
1. Verifique se cada uma das seguintes aplicactes € ou nao linear:

a) f:R? — R?, definida por f((x,3)) = (xy.x +¥), ¥ (x,y) € R%.

b) g:R®— P! definida por g((aJ b, c}} =(a+c)x—a+b+2c Via bec) ER?.
2. Considere a aplicac&o linear £: B* — P? tal que

F(1L0,0)) =x*+2x e f((01,0)) =x2-24 e £((0,01))=x3+x2

a) Determine f((a, b, ¢)), para todo (a, b,c) € R

b) Determine o nicleo e a imagem de f.

c) Verifique que ¢, +ny = 3.
3. Considere a aplicacdo linear f: B* — P?, definida por

f{(a, b, c}} =Ra+o)xi+(a+b)x+c Yiabc) e R
a) Verifigue se f & um isomorfismo.
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4 Considere a aplicac3o linear g: B® — P!, definida por
f{(a, b, c}} =(a+c)x—a+2b—c ¥iabc) eR
a) Calcule F~(x —3).
b} A partir do resultado da alinea anterior, diga se f & ou ndo um monomorfismo €
indique a cy.
c) Determine F(F), onde F = {(1,1,0), (—1,0,1)}.
d) Determine f~*(F"), onde F' = (x — 1).

Actividade 2 - Matriz de uma aplicacao linear. Operagées com

aplicacao linear.

Introducao

Com esta actividade, pretende-se essencialmente associar uma aplicagdo linear , entre espacos
vectoriais reais de dimensdes finitas, a matrizes, isto é, vai determinar-se matrizes de uma

aplicacao linear, em relacdo as diferentes bases do espaco de partida e do espago de chegada.

Introduz-se os conceitos de matrizes equivalentes e de matrizes semelhantes, e mostra-se as
relagbes existentes entre cada uma dessas classes. Aborda-se, também, as operagdes que se
podem efectuar entre aplicagdes lineares, e mostra-se as relagdes que existem entre essas

operagdes e as operagdes com matrizes que representam as aplicagdes lineares implicadas.

Detalhes da atividade

Definigdo (Matriz de uma aplicagdo linear). Seja f: vV — V' uma aplicacio linear
entre os espacos vectoriais V e V' sobre o corpo R, com dimensdes n e p,
respectivamente. Sejam

— 52 o J 2 rF— 2 ] e
B={v,,v,,v,}eB' = {v 7 2,---,19?,}

bases arbitrarias de v e V', respectivamente. Sejam

N
f(i’ﬂ =g [:ﬂnrﬂzr---’ ‘pl)

f(i‘;z) = (aizrﬂzz:---r%z)
f(vnj EB.' (aln’az;*z""’a'pn)

Entéo, a matriz da aplicac&o linear f: v — V' emrelagéo as bases Be B' é

y1 Gy Qyp
; 31 Q3 op
Ap1 Oz o Opy

isto €, € a matriz de dimenséo p X n, cuja coluna i € composta pelos componentes do
vector f(v.) na base B'.

Nota. Uma aplicagdo linear tem varias maftrizes, mas todas elas tém a mesma

ordem. Sempre que se escolha uma base no espaco de partida e uma outra no espaco
de chegada tem-se uma determinada matriz, ou seja, uma matriz de uma aplicagéao
linear depende das bases escolhidas nos espagos de partida e de chegada.
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Exemplo. Seja a aplicacao linear f : R® — R?, definida por
f[(x,}r,zj) = (3x—7z,x — 5y +8z),

para todo (x,v.z) € R®. Para determinar uma matriz de f escolhe-se uma base
(arbitraria) no espaco de partida R®* e uma outra (também arbitraria) no espaco de
chegada R?.

Se se escolher a base B, ={(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}, base candnica de R? e a base
B' ={(1,0),(0,1)} base candnica de B?, tem-se:

f((L0,0)=(31) =5 (31)
f((0,1,0))=(0,—5) =, (0,—5)
f((0,01))=(-78) =5 (-78)

Sendo assim, a matriz da aplicac&o linear £ em relacéo a essas bases &

0o -7
a=wmfB80=[ O ]
Por outro lado, se se escolher a base B = {(1,-1,—1),(0,1,2),(0,0,1)} de R?, e a base
B'={(1,—-1),(—1,2)}de R?, tem-se:

f(_(lr—lr—lj) = (10,—-2)
F((0,1,2)) = (—1411)
f((0,01)) = (-7.8)

As componentes destas imagens na base B' séo determinadas da seguinte forma:

[1 -1 10 —14 —T]NE -1 10 —14 —'?]N[l 0 18 —-17 —6]
-1 2 -2 11 5] 1 8 -3 1 0 1 &} -3 1

f((L-1,-1)) = (10,-2) =5 (188)
F((0,12) = (-1411) =5 (-17,-3)
F((001) = (=78 =5 (-61)

Logo, a matriz da aplicaco linear £ em relag&o a estas bases é:
_ _ n_ [18 —17 —6]
A =M(f;B,B" [8 =7

Teorema. Sgja f: vV — V' uma aplicacéo linear entre 0s espacos vectoriais V e V' sobre
o corpo B, com dimensdes n e p, respectivamente. Sejam

a3 3 " T 3y
B ={v,,v,,,v,}eB —{v 1,1;12,---,1;1?,}

bases arbifrarias de v e V' Dado um vector xeV, seja x =g (x,,%, -, x,)
(componentes do vector x na base E). Considere a matriz coluna X =[xy x, - x.]*
das componentes do vector x na base B. Entdo X' = AX é a matriz coluna das
componentes de f(x) na base B'.

Exemplo. Seja a aplicacéo linear £ do exemplo anterior. A matriz de £ em relacéo as
bases B = {(1,—1,—1),(0,1,2),(0,0,1)} de R* e B' = {(1,—1),(—1,2)} de R? é, como se
sabe:
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A= M(f:B,B") = [13 —17 —6]_

8 -3 1

Seja ¥ = (x, v, z) um vector arbitrario de R*. Determina-se as componentes do vector x
nabase B = {(1,—1,—1),(0,1,2),(0,0,1)}, da seguinte forma:

1 0 0 x 1 0 0 x 1 0 0 X
-1 1 0 ¥|~|l0o 1 0 x+¥|~l0 1 0 x+y
-1 2 1 =z

0 2 1 =x+:=z 0 0 1 —x—2y+z

Entdo, x = (x,y,z) =5 X = (x,x + y,—x — 2y + z). Calcula-se

X'—AX—F:C_SF_EZ}

4x — 5y + =z
Isto &, f((x,v,2)) =5 (7x — 5y — 6z,4x — 4y + z). Entéo

f[[x,}r,zj) = (7x—5y—6z)(1,—1)+ (4x— 5y + z)(—1,2)
= (3x—7z,x—5v+ 8z2)

Nota. O exemplo anterior mostra que uma aplicacéo linear f: vV — V' fica bem definida
quando se conhece uma matriz de £ em relac&o & duas bases arbitrarias de Ve 1.

Toda matriz 4 de dimens@o m xn representa uma determinada aplicac&@o linear
fiv— V', onde dim(V)=n e dim(V")=m. A aplicac8o linear fica completamente
definida, quando se conhece as bases B e B', tais que 4 = M(f; B, B").

Exemplo. Seja a matniz real

A matriz A representa uma aplicacéo linear f: vV — V', onde dim (V) =3 e dim(V'") = 2,
por exemplo, f: R?* — P

Escolhe-se uma base arbitraria de v, e uma outra de V'. Neste caso, seja
B ={(1,0,0).(0,1,0),(0,0,1)},
a base candnica de R? e
B'={x,1},

a base de PL.
Entdo, para todo (a,b,c) € R?, (a,b,c) =5 (a,b,c). Tem-se:

A

g] _ [ —a— 2c ]
c 2a+ b +5c
Logo,

f[(ﬂ: b, C)) =(—a—2¢)x+2a+ b+ 5¢c
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Teorema. S5gja f:V — V' uma aplicac&o linear, entre 0s espacos vectoriais reais V e
V'. Sejam B e B' bases arbitrarias de Vv e V' respectivamente. Entdo, £ € um
isomorfismo se, e somente se, 4 = M(f; B, B") & invertivel (ou regular).

Qutra forma de definir uma matriz mudanca de base
Definigdo. Seja V¥ um espaco de dimenséo n € M. 5eja a aplicac&o linear identidade
LV — V.

Considera-se em V duas bases B e B', a primeira no espaco de partida e a segunda no
espaco de chagada. Entao, a matriz

M(4i,B,B)=M(B'— B) e M(i,B''B)=M(E — B'").
Operagdes com aplicagbes lineares

Definicdo. Sejam v e V' espacos vectoriais reais, f:V — V' e g: vV — V' aplicacdes
lineares.
1. Asomade f com g & uma aplicac&o linear

f+g:Vv—=V
definida por (f + g)(x) = f(x) + g(x), VX € V.
2. O produto da aplicagédo f porum escalar A € Ré uma aplicagao linear
Af:V — V'
definida por (Af)(x) = Af(x), VX € V.

Teorema. Nas condicBes da definicdo anterior, se B € B' sé@o bases de V e V',
respectivamente, e A = M(f;B,B") e C = M(g:B,B"), entdo

A+C=M(f+g:B,B") e 4= M(Af;B,B".

Definicdo. Sejam Vv, V' e V" espacos vectoriais reais, f:V —=V' e g: V' — "
aplicactes lineares. A composi¢do g - £ € uma aplicacdo linear

gofiv—v"
definida por (g = £)(x) = g(f(X)), Y X €V.

Teorema. Nas condices da definic&o anterior, se B, B' e B" séio bases de v, V' e V",
respectivamente, e A= M(f;B,B) e C = M(g;B',B""), entdo

CA=M(g-f;B,B").

Teorema. Seja f:V — V' um isomorfismo, entre os espacos vectoriais reais vV e V.
Entdo, a aplicacdo inversa f~%:v' — v € um isomorfismo. Mais ainda, se 4 =
M(f;B,B"), entdo A~ = M(f;B', B).
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Exemplo. Sejam as seguintes aplicactes lineares:

o f:R? — P? definida por
fllabc))=(a+c)x*+(b+c)x+a—b+c, ¥ (a, b, c) € R?;
» g:R* — P? definida pela matriz
1 0 0
0 1 Dl,

1 -1 0

A=M(g;B,B") =

onde B = {(1,1,1),(0,1,2),(—1,0,2)} é uma base de R* e B' ={x% —x,x+1} &

uma base de B*:
* h:P? — R, definida por
hlax*+bx+c)=a+b—¢c, Vax®+bx+ceP.

a) Determinar a matriz A" = M(f; B,B")e a matriz ¢ = M(h;B",B""), onde B" = {1} é

uma base de E.
b) Definira aplicacéo linear f + g: R® — P2
¢) Determinaramatriz D = M(f + g, B,B") everificarque D =4 + 4"
d) Verificarque £ € um isomorfismo.
e) Definir o isomorfismo F~1: p? — R
f) Determinar a matriz da aplicacdo —3(f + g): R® — P2,
g) Determinar a matriz M(h e g; B, B'"); e definira aplicacBo ho g: R* — R.

Determinagdo da matriz A' = M(f; B, B").
fllrin) =2x2+2x+1; F((0,1,2)) =2x2 +3x+1; f((-1,02) ) =x*+ 2x + 1

Determina-se as componentes destes vectores na base B' = {x?,—x,x + 1}

1 0 02 2 1 1 0 02 2 1 1 0 0 2 2 1
6 -1 12 3 2y~|0 -1 01 2 1|~|0 1 0 —1 -2 -1}
11 1 1 0 11 1

o 0 0 i1 o o 1 1 1 1

=
1

Frm o Y s e el R i

0 —17ar "0 =1 e {7 0 —1 a

1 0 bl«v[o 1 1 b—alfv[n 1 1 b—a ]~
2 2 «c 0 2 3

0

1

0

c—a 0 0 1 a—2b+c

S SN

0 2a—2b+c
0 —2a+3b—-c
1 a—2b+c

Entdo, (a,b,c)=; (2a—2b+¢,—a+3b —c,a — 2b+¢). Calcula-se agora,

2a—2b+c 1 0 0][2a—2b+c¢ 2a—2b+c¢
Al-2a+3b—¢c|=0 1 0||-2a4+3b—c|=|-2a+3b—-c¢
a—2b+c 1 —1 0l a—2b+c¢ 4q — 5b + 2¢

Entéo, g[[a, b, c]) =g (2a—2b+c¢,—2a +3b —c,4a — 5b + 2c). Logo:

g((a,b,c)) = (a—2b+c)x*+ (2a—3b+ c)x + (4a —5b + 2¢)(x + 1)
= (2a—2b+c)x*+ (6a—8b+ 3c)x+4a —5b + 2c

f([a,b,c:]) —I—g[(rx,b,c:]) =(3a—2b+2c)x?+(6a—7b + 4c)x + 5a— 6b + 3c
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Entéo, a aplicacéo linear f + g: R® — P é definida por
(f+gNabc)=(3a—2b+ 2c)x* + (6a— 7b+4c)x+5a—6b+ 3c, ¥ (ab,c) E R
Determinacdo da matriz D = M(f + 5.5, B').

(F+g)(1,1,1) =3x2+3x+2
(F+g)(—1,02)==x+2x+1

Determina-se as componentes destes vectores na base B'.

1 0 0 3 2 1 1 0 0 3 2 1 1 0 0 3 2 1
0 -1 1 3 1 2(~0 -1 0 1 1 1|~|0 1 0 -1 -1 -1
o 0 1 2 0 1 o o0 1 2 0 1 0 0 1 2 0 1

(F+g)(L11) =3x2+2x +4 =, (3,-1,2)
(f + 5)(0,1,2) = 2x% —x + 4 =, (2,—1,0)
[:f—l_ gj(_lrﬂrzj = x: + 1 EB.I [:1,_1,1:]

3 2 1
D=M(f+g,5',3“)=[—1 —1 —1].

|4l =—-3—-4—-(—-2—-2)=—-7+4=-3, logo 4" & invertivel e, consequentemente, f é
um isomorfismo.

Definigcdo do isomorfismo fF*: P* — R3.

1 1 0
A"'=M(f4,B.B)=|0 -1 -1|.

-1 0 2

Determina-se as componentes do vector arbitrario ax® +bx+ ¢ de P? na base
B'={x%—x,x +1}.
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1 0 0 a 1 0 0 e 1 0 0 a
0 -1 1 b|~0 -1 0 b—c|~l0 1 0 —-b+c
0 0 1 ¢ 0 0 1 € 0 0 1 €

ax*+ bx+c =4 (a,—b+¢,c)

Determina-se as comp1onentes do vector f~ (ax? + bx +¢).

a 1 1 0 a a—b+c
A*‘ll—b+cl=[u -1 —1“—b+cl= b—2c ]
c -1 0 2 C —a + 2¢

fHax*+bx+c)=gz (a—b+c,b—2c,—a+ 2c) Entéo:

(a—b+c)(1,11) + (b — 2¢)(0,1,2) (—a + 2¢)(—1,0,2)
= (Za—b—ca—c,—a+b+c)

Fax®+ bx+c)

Determinagdo da matriz da aplicagdo linear —3(f + g): R* — PF%.
-9 -6 -3
—35=M[—3[f+gj,3,5’]=[3 3 3].
-6 0 -3

Determinagédo da matriz M(h - g; B, B""); e definigdo da aplicagdo h- g: R* — R.

Como
1 0 0
A=M(g;B,BN)=|0 1 0| e c=MMmE.B"Y=[1 -1 o0l
. 1 —1 in
entéao

1 0 0
M(hog;B,B")=CA=[1 -1 IZI][IZI 1 u]=[1 —1 0]
1 —1 0

Como, (a,b,c) =5 (2a—2b+c¢,—a+3b—ca—2b+c)e

Como B" = {1}, entéo

[h‘n g:] (ﬂ?br C:] =4aq — Eb + EC! H(ﬂ, b_r C:] = ]RE.
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Relagédo entre duas matrizes de uma aplicagéo linear

Seja uma aplicacdo linear f: vV — V', entre os espacos vectoriais reais Vv e V', de
dimenstes n e m, respectivamente. Sejam 4 = M(f; B,,B';) e € = M(f; B,,B',), onde
B, e B, s&0 bases arbitrarias de v e B'; e B', s&o bases arbitrarias de V' Sejam
P =M(4;B,,B,) e Q = M(4; B';,B',). Entéo

C=QAP & A=Q cp.

Definigao (Mafrizes equivalentes). Sejam 4 e ¢ matrizes reais do tipo m x n. Diz-se
que A & equivalente a C, e representa-se por 4 ~ €, se existem matrizes invertiveis P,
de ordem n, & @, de ordem m, tais que € = QAP.

Teorema. Sejam A e € matrizes de dimensdes m x n. Entdo 4 ~ € se, e somente se,
existe uma aplicacéo linear f:V — V', entre os espacos vectoriais reais ¥V e V', de
dimensodes n e m, respectivamente, e existem bases, B, e B, de V, e B', e B', de V',
tais que A = M(f;B,,B';)e C = M(f;B,,B',).

Mota. Segundo o teorema anterior, se duas matrizes s&o equivalentes, entédo elas
representam uma determinada aplicac&o linear, em relacéo a determinadas bases do
espaco de partida e do espaco de chegada. Tambeém, dada uma aplicacéo linear
arbitraria, s&o equivalentes quaisquer duas das suas matrizes, em relacdo a

determinadas bases do espaco de partida e do espaco de cheaada.
Exemplo. Indicar uma matriz equivalente a

-1 1 1

A=[1 0 2

] £ g3

Ora, A representa uma aplicac@o linear f: vV — V', onde dim(V)=3 e dim(V") = 2.
Entdo, seja f: R® — R?, por exemplo. Pode-se considerar que A = M(f; B,B"), onde
B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B' = {(1,0),(0,1)} sdo bases candnicas de R® e R?,
respectivamente.

Para todo (x,v,z) € R®, (x,v,2z) =5 (x,v.z) €
X
A[}F]= [x+y+z x+2z],

z

tem-se

f((x,32)) =(—x+y+ 2)(L0) + (x + 22)(0,1) = (—x + ¥ + z,x + 2z).
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Escolhe-se uma base B, de R® e uma base B', de R*, de modo que B, # Bou B', # B
Por exemplo, B, = {(1,-2,0),(0,1,—-1),(1,—2,1)} e B’ = {(1,1),(—L1)}.

Seja
-1 -1

B = M(f; B1JBJ1j =
2 -1

Bd | LA B

As matrizes A e B s@o equivalentes. Nota-se que B = @4AP, onde

1 0 1
-2 1 -=2|,

0 -1 1

1
2
1

2

Q@ =M(4i,B"B'))= e P=M(i B, B)=

[ S

s#0 matrizes invertiveis, pois |@]| ==¢e |P| = 1.

ra |

Sejam v um espaco vectorial, de dimenséo n, e f:V — ¥V, um endomorfismo de V.
Sejam B, e B, bases arbitrarias de V. SejJam 4 =M(f;B,,B,), C= M(f;B,.B,),
P =M(f;B,,B,)e Q=P ' = M(4,B,,B,) Entdo

Definigdo (Matrizes semelhantes). Sejam 4 e ¢ matrizes quadradas reais de ordem
n. Diz-se que A4 & semelhante a B, e representa-se por 4 & C, se existe uma maftriz
invertivel P, tal que ¢ = P~14F.

Teorema. Sejam 4 e © matrizes reais de ordem n. Ento 4 # € se, e somente se,
existe um endomorfismo f: V — vV, onde ¥V & um espaco vectonal real de dimenséo n, e
existem bases B, e B, de v, faisque A= M(f;B,,B,) e C = M(f;E,,B,).

Nota. Segundo o teorema anterior, se duas matrizes sdo semelhantes, entdo elas
representam um determinado endomorfismo de um espaco vectorial real Vv, em relacéo
a duas bases V. Também, dado um endomorfismo de um espaco vectorial real v, sdo
semelhantes quaisquer duas das suas matrizes, em relacéo a duas bases de V.

Exemplo. Dar exemplo de duas matrizes quadradas A e B, de ordem 3, semelhantes.

Ora, as matrizes 4 e B representam um endomorfismo f:V — VV, onde dim(V) = 3.
Seja, por exemplo, f: P* — P? (pode-se escolher, também, f: R® — R3).

Escolhe-se uma matriz quadrada qualguer de ordem 3; por exemplo

1 -1 0
1 0 1)

1 2 3

A=
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Pode-se considerar que 4 = M(f; B,B), onde B = {x?,x,1} € a base candnica de P2
Para todo ax® + bx +¢c € F* ax®*+ bx +c =5 (a,b,c) €

a—b
a+e ],

a+2b+ 3c

logo
flax?+bx+c)=(a—b)x*+(a+c)x+a+2b+ 3c.
Escolhe-se uma base qualquer B, de F?, tal que B, = B; por exemplo
B, ={x*—1,x+ 11}
Seja
1 -1 0]

BZM(fJB1rB1j=I':' 1 1]
As matrizes 4 e B sdo semelhantes. Nota-se que B = P~14P, onde

1 0 0 1 0 0
P=M(i;B,,B)=]|0 1 u] e P‘1=M(1';3,31j=[0 1 o].
-1 1 1 1 -1 1
Conclusédo

Qualquer aplicacéo linear f: Vv — V', entre aspacos vectoriais de dimensoes finitas V7 e
', pode ser associada a diferentes matrizes da mesma ordem (conforme for as bases
escolhidasem vV e V') . Sea dim(V)=ne a dim(V") = m, entdo qualguer matriz que
representa £ tem dimenséo m x n.

Uma aplicacéo linear fica completamente definida quando se conhece uma base do
espaco de partida, uma base do espaco de chegada e a matriz que a representa, em

relac@o a essas bases.

Toda matriz de dimenséo m x n, pode representar uma aplicac&o linear f: vV — V',
onde dim(V) =ne dim(V') =m.

Todo isomorfismo € representado por matrizes invertiveis, e toda matriz invertivel
representa um isomorfismo. Consequentemente, toda matriz mudanca de base &
invertivel, e toda matriz invertivel & matriz de mudanca de base.

A soma de duas aplicacdes lineares, implica adicdo de matrizes correspondentes, em
relacdo a bases apropriadas. A composicao de aplicactes, implica multiplicac&o das
matrizes respectivas, na ordem inversa, em relacdo a bases apropriadas. A
multiplicacdo de uma aplicac&o linear por um escalar, implica a multiplicacéo desse
escalar pela matriz respectiva.

Dada uma matriz rectangular € sempre possivel obter matrizes equivalentes a ela.
Dada uma matriz quadrada & sempre possivel obter matrizes semelhantes a ela.
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Avaliacao
1. Seja uma aplicacdo linear f: R® — P, tal que 2

A=MGFB*E’}:[1 1 —02]’

onde B ={(1,-1,1),(0,2,—1),(1,-1,2)}eB ={x+ 1, x—1}.
a) Mostre que, paratodo a, b,c €ER, (a b, c) =g Ga —%b - c,§a+ %b, —%a +$b + c).
b) Mostre que, para todo a, b,c € R, f((a, b,c)) =(—a+ b)x—a+b+ 2c.
c) Determine a matriz € = M(f; B,,B';), onde
B, = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} e B')={x,—x+1}
d) Determine as matrizes invertiveis @, de ordem 2, e P, de ordem 3, fais que € = QAP.

1 1 -1
2. Determine uma matriz semelhanteamatriz A=|1 0 -2|.
-1 1 3
-1 -1 1
3. Seja a aplicacdo linear g:P? — R® tal que A=M(g;B,B") = [1 0 ﬂ}, onde
-1 -2 1

B={xtx—1—-x*+1leB' ={{101),(-1,1,-1),(1,—-1,2)}.

a) Justifique que g & um isomorfismo.

b) Defina o isomorfismo g~1: B3 — P2

c) Seja h:R® — P!, tal que h((a,b,c)) =(a+b—clx—a+ 2c, para todo a,b,c ER
Definaheg.

d) Determine a matriz D = M(he g; B',B""), onde B = {x,1}.

Actividade 3 - Adjunta de uma aplicacao linear - Endomorfismo

adjunto. Endomorfismo ortogonal.

Introducao

Nesta actividade estuda-se a adjunta de uma aplicagdo linear, com destaque para

endomorfismo adjunto e auto-adjunto.

Da-se realce ao estudo de endomorfismo ortogonal no palno e no espago euclidiano: reflexdo

e rotagao.

Detalhes da atividade
Definicdo (Adjunto de uma aplicagédo linear). Seja f: v — V' uma aplicacao linear,

mntrnn Ae ncnacnc anaetaninaie raaie 7oA 7 o o nrordnita intama lma anlicacrAn linnar

Teorema. Sejam V e V' espacos euclidianos, de dimensfes n & m, com bases B =
{vy, 75, ..,v,} @ B'={v',,v',,..,v",}, respectivamente. Sejam G e ' matrizes das
métricas dos produtos internos, em relacdo &s bases consideradas, em V e V',
respectivamente. Sejam £V — V' uma aplicacéo linear e A= [ai}-]=M(f: B,B")
{matriz com dimens&o m X n). Entéo:

(1A' =M(f*B',B)=G""14"G, onde f* V' — Véaadjuntade f:V — V",
(2) Se as bases B e B' s&o ortonormais, entdo ¢ =1, e ¢' =1 logo A' = 4%

Nota. Dados os espacos euclidianos ¥V e V' e uma aplicacéo linear f: Vv — V', pode-se
aplicar os estipulados no teorema anterior para determinar a sua adjunta F*:1"" — V.
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Exemplo. Sejam os espacos vectoriais reais R* e R?, munidos do produto interno
canonico. Seja a aplicacéo linear f: R* — R?, definida por

F((x.y,2)) = (x—y+zy+22)
Determinar a adjunta de £.
Em relacdo ao produto interno candnico,
B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}e B' = {(1,0),(0,1)},

séo bases ortonormadas de R® e R?, respectivamente. Entéo

N e | 1]

A =M(f;B,B" [D L5
Logo,

1 0

A'=M(f5B.B)y=A4"=|-1 1|

1 2

Paratodo a,b € R, (a.b) =g, (a. b).

L
a5 = [_“ + *’]- Logo f*:R* — R?, & definida por £*((a.b)) = (a,—a + b, a + 2b).
a+2b
De facto, para todo (x,y,z) € R?, (a,b) € R? tem-se:
fl(xy.2)) - (ab) = (x—y+zy+22)-(ab)
= (x—y+z)a+(v+2z)b
= ax+(—a+b)y+ (a+ 2b)z

e
f*((a, b]) (x,y,z) = (a.—a+ba+2b) (x,vz)
ax+ (—a+ b)y + (a+ 2b)z,

isto &,
f((xr}rrz]) ) (ﬂ., b] = fs((avb)) ' {x,y,z]_

Definicdo (Endomorfismo adjunto). Seja F£:v — v, € um endomorfismo de um
espaco euclidiano v, de dimensdo n. Diz-se que o endomorfismo £V — ¥V € um

FG) W =3 f@). :
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Nota (Muito importantelll). Do teorema anterior, se f: ¥V — V, € um endomorfismo do
espaco euclidiano vV, B é uma base arbitréria de VvV, ¢ € a matriz da métrica do produto
interno em vV, em relacéo a base B, e A= M(f; E,B), entéo:

(1A' =M(f*,B,B) = G 1A'G,onde f* & a adjunta de f;
(2) Se B € uma base ortonormal de v, entdo 6 =G™* =1, logo 4’ = A°.

1

0
métrica do produto interno em Vv, em relacdo & uma determinada base B = {v,,v,}.

Sgja f:vV— V¥, um endomorfismo de V e A=M(f;5,5j=[§ _21] Definir o

Exemplo. Sgja ¥ um espaco euclidiano de dimenséo 2. 5gja ¢ = [ _01] a matriz da

endomorfismo £* (adjunto de f£).

Pela nota anterior, ¢ = M(f*,B,B) = G"*A'6. Como 6~ = G, entéo

A'=GA*G = [ 1 1].

-3 2

Seja v um vector arbitrario de V; como B = {#,,7,} € uma base de V, entido existem
escalares 4,5 € R, tais que v = iv, + fv, Tem-se

—31+ 28]
Entédo, F5:v — V & definida por

Fr@)=0A+8)v +(—31+28)v,.
Definicdo (Endomorfismo auto-adjunto). Um endomorfismo que seja adjunto de si
proprio, chama-se endomorfismo auto-adjunto.

Definicdo (Endomorfismo ortogonal). Segja f: vV — ¥V, um endomorfismo de um
espaco euclidiano v. Diz-se que f € um endomorfismo ortogonal se v ¢, w € V, tem-se

f@) fw)=v-w
Teorema. 5eja f: V — V, um endomorfismo de um espaco euclidiano V. Entao:

(1) Separatodo v e v, [If(w)ll = ll¥|l, entdo £ & um endomorfismo ortogonal;
(2) f € um endomorfismo ortogonal se, e somente se, a matriz de £, em relacédo a
qualquer base ortonormada de Vv, € ortogonal.

Exemplos de endomorfismos ortogonais no plano euclidiano R2.
Seja o espacgo vectorial R, munido do produto interno euclidiano.

Rotagdo por um angulo 8, em forno da origem ¢, no sentido anti-horario. Segja o
endomorfismo Ry ,: R* — R, que leva todo vector ¢ = (v,,v,) € R? na sua rotac&o por
um &ngulo &, em tormo de @, no sentido anti-horario, ou seja,

Ry ((‘Eﬂx,v}.)) = (vxcos(ﬁj — v sen(8), v, sen(8) + v}.cos(ﬁ']].
ouge & = {t = (T'0)"\ = (0'T)}

(e =[UO O |

coz(g) —zeu(R)

Mors-26 dns 9 WS

Ikl ral &l R lalfa 1R a1 R R E=1 DR e al I""llll""lﬂl"'\ll[‘lI hﬁl’j |IUE\E:' .Ir)l'rn}"' [\}'\i\‘ll. |I — |I rl’\.—!"\ E\.}'\i”



Unidade 3. Aplicagao linear

R(-)}O( ('U'x:; U?J‘))

(v, Uy)

S
Reflex6es em relagdo aos eixos coordenados. Sejam os endomorfismos R, :R* —
R?, R,:R* — R? que levam fodo vector # = (v, v,) € R* nas suas reflexbes em
relac&o aos eixos x e y, respectivamente, ou seja,

R, ((Dx’vy)) = (vx’_”y) e R}' ((yx’vy)) = (_Dx’yy)'
MNota-se que as matrizes

-1 D}

,=1=M(Rx;3,3)=[3 _01] e A=M[Ry;3,3)=[0 !

onde B ={i = (1,0),; = (0,1)}.

y((Ve,vy)) = (—va, vy) (v,

R.(7)

Ra:((vﬂfa U?j)

Reflexdo em relagéo a recta y = x. Segja a aplicacéo linear R)_:x:]REF — R*? que leva
todo vector ¥ = [:vx,vy) € R? a sua reflexdo em relaco a recta v = x, ou seja,

Ry=:c ([yx’vy)) = [v_‘f’ vx)'
Este endomorfismo é ortogonal, pois “R}::x [[:vxv}))“ = (. v )|
Nota-se que a matriz

A=M(R,-;B,B) =[

l]l]
1 or

onde B ={i = (1,0),j = (0,1)}.

)

Rye((v2, vy)) = (v, vs)

£~




Algebra Linear

Exemplos de endomorfismos ortogonais no espaco euclidiano R3.
Seja o espago vectorial R*, munido do produto interno euclidiano.

Rotac&o em torno do eixo x. Seja o endomorfismo R, .: R* — R® que leva todo vector
v = [vx,v}.,vz) cR?

Rotagdo por um a&ngulo &, em torno do eixo y, no sentido anti-horario. Seja o
endomorfismo R, ,: R* — R?® que leva todo vector # = (v,,v,,v,) € R® na sua rotacéo
porum éngulo &, em tormno do eixo v, no sentido anti-horario, ou sgja,

Rg, ([vx,v}., vz)] = (vx cos(B) + v sen(6), v, —v, sen(d) + vzcos[ﬁ'j).
Este endomorfismo € ortogonal, pois ||Rg,;.- [v v, vz))" = [(vervy v )|-

Nota-se que a matriz

A=M(Ry,;B,B)= 0 1 0

cos(B) 0 sen(ﬁ)l
—sen(f) 0 cos(@) ’

onde B = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

Rotagdo por um dngulo 8, em torno do eixo x, no sentido anti-horario. Seja o
endomorfismo R, .:R® — R® que leva todo vector # = (v,,v,,v.) € R* na sua rotacdo
porum angulo &, em torno do eixo x, no sentido anti-horéario, ou seja,

Ry ([v v, vz)) ( vy co5(8) — v, sen(8), v, sen(8) + vzcos(ﬁj).
Este endomorfismo € ortogonal, pois ||REJ ([:vx,v}., vg))" = || (v, vy v )|

Nota-se que a matriz
[1 0 0 ]

Nota-se que a matriz

cos(f) —sen(f) 0O
A=M(Ry,:B,B) =|sen(6) cos(8) ol
0 0 1
onde B = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

Reflexdo em relagdo ao plano z = 0. Seja 0o endomorfismo R__,: R* — R?, que leva
todo vector ¢ = [vx,v}., vg) € R? na sua reflexdo em relacdo ao plano z = 0, , ou seja,

Ruco (20 23,7,)) = (s vy =),
Reco ((20ry,2)) | = e

Este endomorfismo é ortogonal, pois |

Nota-se que a matriz
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A=M(R_,;B,B) =

1 0 0
o 1 0|
o 0 -1

Reflexdo em relagéo ao plano y = 0. Sgja 0 endomorfismo R

onde B = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

=0 R — R®, que leva

todo vector v = (vx,vy, vz) € R? na sua reflex@o em relacdo ao plano y = 0, , ou seja,
-0 ([v Uy, ¥ )) = [vx,—vy, vs).
Este endomorfismo & ortogonal, pois ||R)_=D ([vx,vy, vz))" = |[(very. v )|l

MNota-se que a matriz

A=M(R,_y;B,B)=

=0

1 0 0
':I _1 ':Ir
o 0 1

onde B = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

Reflexdo em relagdo ao plano x = 0. Seja o endomorfismo R__,: R* — R? que leva
todo vector ¥ = (v,, VU .) € R® na sua reflexdo em relac&o ao plano x = 0, , ou seja,

Re=o ((vervy vz)) (=vevy vz)

Mota-se que a matnz

A= M(R,_y;B,B) =

onde B = {i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0,1)}.

Conclusao

A matriz de um endomorfismo auto-adjunto é uma matriz simétrica. Sendo assim, pode-se

sempre construir um endomorfismo auto-adjunto.

Os endomorfismos ortogonais tém grande importancia no estudo das isometrias: rotagdo e

reflexdo, sdo alguns exemplos.
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Avaliacao

1.

Verifigue se as seguintes matrizes podem representar um endomorfismo
ortogonal:

A=

1/2 ﬁxa] 5 - [ 1/2 Efz] e [0,6 0,8 }
—3/3 1/2) V3/3  1/2 08 —06]
Seja vV um espaco euclidiano de dimenséo dois. Seja ¢ = E
métrica, em relac@o a certa base. Seja f : Vv — vV 0 endomorfismo definido, em
-1
2

—1 .
3 ] a matriz da

relacdo a mesma base , pela matriz A = E ] Defina o endomorfismo £+,

adjunto de f.

No espaco vectorial real R?, seja 7 = (—1,2).

(@) Determine a reflex@o de ¥ em relacdo a recta y = x.

(b) Determine a rotacéo de # pelo &ngulo 8 = E em tormo da origem.
No espaco vectorial real R?, seja o vector v = (—2,1,3).

(a) Determine a reflexéo do vector ¥ sobre o plano x = 0.

(b) Determine a rotac&o do vector ¥ pelo dngulo g emtomo do eixo z.

Resumo da Unidade

Uma aplicagdo linear permite relacionar diferentes espacos vectoriais reais. Pode-se

representar uma aplicagdo linear através da sua expressdo de imagem, através de uma matriz,

em relagdo a determinadas bases, dos espagos de partida e de chegada ou através de

imagens de determinados vectores de uma determinada base do espacgo de partida.

O célculo de nicleo e da imagem de uma aplicacdo linear permite, entre outras coisas, a

classificagdo de uma aplicagdo linear quanto a injectividade e sobrejectividade.

Quando existe um isomorfismo entre dois espagos vectoriais, pode-se “transferir” todas as

propriedades dos vectores de um espago para outro.

Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreensaol!

Teste sumativo da unidade Aplicagdo Linear

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem quatro questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacédo

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacéo total.

Avaliacao
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(1) Seja f: R® — PF? uma aplicac&o linear definida por:
fl1,01) =x%—x F(11,10) =x*—-1e fl0,-11) =3x? —x - 2.

a) Determine f{a,b,c), paratodo a,b,c €ER.
b) Determine a imagem de f.
c) Determine f~(—x + 1).
d) Diga, justificando, se f & ou ndo um monomorfismo?
(2) Seja f:R® — R® definida por flx, v,z) = (x +v,0,v — z).

(a) Verifigue que se frata de uma aplicagdo linear;

— p— p— —

{b) Determine uma base para Nuc (f).
(c) Determine uma base para Im (f).
(3) Seja ¥V um espaco vectorial real, de base B = {&,,6,,&;}, € f um endomorfismo de V,

1 0 1
que, em relacdo a essa base, & representado pelamatriz A= |0 1 2].
2 0 2

{a) Determine f{e; — 2e; + 4e3).
(b) Indique um sistema de geradores para Im (f).
(4) No plano vectorial real R?, sejav = (—1,2,1).
(a) Determine a rotaco do vector #, pelo angulo 8 = g, em torno do eixo =z.

(b) Determine a rotacdo do vector #, pelo angulo 6 = — §~ em torno do eixo x.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,

8. Ed., 2001;

e LIPSCHUTZ, S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.
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Unidade 4. Diagonalizacéo de
endomorfismo [matriz]. Forma
quadrdtica

Introducao a Unidade

Nesta unidade, pretende-se essencialmente introduzir os conceitos de valor e vector préprio
associado a uma matriz [endomorfismo]. A diagonalizacdo de uma matriz [endomorfismo], bem
como as consequéncias que emergem dela, sdo aspectos que vao ocupar, praticamente, mais
da metade desta unidade. Pretende-se, de uma forma separada, analisar a diagonalizagdo de

uma matriz, e de um endomorfismo, e no final concluir que sdo conceitos equivalentes.

Nesta unidade, um vector de © = (x,,%,,..,x,) ER"® n €M, passa a ter uma nova
representacBo — a representacdo matricial, ou seja, o vector ¢ passa a ser
representado pelo wvector linha, [x; x, - Xx], ou pelo vector coluna,
[y xp = *a]"

Os exercicios s&o realizados, essencialmente, com matrizes quadradas reais, de
ordens 2 e 3; no entanto, pode-se propor exercicios com matrizes de ordens
superiores, mas esses, serdo realizados com auxilio do software SCILAB.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

e Determinar valores e vectores préprios de uma matriz [endomorfismo].
¢ Diagonalizar uma matriz [endomorfismo].

e Determinar o polinébmio caracteristico de uma matriz quadrada e de um
endomorfismo.

e Diagonalizar ortogonalmente uma matriz simétrica.

* Resolver problemas algébricas de matrizes, aplicando a diagonalizagao de
matrizes.

* Representar uma forma bilinear por uma matriz.

* Determinar uma forma quadratica a partir de uma forma bilinear simétrica e
vice-versa.

Termos-chave

Polinémio caracteristico de uma matriz: Seja A uma matriz quadrada real, de ordem
n € N. Seja a matriz quadrada real M = 4 —tI,, de ordem n € N, onde I, € a matriz
identidade de ordem n € M, & ¢t &€ uma varnavel real. A simétrica da matriz M & a matnz
tI, — 4, e o valor do seu determinante,

At) = |tl, — Al = (-1)"|A—tl,],
que & um polindmio na varavel t de ordem =, € chamado polinémio caracteristico de
A
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Polinémio caracteristico de um endomorfismo: Seja f : Vv — ¥V, um endomorfismo
de um espaco vectorial real V', de dimenséo n, € seja 4 uma matriz de £, em relacéo a
uma base arbitraria de V. O polinémio caracteristico de f é o polinémio caracteristico
de A.
Valor e vector proprio de uma matriz: Seja 4 uma matriz quadrada real, de ordem n.
Um escalar real 1 é um valor préprio de A se existe um vector coluna n&o nulo
v=[v, v, - Va]*eR"talque

Av = Av .
Nesse caso, o vector v denomina-se por vector proprio associado ao valor proprio
A
Valor e vector préprio de um endomorfismo: Seja f: V — vV, um endomorfismo de
um espaco vectorial real v, de dimens&o n. Um escalar real 1 diz-se valor préprio do
endomorfismo f, se existe um vector ndo nulo v € v, tal que f(v) = Av. Nesse caso,
diz-se que v € um vector préprio do endomorfismo f, associado ao valor proprio 4.

O conjunto de todos os valores proprios de A chama-se espectro de £

Matriz diagonalizavel: Seja 4 uma matriz quadrada real, de ordem n. A matriz 4 &
diagonalizavel se ela € semelhante a uma matriz diagonal

kb 0 0O ... 0
0 k 0 ... 0
D =diag(ki,kay ..., k) =10 0 ky ... 0
0o 0 0 ... k,

QOu seja, D = P"*AP, para alguma matriz regular, de ordem n, P.

Endomorfismo diagonalizavel: Sgja F: v — vV, um endomorfismo de um espaco
vectorial real v, de dimens@o n. O endomorfismo f € diagonalizavel se ele é
representado por uma matriz diagona, de ordem =,

LS5 T | N ) P
0 by 0 ... 0
D= If.'-”_r’j ”1| \ ,f,_, “noay re';] =10 0 by Lo 0

0 0 0 ... k
Por outras palavras, f € diagonalizavel se existe uma base B = {u,,u,,...,u,} de v, tal
que

fluy) = kg
fluzg) = kaug
flu) = ko,

Multiplicidade geométrica de um valor préprio: Chama-se multiplicidade geométrica
de A, e representa-se por m,_(2), a dimens&o do subespaco proprio E,.
Forma bilinear: 5gja ¥ um espaco vectorial real. Uma forma bilinearem v € uma
aplicac@o f : ¥ x ¥V — R tal que para quaisquer escalares a, b € R, para quaisquer
vectores v, v,, v,, U, Uy, u,de V tem-se:

(1) flau, + buy, v) = af (uy,v) + bf(u,,v);

(2) f(u,avy +bv,) = af (w,v,) + bf(w, v,).
Forma quadratica). Seja vV um espaco vectorial real. Uma fungéo
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Actividades de Aprendizagem

Actividade 1 - Vector préprio, associado a um valor préprio,

num endomorfismo

Introducao

Nesta actividade vai introduzir-se os conceitos de polinémio caracteristico, valor préprio e

vector préprio de uma matriz [endomorfismo], bem como algumas das suas propriedades.

Detalhes da actividade

Valores de veciores préprios de uma matriz.

Definigdo (Polinémio caracteristico de uma matriz). Seja 4 uma matnz quadrada
real, de ordem n € M. Seja a matriz quadrada real M = 4 — tI,, de ordem n € N, onde
I, € a matriz identidade de ordem »n € N, e ¢ € uma variavel real. A simétrica da matriz
M é a matriz tI, — A, e 0 valor do seu determinante,

At) = |t — Al = ()" |A—tl,],
que & um polindmio na vanavel t de ordem », & chamado polindmio caracteristico de
A

Teorema (Cayley — Hamilton). Toda matriz quadrada real & raiz do seu polinémio
caracteristico.

1 3

Exemplo. Seja a matriz quadrada real A = [4 5]. O polinémio caracteristico desta

matriz &:
1—t 3 .
a@ =le,—al=|"," ° |=a-96-9-12=r -6 -7.

Pelo Teorema Cayley e Hamilton (teorema, imediatamente anterior), a matriz A é raiz
de A(t) = t* — 6t — 7; veirifica-se:

. 13 18 —6 —18 -7 07]_[0 0]_
A7 —64 ?;2_[24 3?%“[—24 —30%“[0 —?] [0 o] 0, -

Teorema. Matrizes semelhantes t8m o mesmo polindomio caracteristico. Ou seja, dada
uma matriz quadrada real 4, entdo a matriz B = P~14P (semelhante a 4), para alguma
matrz real regular P, tem 0 mesmo polindmio caracteristico que A.

Nota. Existe uma regra para a determinac&o do polindmio caracteristico de uma matriz
quadrada de ordem 2, e de ordem 3.

Caso 1 (Matriz quadrada de ordem 2) Seja A = [zn Zﬂ
21 22

] uma matriz quadrada
real, de ordem 2. Entéo, o polindmio caracteristico de 4 é:
Alt) =t —tr(A)t + 4],

onde tr(4) é o traco de 4, e é igual a soma dos elementos principais de uma matnz
quadrada qualquer, neste caso, tr(4) = ay; + a,,-
tlyy  fyp g
3 Cpp agg] uma matnz
tlygy Gz fgg
quadrada real de ordem 3. Ent&o, o polindmio caracteristico de 4 é:

A() =t —tr (A)t* + (A + Ay + Ag5 )t — 4],

Caso 2 (Matriz quadrada de ordem 3) Seja 4=
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onde, 4,;, para todo i € {1,2,3}, representa o cofactor da entrada (ou elemento) a,, da
matriz A.

Exemplo. Determinar o polindmio caracteristico de cada uma das matrizes, abaixo
indicadas:

1 1 2

0 3 2|.

1 3 9

5 3

Az[z 10

]e3=

Polinémio caracteristico da matriz 4:
A(t) =t% —tr(A)t + |A] = t* — 15t + 44,
Polinémio caracteristico de B:
A(f) =% —tr(A)t* + (A + A5 H Ag)t — 14l =% — 13e2 + 31t — 17 .

Definigdo (Valor e vector proprios de uma matriz). Segja 4 uma matriz quadrada real,
de ordem n. Um escalar real 1 € um valor proprio de 4 se existe um vector coluna néo
nulog=[v, v, - Va]*e€R"talque

Av=Adv.
Nesse caso, o vector ¥ denomina-se por vector proprio associado ao valor proprio
A.

Nota. Se v &€ um vector proprio associado a um valor préprio 4, entéo qualquer miltiplo
escalar ndo nulo de o, kv, k = 0, € também, um vector proprio associado ao valor
préprio 1.

3 1

Exemplo. Seja a matriz quadrada real, de ordem 2, A = [2 2], e sejam os vectores

v, =[1 —2]%%, =[1 1]° € R% Ora.

Av, = [_12] =[1 -—2]% isto & v, € um vector préprio de A, associado ao valor proprio

1.
Av, = [i] =[4 4]*=4v,, isto € v, € um vector proprio de A4, associado ao valor
proprio 4.

Definicdo (Subespacgo proprio associado a um valor préprio). Seja A um valor
proprio, de uma matriz quadrada 4, de ordem n. O conjunto

E,={v=[ v, - Va"€ER":A7 =iv}
€& um subespaco vectorial, do espaco vectorial R, e denomina-se por subespago
proprio associado ao valor proprio A.

Teorema (Propriedades dos valores e vectores préprios). Seja 4 uma matriz
quadrada, de ordem =n. Entéo, as seguintes afirmacdes séo equivalentes:

(1) Um escalar real A € um valor proprio de A4;

(2) Amatriz M = 4 — AI, é singular,

(3) O escalarreal A € raiz do polindmio caracteristico A(t) de A
Mais ainda, o subespaco proprio E;, associado ao valor proprio A, é definido pelo
sistema de equacoes lineares homogéneas MX =0,,.,, onde X =[x; x, - *]*e
0,.,;=[0 0 .. 0]°
Nota (Muito importante!!!). O teorema anterior estipula que, os valores proprios
de uma mafriz quadrada real 4, sdo exactamente as raizes reais do polinémio
caracteristico A(t) de A
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Como um polindmio, sobre o corpo R, pode néo ter raizes, entdo uma determinada
matriz real pode néo ter valores proprios, e, consequentemente, néo ter vectores
proprios.

Exemplo. Determinar os valores proprios da matriz quadrada real,
-1/2 1/2  1/2
A= 0 -1 0
1/2 —-1/2 —1/2

Calculo do polinémio caracteristico. Por 4 ser uma matriz de ordem 3, em vez
utilizar a definicBo do polindmio caracteristico para determina-lo, utilizase a férmula
que se segue:

A(t) =t —tr(A)t? + (A, Ay, + At — Al =3 +2¢7 4 ¢
Calculo de valores proprios. Para determinar os valores proprios de A, basta
determinar as raizes de A(t) =3 +2t2 + ¢

AMi)=0=t*+2t°+t=0=t=00ut=-1.

Agora vai determinar-se os subespacos proprios associados aos valores proprios
A,=0eli,=-1
Para o caso 1, = 0. Resolve-se o sistema homogéneo

- I._,-"IE 1,-’2 1,-1?. _r.l I] Iy =IX3
MX=0< 0 —1 0 [-rgl = [nl =y rr=10
I3 0 T

/2 -1/2 -1/2 1ER

!

Entdo, E, = {(x5,0,x5) : x; € R} = {(1,0,1)) € o0 subespaco prdprio associado ao valor
proprio 4; = 0.
Para o caso 1, = —1. Resolve-se o sistema homogéneo

0 T = —I3
= (0] & re =1
(0 e R

Entdo, E_; = {(—x3,0,%;) : x; € B} = {(—1,0,1)) & 0 subespaco proprioc associado ao
valor proprio 4, = —1.

MX=0x 0 0 (0
1/2 —1/2 1/2

£y

/2 1/2 1/2 [ﬂ

Nota. E mais que evidente, que o conjunto dos vectores proprios, de uma matriz
quadrada real 4, de ordem =, associados a uma valor préprio A, obtém-se eliminando
do subespaco proprio E;, 0 vector nulo 0=(0 0 .. 0)ER™

Definigdo (Multiplicidade algébrica e geométrica de um valor préprio 1) Seja 4
uma matriz quadrada real, de ordem n. Se 1 € um valor proprio da matriz 4, entdo a
multiplicidade algébnca de 1, representa-se por m,(4), € a multiplicidade de i, como
raiz do polindmio caracteristico de 4, A(t); enquanto que, a multiplicidade geométrica
de 1, representa-se por m, (1), € definido como a dimensé&o do subespaco proprio E;.

Teorema. Seja A uma matriz quadrada real, de ordem =, & seja A um valor proprio de
A Entao, m (1) = m,(4).

Teorema. Suponha-se que v,,v,, ..., v, S80 vectores proprios, de uma matriz quadrada
real A, de ordem n, associados a diferentes valores préprios A4, 4,,..,4,. Entéo,
vy, V5, ..., ¥y, S80 linearmente independentes.
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Valores e vectores proprios de um endomorfismo.

Definigcdo (Polindmio caracteristico de um endomorfismo). Seja F: vV — vV, um

endomorfismo de um espaco vectorial real v, de dimenséo n, & seja A uma matriz de £,
em relacéo a uma base arbitraria de V. O polindmio caracteristico de £ € o polindomio

caracteristico de A.

Mota. Como duas matrizes de f sé@o semelhantes, e matrizes semelhantes possuem o
mesmo polindmio caracteristico, entdo um endomorfismo tem um anico polinémio
caracteristico.

Definicdo (Valor e vector préprio de um endomorfismo). Seja f:V — VvV, um
endomorfismo de um espaco vectonal real v, de dimenséo n. Um escalar real 4 diz-se
valor préprio do endomorfismo £, se existe um vector ndo nulo ¢ € v, tal que f(¥) =
Av. Nesse caso, diz-se que v & um vector proprio do endomorfismo £, associado ao
valor proprio 4.

O conjunto de todos os valores proprios de A chama-se espectro de f.

Definicdo (Subespago préprio). Seja A um valor proprio de um endomorfismo
f : vV — vV, deum espaco vectorial real v, de dimenséo n. Entdo, o conjunto

E, ={veV:f(¥)=1v}
& um subespaco de vV, denominado subespago préprio, associado a A.

Teorema. Seja Seja f: V — V, um endomorfismo de um espaco vectorial real vV, de
dimenséo n, & sgja A uma matriz de £, em relacdo & uma base qualquer de V. Entéo,
s&o equivalentes as seguintes afirmacbes:

(1) A & um valor préprio de f;

(2) A é raiz do polinémio caracteristico A(t) de f;

(3) Amatriz M = A — AL, € singular.
Mais ainda, as componentes dos vectores de E;, em relacéo a base considerada, séo
as solucdes do sistema homogéneo MX =0, onde M = A—tl,, X =[xy x; - X5]°
e0,.,=[0 0 . o0]"

Definigdo (Multiplicidade geométfrica e algébrica de um valor proprio de um
endomorfismo). Seja Seja £ : V — V, um endomorfismo de um espaco vectorial real
¥V, de dimenséo n, & seja 4 um valor proprio de f. Chama-se multiplicidade
geométrica de A, e representa-se por m,(i), a dimensdao de E;. Enguanto, a
multiplicidade algébrica de A, que se representa por m_(4), € a multiplicidade de 4,
como raiz do polinémio caracteristico de f.

Teorema. Seja £ um endomorfismo de um espaco vectorial real v, e seja A um valor
proprio de f. Entéo, m, (1) =m,(4).

Exemplo. Considere o endomorfismo g de P?, definido por:
gx?+1)=0g(—x*+x)=—x—-1eg(-x+1)=x>+x
(a) Determinar os valores préprios de g, & a multiplicidade algébrica de cada um
deles.
{b) Determinar os subespacos proprios de g.
{c) Determinar a multiplicidade geométrica de cada um dos valores proprios obtidos.
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Alinea (a). Para determinar valores e vectores proprios do endomorfismo g, €
necessario determinar uma matriz de g, em relacdo @ uma determinada base de P2
Como B={x*+1,—x*+xx*>+x} € uma base de P* (verificar este facto), e séo
dadas as imagens de cada um dos vectores de B, pelo endomorfismo g, entéo pode-se
determinar uma matriz de g, em relacdo a base B. Para isto, basta determinar as
componentes de

glx?+1)=0g(—x*+x)=—x—-1eg(—x+1)=x%+x,
na base B. Ento:
g(x*+1)=0=; (0,00);
gl—x*+x)=—x—-1=, (—1,-1,0),
g(—x+1)=x*+x =5 (1,0,-1).
Logo, a matriz de g em relacéo & base B é

A= M{g: B B) =

0 0 1]
o -1 0].

o o0 -1

Como o polindmio caracteristico de g € o polindmio caracteristico de 4, entédo tem-se:

t 0 0
At)=10 t+1 0 |=t(t+1)>.
0 0 t+1

Os valores proprios de g, s&@o as raizes de A(t) que s&o 0 e —1. m_(0) = 1, pois & uma
raiz simples de A(t), e a m_(—1) = 2, pois € uma raiz dupla de A(2).

Alinea (b). Para calcular os subespacos préprios, ha que resolver o sistema MX =0,
onde M = A — A, para cada valor proprio 4. As solucdes de cada um dos sistemas,
d&o as componentes dos vectores préprios em relac&o a base considerada.

Para A =0, o conjunto solucdo do sistema MX =0 €& S,={(1,00)), ou sea o
subespaco proprio E, = {x* + 1).

Para 1 = —1, o conjunto soluc&o do sistema MX =0é 5_, = {(0,1,0),(0,0,1)), ou seja, 0
subespaco proprio E_, = (—x*+ x,—x + 1).

Alinea (c). m,(0) = 1, pois dim(E,) =1, e m,(—1) = 2, pois dim(E_,) = 2.

Teorema. Seja Seja f: V — vV, um endomorfismo de um espaco vectorial real v, de
dimensdo n. Suponha-se que v,,v,, .., v, S&0 vectores proprios de f, associados a
diferentes valores proprios 4,,4,,..,4,, também, de f Entdo, v, v,,..,v, S&0
linearmente independentes.

Conclusao

Os conceitos de valores e vectores préprios de um endomorfismo, definem-se a custa dos
mesmos conceitos em relagdo a uma matriz. Isto deve-se ao facto de qualquer endomorfismo
ter uma representagdo matricial. Por isso, toda propriedade de valor e vector préprio de uma

matriz tem um equivalente num endomorfismo.
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Avaliacao

(1) Segja uma matriz quadrada real, de ordem 3, A =

4 1 -1

2 5 —2].

1 1 2

(a) Determine os valores proprios de 4.

(b) Determine os subespacos proprios de A. Indique o numero maximo de
vectores linearmente independentes.

() Determine a multiplicidade algebrica e a multiplicidade geométrica de cada
um dos valores proprios de A.

(2) Seja f - P? — P? um endomorfismo do espaco vectorial real P2, definido por
flax®*+bx+c)=(2a+b—2c)x*+(2a+3v—4c)x+tat+b—c.
(a) Determine o espectro de f.
(b) Determine os subespacos préprios de f.

Actividade 2 - Endomorfismo diagonalizavel e matriz

diagonalizavel.

Introducéo

Nesta actividade introduz-se os conceitos de matriz diagonalizédvel e endomorfismo
diagonalizavel., bem como as suas propriedades fundamentais. Aborda-se o caso da

diagonalizacdo de uma matriz simétrica.

Detalhes da atividade

Definigdo (Matriz diagonalizavel). Seja A uma matriz quadrada real, de ordem n. A
matriz A & diagonalizavel se ela & semelhante a uma matriz diagonal

By 00 LoD
0 bk 0 ... 0
D=diag (k. ko, ... k) =0 0 &k ... 0

0o o0 o ... k,
Qu seja, D = P~AP, para alguma matriz regular, de ordem n, P.

Teorema. Seja A uma matriz quadrada real, de ordem »n. A matriz A é diagonalizavel
(ou semelhante a uma matriz D) se, e somente se, A admite n vectores préprios
linearmente independentes, isto €, existe uma base de R", constituida de vectores
proprios de 4.

Nesse caso, as entradas diagonais de D, diga-se i, 4,, .., 4, Sd0 os valores
proprios de 4, associados a esses vectores proprios linearmente independentes,
e D=pP 4P, onde P é uma matriz cujas colunas sdo os referidos vectores
proprios linearmente independentes.

3 1

Exemplo. Seja a matriz quadrada real, de ordem 2, 4 = [2 5

], e sejam os vectores
7, =[1 —21%%,=[1 1]* € R? Ora

=

Av, = [_12} =[1 -2]% isto &, v, &€ um vector préprio de 4, associado ao valor proprio
1.
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Av, = m =[4 4]*=4%,, isto é %, & um vector proprio de A4, associado ao valor
proprio 4.
Como A, € uma matriz de ordem 2, e admite 2 vectores proprios linearmente

1 0

independentes, entio 4 é semelhante & matriz diagonal D = [n 4

1 1
-2 1

], e D =P 1AP, onde

P = [ ] ou seja, a matriz 4 é diagonalizavel.
Teorema. Seja A uma matriz quadrada real, de ordem n. A matriz 4 & diagonalizavel,
se, e somente se, a soma das multiplicidades geométricas dos subespacos proprios,
associados aos seus valores proprios, é igual a n.
Exemplo. Seja a matriz quadrada real, de dimenséo 3,
4 0 3
001
O polindmio caracteristico de 4 &:
A= —tr(A)e* + (A, + A, At — Al =t — 617 + 9 — 4.
Os valores préoprios de A s&o 1, com multiplicidade algébrica 2, e 4, com multiplicidade
algébrica 1, ou seja:
A=t —6t?+9t —4=(t—1) - (t—4).
MNo entanto, os subespacos proprios, associados aos valores proprios 1 e 4, S#0,
respectivamente, E, = ((1,0,—1),(0,1,0)} & E, = {(1,1,0)). Assim, m,(1) =2 e m,(4) =
1. Como A tem dimenséo 3, e m (1) + m,(4) = 3, entdo A & diagonalizavel, e
A = Pdiag(1,1,4)P71,

1 0 1
onde P=|0 1 1], matriz regular, de ordem 3, cujas colunas s&o os vectores
-1 0 0
proprios que geram os subespacos proprios E;, e E,, pois esses sdo linearmente
independentes.
Neste caso, para todo m € M, 4™ = Pdiag(1™,1™,4™)P~* = Pdiag(1,1,4™)P~t. Por
exemplo:
ot o0 17ft 0 o][fo 0 —1 G4 0 63
A'=10 1 1[0 1 o||-1 1 —-1|=[63 1 63].
00 1J0 o0 64 L1 0 1 0 0 1
Seja
10 171 o opro 0o -1 2.0 0
B=10 1 11|10 1 0||-1 1 =1|{=1{1 1 1].
0 0 1w o 2L o0 1 001
Entdo, B? = 4.

Mota. A diagonalizac&o de uma matriz diagonalizavel facilita muito a algebra com essa
matriz. Pois, se A &€ uma matriz quadrada real diagonalizavel, ou seja, a matriz 4 é

semelhante a uma matriz diagonal

ko000 ... 0
0 k 0 ... 0
D= diag (ki ks ... k) =0 0 k ... 0
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Entdo, D = P7'4AP < A = PDP™?, para alguma matriz real regular P, de ordem n. Logo:
(1) Paratodo m € N, A™ = PD™P~! = Pdiag(k,™ k,™, ...k, )P,
(2) Para todo meE M, para todo polinémio real f(t),
fla) = Pdiag[f(klj,f(kgj,...,f(knj].
(3)Para k; = 0, i €{1,2,3,...,n}, seja B = Pdiag(y/ky./kz. ... /k,)P L. Entéio B? =
A, e os valores proprios de B, s8o0 néo negativos.

Teorema. Seja A uma matriz quadrada real, de ordem n. Suponha-se que o polinomio
caracteristico de 4 é A(t) =(t—a,)-(t —a,) - -(t —a,). Entdo a matnz quadrada
real 4 € diagonalizavel. Ou seja, A € semelhante a matriz diagonal

ap 00 ... 0
0 a: O ... 0
D = diag(ay, ag, ..., )= |0 0 a3 ... 0O

00 0 ... a

Definicdo (Endomorfismo diagonalizavel). Seja F : v — vV, um endomorfismo de um
espaco vectorial real V¥, de dimenséo n. O endomorfismo f € diagonalizavel se ele &

representado por uma matriz diagona, de ordem =,
By 0O 0 .0 0

0 bk 0 ... 0
D =diag (k. ba ... k)= 10 0 k& .. 0

Por outras palavras, f € diagonalizavel se existe uma base B = {u,,u,,...,u,} de vV, tal
que

flwy) = I
fluz) = Fkauy
ft ;a n) = L'_.,‘u_.,

Teorema. Seja f:V — V¥V, um endomorfismo de um espaco vectorial real v, de
dimens&o n. f é diagonalizavel se, e somente se, existe uma base de vV, composta
50 de vectores proprios de V. Nesse caso, f € representado por uma matriz diagonal,
cujas entradas principais s&o os valores proprios, associados aos referidos vectores
proprios (que constituem uma base de V).

Exemplo. O endomorfismo endomorfismo g de P?, definido por:
glx*+1)=0,g(—x*+x)=—x—-1eg(—x+1)=x"+x
& diagonalizavel (ver o exemplo, abordado anteriormente, sobre este endomorfismo).

Teorema. Seja f:V — VvV, um endomorfismo de um espago vectorial real Vv, de
dimenséo n, e seja A(t) o polindmio caracteristico de f. Se

AE) =(t—a)-(t—ay) - (t—a,),
entdo o endomorfismo f & diagonalizavel. Ou seja, f & representado por uma matriz
diagonal
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Teorema. Seja f: vV — VvV, um endomorfismo de um espaco vectorial real v, de
dimenséo n. O endomorfismo f & diagonalizavel, se a soma das multiplicidades
geométricas dos subespacos proprios, associados aos seus valores proprios, € igual a
dim(V) = n.

Exemplo. O endomorfismo endomorfismo g de B?, definido por:

gx*+1)=0g(—=x*+x)=—x—-1legl-x+1)=x>+=x
& diagonalizavel (ver o exemplo, abordado anteriormente, sobre este endomorfismo).
Diagonalizagédo de uma matriz simetrica.

Teorema. Seja A uma matriz simétrica real. Entdo, todo valor proprio de A é real.

Teorema. Seja 4 uma matriz simétrica real, de ordem =, e sejam u e v vectores
proprios de A, associados a diferentes valores proprios, 4, e i,, de A Entéo, os
vectores u e ¥ séo ortogonais, em relac&o ao produto interno candnico em R™.

Teorema. Seja A uma matriz simétrica real, de ordem n. Entdo 4 é diagonalizavel, ou
seja, existe uma matriz ortogonal P, tal que D =P~1AP é uma matriz diagonal, de
ordem n.

Nesse caso, diz-se que 4 & ortogonalmente diagonalizavel, e a matriz P obtém-se
normalizando a base ortogonal de R®, composta de vectores proprios de A.

2 -2
-2 5
ortogonal P tal que P~1AP é uma matriz diagonal.
QO polinémio caracteristico de 4 é A(t) =t —7t+6=(t—1)(t—6), oU seja, 0s
valores proprios de Aséo 1 e 6.
E; ={(2,1)) e E; = ((—1,2)). Como A € simétrica, os vectores v, = (2,1) e v, = (—1,2) &0
ortogonais, em relac&o ao produto interno candnico em R?.
Normalizando os vectores v, =(21) e wv,=(—12), obtétmse a matriz
B [ V5/5 2\,@/5]
~|-2vs/5 V575

Exemplo. Segja A=[ ] uma matriz real simétrica. Encontrar uma matriz

Conclusao

Os conceitos de matriz diagonalizdvel e endomorfismo diagonalizével sdo semelhantes. O
processo que se usa para diagonalizar uma matriz, também se usa para diagonalizar um

endomorfismo.

Nem toda matriz real é diagonalizavel, consequentemente, nem todo endomorfismo é

diagonalizavel.

No entanto, toda matriz simétrica é diagonalizavel, mais que isso, é ortogonalmente

diagonalizavel.
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Avaliacao
11 -8 4

(1)SegjaB =|—-8 —1 —2|uma matrz real simétrica de ordem 3.
4 -2 -4

(a) Determine os valores préprios de B.

(b) Determine um conjuntc com © namero maximo de vectores proprios
linearmente independentes |

(c) Determine uma matriz ortogonal P tal que D = P~*BP.

(d) Calcule B, a partir da factorizacéo D = P~1BP.

(2) Seja f - P* — P? um endomorfismo do espaco vectorial real P?, definido por
flax*+bx+c)=(2a+b—2c)x*+(2a+3v—4dc)x+a+b—c.

(a) Verifique se fF & diagonalizavel. Em caso afirmativo, determine uma base de

P2, composta apenas de vectores proprios linearmente independentes.

Actividade 3 - Formas bilineares

Introducao

Nesta actividade introduz-se o conceito de forma bilinear, e destaca-se os conceitos de forma

bilinear simétrica e formas quadraticas.

Introduz-se o conceito de matriz congruente.

Detalhes da atividade

Definigdo (Forma bilinear). Seja v um espaco vectonal real. Uma forma bilinearem v
e uma aplicacéo f : V x V¥ — R tal que para quaisquer escalares a,b € R, para

- =

quaisquer vectores o, o, ¥,, U, Uy, U, de V tem-se:
(3) flau, + bu,,v) = af(u,,v) + bf (u,,v);
(4) F(@ av, +bi,) = af (4@, 5,) + bf (% 5,).

Exemplo. O produto interno canonico em R™,n € M & n = 1, € uma forma bilinear.

Exemplo. 5eja 4 = [ai}-], uma matriz quadrada real, de dimens@o neN e n=1. A
aplicacédo f: R"x R" — R, definida por f(X,Y) = p(x,vy;), onde [p(x,y,)] = XTAY,
para quaisquer vectorescolunas X =[xy, x, — %)L, ¥V=[w ¥ -~ ¥]'deR™
Sendo assim, qualquer produto intermno em B™, € uma forma bilinear.

Teorema. Seja f uma forma bilinear de um espaco vectonial real vV, e sgja

B ={6,,65..,6,}
uma base de V. Para quaisquer vectores u,v €V, sejam X = [x; x, - %u]f um
vector coluna composto pelos componentes de w nabase B, e Y =[v; ¥, = Yalf,
um vector coluna composto por componentes de v na base B. Entéo,

[f(wv)] = x°AY,
Teorema. Seja vV um espaco vectorial real de dimenséo n, seja £ uma forma bilinear
emV, sejam B e B' duas bases de V, e seja P = M(B — EB'"). Entdo se 4 & a matriz de
femEB, entdo A' = P*AP é amatrizde f em B'.
Definicdo (Matriz congruente). Uma matriz quadrada real B é congruente a uma
outra, 4, e escreve-se B = A4, se existe uma matriz reqular P, fal que B = PFAP .
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Definigdo (Caracteristica de uma forma bilinear). A caracteristica de uma forma
bilinear f dum espaco vectorial real v, representa-se por ¢(f), & a caracteristica de
uma matriz qualquer que a representa.

Definicdo (forma degenerada e nado-degenerada). Seja f uma forma bilinear de um
espaco vectonal real v. Diz-se que f € uma forma degenerada se ¢(f) < dim(V). Diz-
se que f & uma forma ndo-degenerada se c(f) = dim(V).

Forma bilinear simétrica. Forma quadratica.

Definigdo (Forma bilinear simétrica) Seja f uma forma bilinear de um espaco
vectorial real V. Diz-se que f € uma forma bilinear simétfrica se, para quaisquer
vectores u,v €V, flu,v) = f(v,u).

Teorema. Seja f uma forma bilinear de um espaco vectorial real vV, de dimensé@o n.
Entéo F & simétrica se, e somente se, a matriz de f em uma base B, de VV, € uma
matriz simétrica.

Teorema. Seja Seja £ uma forma bilinear simétrica de um espaco vectorial real v, de
dimens&o n. Existe uma base B = {e,,e,,..,e,} de V tal que f € representado por uma
matriz diagonal.

Teorema. Seja A uma matriz simetrica real. Entdo 4 € congruente com uma matnz
diagonal, isto &, existe uma matriz regular P tal que P*AP & uma matriz diagonal.

Nota. Existe um algoritmo para determinar uma matriz diagonal congruente a
uma determinada matriz simétrica. O leitor interessado, pode consultar o livro “Linear
Algebra®, De Seymour Lipschutz e Marc Lipson (32 ed.), p. 379.

Definigdo (Forma quadratica). Seja v um espaco vectorial real. Uma funcéo
g:V—D=R
E uma forma quadratica se q(?) = f(#,v), para alguma forma bilinear simétrica f.

Nota. Pode-se determinar uma forma bilinear f a partir de uma forma quadratica q, a
partir da seguinte forma, denominada forma polar de £

I S -
fluv) =-la(u+7v) - q() — q(2)]-
Suponha-se que f é representado por uma matnz simétrica A = [ai}-]. Seja

A

Sendo assim, uma forma quadratica ¢ nas variaveis x,, x,,..., x, € um polinémio em
que todos os termos tém grau dois.

Definigdo (forma bilinear simeétrica positiva e semi-definida positiva). Uma forma
bilinear simétrica, de um espaco vectorial real v, diz-se :

(1) Definida positiva se q(#) = f(#,7) = 0, para todo vector & = 0 de V;
(2) Semi-definida ndo-negativa se q(v) = f(»,¥) = 0, para todo vector v de V.

Conclusao

Existem vérias formas bilineares; umas mais ricas e outras, menos, relativamente as

propriedades.

Toda forma bilinear simétrica é representada por uma matriz simétrica, e pode ser

representado por uma matriz diagonal, consequentemente, toda matriz simétrica é congruente
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com uma matriz diagonal.

Uma forma quadratica g nas variaveis x_1,x_2,...,x_n é um polinémio em que todos os termos

tém grau dois.

Pode-se obter uma forma quadrética a partir de uma forma bilinear simétrica e vice-versa.

Avaliacao

(1) Seja a forma bilinear do espaco vectorial real R?, definida por
FG, ) = 3xyyy — 22,y + 5x,0; + 725y, — 8x,¥3 + 423y, — 6x3)3
para quaisquer vectores i = (x,,%,,%5) € ¥ = (v, ¥,,v;) de R®.
(a) Determine a matriz de £, em relac&o & base candnica de R?.
(2) Seja a forma bilinear do espaco vectorial real R?, definida por
f((xyxz]r(}’r}’z]) = 2x1yy — 3%y, + 4x,¥; .
(a) Determine a matriz 4 de f, em relac&o & base {u, = (1,0),u, = (1,1)}.
(b) Determine a matriz B de f, em relacdo & base {#, = (2,1),%, = (1,—1)}
(c) Determine uma matriz reqular P, de ordem dois, tal que B = PTAP.
(3) Determine a matriz simétrica que representa a seguinte forma quadratica de R*:
g((x,v,2)) = 3x* + 4xy —y* + 8xz — 6yz + z°.
(a) Obtenha a forma bilinear simétrica £, a partirde 4.

Resumo da Unidade

A diagonalizagdo de uma matiz [endomorfismo] depende em grande parte da da quantidade
de vectores préprios linearmente independentes, comparados com a dimensao de [dimensdo

do espago do endomorfismol].

Uma forma quadratica obtém-se a partir de uma forma bilinear simétrica.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Teste sumativo da unidade Diagonalizagdo de um endomorfismo e de uma matriz. Forma

quadrética.

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem quatro questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justificando cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacao

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacédo total.
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Avaliacao
3 -1 1

(1)Sejaa=|7 -5 1] uma matriz quadrada real de ordem 3.
6 —6 2

{a) Determine os valores proprios de A.
(b) Determine os subespacos proprios de A Conclua se 4 & ou néo
diagonalizavel.
(2) Considere o endomorfismo do espaco vectorial real F?, definido por:
o 1la — 166 + 16, —4a+ 11b — Be da — 86+ 1lc
flaz® + ba + ¢) = ( ).r' s ( - ) r+4 - .
11 3 3
(a) Verfique que fF &€ diagonalizavel.
(b) Determine uma base de f tal que F & representada por uma matriz diagonal.
(c) Determine uma matriz real A de £, diferente da matriz diagonal.

(d) Determine uma mafriz real B de f tal que B? = A. Determine BS.
1 -1 1
-1 2 2 |uma matriz simeétrica real, de ordem 3.
1 2 -1
{(a) Diagonalize ortogonalmente a matriz A.
(4) Determine a matriz simétrica que representa a sequinte forma quadratica de R*:
q((x,v.2)) =3x? + xz — 2yz.
(a) Determine a forma bilinear simétrica F a partir de q.

(3)5ejas =

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.

e HOWARD,A., RORRES C., Algebra linear com aplicagbes, Bookman, Porto Alegre,
8. Ed., 2001;

e L|IPSCHUTZ, S., Algebra Linear — teoria e problemas, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 2.
ed., 1994.

e MONTEIRO A., Algebra Linear e Geometria Analitica, McGraw-Hill L.da, Lisboa,
2001.

e NICHOLSON, W. K., Algebra Linear, McGraw-Hill, Sdo Paulo, 3. ed., 2006.

Avaliacao do Curso

Avaliagdo Sumativa de Algebra Linear

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem cinco questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugdo.

Critérios de avaliacao
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Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacéo total.

Avaliacdo

(1) Considere o endomorfismo do espaco vectorial real B?, definido pela matriz

5 4 2

3 3 3
2 2
4 = = l _ =
3 3 3

_4 8 1

. 3 3 3

emrelacdo a base B = {x*+1,—x — 1,x* — 2} de P~
(a) Determine os valores proprios de f, e a multiplicidade algébrica de cada um
deles.
(b) Justifique que f é diagonalizavel.
(c) Determine A", para todo n € M|
(d) Determine a imagem e o nucleo de f. Diga se f € um automorfismo.
(2) No espaco vectorial real R®, seja F = {(x,v,z) :x—y=x+y+ z= 0}
(a) Mostre que F € um subespaco vectorial de R?.
(b) Determine uma base B, e a dimenséo de F.
(c) Seja v = (2,1,—3) € R®. Determine a projeccéo ortogonal de ¢ sobre F.
(3) Considera a forma bilinear f de R?, definida por
fzy) = —X1¥; T Xg¥y T 2%,V, + 3X3Y; T X, V3 +3%,¥3 — X3); -
{(a) Verifigue que f é simétrica.
(b) Determine uma forma quadratica g de R?, a partir de .
{c) Determine a matriz 4 de f em relacédo a base F ={(1,0,1),(0,—1,1),(1,0,2)}
de R?.
(d) Determine a matriz de f em relacéo & base candnica B' de R3.
(e) Determine uma matriz A’ regular P tal que A" = PTAP.
{f) Diagonalize ortogonalmente a matriz 4.

(4) Discuta o sistema de equacbes lineares gue se segue, em funcdo doa
parametros reais a e b:

ar+y—z+aw=10
fa+1lly+z4+w=1
—r+y+(a+l)w="b

(5) No espaco euclidiano R?, conidere o seguinte produto interno:

-,;(Er' = {“]. U, H;{j ¥ E_:= {E"|, ]"—_:_.]";1) = I.EH 5

-7 = w0y + v + ety + Juigtts — Ually — Usly + Ugly.

{a) Determine a matriz da métrica deste produto intermo, em relacéo a base
candnica de R3.

(b) A base candnica de R? € ortonormada para este produto interno? Justifique a
sua resposta.

{c) Apliqgue o processo de ortogonalizacdo de Gram-Schmidt, para obter uma
base ortonormada, a partir da base candnica de R3.
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