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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educacao nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sdo acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo em
Ciéncias da Computacao Aplicada, em colaboragdo com 18 instituigbes parceiras africanas

de 16 paises. Um total de 156 mddulos foram desenvolvidos ou traduzidos para garantir
disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram disponibilizados

como recursos de educacgdo aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este médulo em sua instituicdo, para
sua propria educacao, compartilhd-lo o mais amplamente possivel e participar ativamente da
AVU Comunidades de pratica de seu interesse. Estamos empenhados em estar na linha de

frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizacdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar significativamente o acesso a educacéao e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicagédo
de informacg&do. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagao Intergovernamental, foi
assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania, Mali,
Costa do Marfim, Tanzania, Mogambique, Republica Democrética do Congo, Benin, Gana,
Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gémbia, Guiné-Bissau, Etidpia
e Cabo Verde.

As seguintes instituigdes participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3) Université
Lumiére de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes; (5) Universidade
de Nouakchott na Mauritania; (6) Université Gaston Berger no Senegal; (7) Universidade

das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de Administragédo e
Administragdo Publica do Gana; (?) Universidade de Ciéncia e Tecnologia Kwame Nkrumah
em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton no Quénia; (12)
Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14) Universidade

de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey no Niger; (16)
Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagdgica em Mogambique; E
(18) A Universidade da Gadmbia na Gambia.

Bakary Diallo
O Reitor

Universidade Virtual Africana



Créditos de Producao

Autor

Joao Carlos Lopes Horta

Par revisor(a)

Arlindo Oliveira da Veiga

UVA - Coordenagao Académica

Dr. Marilena Cabral

Coordenador Geral Programa de Informatica Aplicada

Prof Tim Mwololo Waema

Coordenador do médulo

Florence Tushabe

Designers Instrucionais
Elizabeth Mbasu
Benta Ochola

Diana Tuel

Equipa Multimédia

Sidney McGregor Michal Abigael Koyier
Barry Savala Mercy Tabi Ojwang
Edwin Kiprono Josiah Mutsogu
Kelvin Muriithi Kefa Murimi

Victor Oluoch Otieno Gerisson Mulongo



Introduc@o & Estatistica e Probabilidade

Direitos de Autor

Este documento é publicado sob as condi¢des do Creative Commons

Http://en.wikipedia.org/wiki/Creative_Commons

Atribuicdo http://creativecommons.org/licenses/by/2.5/

@O0

O Modelo do Médulo é copyright da Universidade Virtual Africana, licenciado sob uma licenca

Creative Commons Attribution-ShareAlike 4.0 International. CC-BY, SA

Apoiado por

Projeto Multinacional Il da UVA financiado pelo Banco Africano de Desenvolvimento.



7
Indice
Prefacio
Créditos de Producao
Aviso de direitos autorais
Supporté par
Descricao Geral do Curso
Pré-requisitos . . . . . . . . . L L s e e e e e
Materiais. . . . . . . . . L e e e e e e e e
Objetivosdo Curso . . . . . . . . o i i i e e e e e e
Unidades. . . . . . . . . . 0 L e e e e e
Avaliagdo. . . . . . . L L e e e e e e e
Calendarizacdo. . . . . . . . . . ..o e e e e e
Unidade 0. Diagnéstico
IntrodugdoaUnidade . . . . . . . . . ... L e
ObjetivosdalUnidade . . . . . . . ... ... ... oL,
Termos-chave . . . . . . . . . . e e e
Leiturase Outros Recursos . . . . . . . . ¢ o v v v i i i i n e e e e e e e
Unidade 1. Dados estatisticos. Estatistica Descritiva.
IntrodugdoaUnidade . . . . . . . . . ... L e
ObjetivosdalUnidade . . . . . . . . ... ... ... L 0oL,
Termos-chave . . . . . . . . . . e e e
Actividades de Aprendizagem. . . . . . . . ... Lo oo
Actividade 1 - Estatistica. Classificacdo de dados e planeamento de experiéncia.
Introducdo
Detalhesda actividade. . . . . . . . ... .. Lo L Lo
Tipo de dados estatisticos
Avaliacdo
Conclusédo

Atividade 2 - Organizacdo dos dados em uma experiéncia estatistica . . . . . .

0w H» H W D

10
13
13
13
14

14

16
16
18
22

22



Introduc@o & Estatistica e Probabilidade

Introducédo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... .. Lo Lo
Distribui¢des de frequéncias e histogramas
Conclusédo
Avaliacdo
Actividade 3 — Medidas de tendéncia central e de dispersdo . . . . . . ... ..
Introducédo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... ..o Lo
Avaliacdo
Conclusédo
ResumodaUnidade. . . . . . . . . . . ... ... Lo
LeituraseoutrosRecursos. . . . . . . . .. .o o0 oo n e e e e
Unidade 2. Probabilidade e teoremas associados
IntroducdoaUnidade . . . . . . . . . ... L Lo oL e
ObjetivosdaUnidade . . . . . . . . . . .. ... ..o oL
Termos-chave . . . . . . . . . . e e e e e
Atividades de Aprendizagem . . . . . . ... L Lo Lo oo
Atividade 1 - Espaco-amostra (ou espaco de resultado) e Acontecimento.
Probabilidade e seusaxiomas.. . . . . . . . ... ..o 0oL
Introducédo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... ..o Lo
Conclusédo
Avaliacdo
Atividade 2 - Probabilidade condicional e os teoremas relacionados. . . . . . . .
Introducédo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... Lo Lo
Conclusdo
Avaliacdo
Atividade 3 - Acontecimentos Independentes e suas consequéncias. . . . . . . .

Introducédo

24
24
25
33
34
36
36
36
46
46
48
48

49
49
49
49

50

50
50
50
56
57
58
58
58
61
61
62

62



Detalhesdaatividade . . . . . . . . .. ... Lo Lo oo
Conclusédo
Avaliacdo

ResumodaUnidade. . . . . . . . . ... ... . Lo
Avaliacao

AvaliaciodaUnidade . . . . . . . . . . ... L Lol
Instrucoes
Critérios de Avaliacéo

LeituraseoutrosRecursos. . . . . . . . . . .00 Lo s s e

Unidade 3. Variavel aleatéria (unidimensional). Funcao de d

istribuicio de uma variavel

IntroducdoaUnidade . . . . . . . . ... Lo Lo
ObjetivosdalUnidade . . . . . . . . .. ... ... . Lo oL
Termos-chave . . . . . . . . . . . e e e
Atividades de Aprendizagem . . . . . . ... Lo oo e
Atividade 1 - Varidvel aleatéria e Funcdo de distribuicdo . . . . . . .. ... ..
Introducéo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... ..o L oL oo
Concluséo
Avaliacdo
Atividade 2 - Distribuicdes discretas . . . . . . . ... ..o
Introducéo
Detalhesdaatividade . . . . . . . . .. ... Lo Lo o oo
Avaliacdo
Concluséo
Atividade 3 - Distribui¢des continuas . . . . . . . ... .. .00,
Introducéo
Detalhesda atividade . . . . . . . . ... ... Lo Lo
Concluséo
Avaliacdo

64

65

66

66

66

66

66

68

106

106

122

123



Introduc@o & Estatistica e Probabilidade

AvaliaciodaUnidade . . . . . . . . . . ... o oo 125
Instrugdes 125

Critérios de Avaliacdo 125
ResumodaUnidade. . . . . . . . . ... ... ... . 0oL, 125
Avaliacdo 125
LeituraseoutrosRecursos. . . . . . . . ... Lo L0 o e e 128

Unidade 4. Aplicacao do Estudo de Estatistica e Probabilidade a CIA129

Introducao a Unidade 129
ObjetivosdaUnidade . . . . . . . . ... ... ... .. 0oL, 129
Termos-chave . . . . . . . . . . e e e e 129
Atividades de Aprendizagem . . . . . . ... Lo Lo oo oL 130
Atividade 1 - Software utilizadas na resolucdo de problemas estatisticos. . . . 130

Introducédo 130
Detalhesdaatividade . . . . . . . .. ... ... Lo o oo 130
LeituraseoutrosRecursos. . . . . . . . ... L o000 0oL 133

Avaliagdo 134
AvaliacGodo Curso. . . . . . . . . ... Ll e e e e e e 134

Instrugdes 134

Critérios de avaliacédo 134
Avaliacgosumativa 1. . . . . . . . . . oL Lo e e 137

Instrugdes 137

Critérios de avaliacédo 137

Avaliacdo 137
Avaliaggosumativa2. . . . . . . ... Lo e e e 139

Instrugdes 139

Critérios de avaliacédo 139

Avaliacdo 139
Referénciasdo Curso . . . . . . . . . . . . .. Lo e 142



Descri¢ao Geral do Curso

Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo (a) a Introducao a Estatistica e Probabilidade

A disciplina de Introdugdo a Estatistica e Probabilidade fornece instrumentos tedricos para

recolher, explorar, descrever e, finalmente, interpretar e analisar dados.

Na anélise dos dados surgem algumas incertezas. Entdo, a Probabilidade é uma ferramenta

para medir o grau dessa incerteza.

Esta disciplina tem aplicagdes em muitas areas de conhecimentos, como por exemplo,

Genética, Economia, Ciéncias Sociais, Engenharias, Ciéncias da Educacgédo, Administracéao,

Ciéncias da Computacao, Medicina, Biologia, Psicologia, etc.

Pré-requisitos

Revisdo de:

Matematica Discreta:

Conjuntos e suas operacdes;

Técnicas de Contagem (combinatdria).
Célculo Aplicado para Computagao
Limite e Continuidade em R

Diferenciacdo e Integragdo em R

Materiais

Os materiais necessarios para completar este curso incluem:

Fernandes, S., & Pinto, M. (s.d.). Afinal o que sdo e como se calculam os quartis?
Universidade de Algarve - Departamento de Matematica, Departamento de
Matematica, Faro.

Leithold, L. (1994). O Célculo com Geometria Analitica (3% ed., Vol. ). (C. D.
Patarra, Trad.) Harbra Ltda.

Hazzan, S. et al.. (1977). Fundamentos de Matematica Elementar. Combinatodria e
Probabilidade. (3* ed.) Sdo Paulo: Atual Editora.

Murteira, B. et al. (2002). Introducdo a Estatistica. (2* Ed.). Lisboa: McGraw-Hill.

Gersting, J. I. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computacéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

Farber, L. (2010). Estatistica Aplica. (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.
Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

Software: SPSS ou R.
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Objetivos do Curso

Apods concluir este curso, o(a) aluno(a) deve ser capaz de:

* Representar, analisar e resolver problemas de tratamentos de dados na Ciéncia
de computacao;

* Aplicar o conceito basico de Probabilidade, bem como algumas das suas
propriedades;

e Explorar as situagdes aleatdrias que envolvam os conceitos de fortuna e azar;

* Conceber e realizar estudos, utilizando métodos estatisticos descritivos, para
fundamentar os resultados obtidos;

* Seleccionar e aplicar métodos estatisticos adequados na anélise dos dados;

e Explorar, analisar, interpretar e explorar informagdes de natureza estatistica.

Unidades

Unidade 0: Exploracdo de pré-requisitos. Teste Diagnéstico

Rever a teoria de conjuntos, a teoria de técnicas de contagem, a teoria de limite, continuidade,

diferenciacdo e integragdo de uma funcéo real de variavel real.
Unidade 1: Dados estatisticos. Estatistica Descritiva

Conceitos de populagdo e amostra. Classificagdo dos dados estatisticos. Introducao das

medidas de tendéncia central e de dispersdo dos dados.
Unidade 2: Probabilidade e teoremas associados

Conceitos de Espago de Resultados e Eventos. Definicdes de probabilidade, seus axiomas e

suas consequéncias. Probabilidade Condicional e teoremas associados (Teorema de Bayes).
Unidade 3: Variavel aleatéria (unidimensional). Funcéo de distribuicido de uma variavel

Introduz-se o conceito de varidvel aleatdria (unidimensional) e faz-se a classificacdo da variavel
aleatdria (discreta, continua e mista). Introduz-se o conceito de fungdo de distribuicdo, bem

como as suas principais propriedades.

Unidade 4: Aplicacdao do Estudo de Estatistica e Probabilidade ao curso de Ciéncia

Informatica Aplicada (doravante CIA)

Propor exercicios, em mais diversas areas, no ambito do curso em questao, para motivar os

alunos. Apresentar alguns softwares utilizados na resolucao de problemas estatisticos.
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Avaliacao
Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliacdo formativa a fim de verificar

o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sado apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no modulo.

A implementagdo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliagdo sugerida é a seguinte:

1 Avaliagdo formativa 20%
2 Avaliagdo sumativa | 40%
3 Avaliagdo sumativa |l 40%
Calendarizacao
Unidade Temas e Atividades Estimativa
do tempo
Unidade 1: Dados | Atividade 1 — Estatistica. Classificacdo de dados e 20 horas
Estatisticos. planeamento de experiéncia. (5 horas)
Estatistica o L
- Atividade 2 - Organizagdo dos dados em uma
Descritiva . .
experiéncia estatistica. (5 horas)
Atividade 3 — Medidas de tendéncia centra e de
dispersao. (10 horas)
Unidade 2: Atividade 1 — Espago-amostra e Acontecimento. 30 horas
Probabilidade Probabilidade e seus axiomas. (10 horas)
e teoremas
) Atividade 2 - Probabilidade condicional e os teoremas
associados ]
relacionados; O Teorema de Bayes. (15 horas)
Atividade 3 — Acontecimentos Independentes e suas
consequéncias. (5 horas)
Unidade 3: Atividade 1 - Variavel aleatdria e Funcao de distribuicdo | 50 horas
Varidvel aleatéria (10 horas)
(unidimensional). . o )
- Atividade 2 - Distribui¢des discretas. (20 horas)
Funcéo de
distribuicado de Atividade 3 - Distribuicdes continuas. (20 horas)
uma variavel
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CIA

Unidade 4: Atividade 1 - (6 horas) Software utilizadas na resolugdo 20 horas
Aplicagdo do de problemas estatisticos.
Estudo de

Estatistica e
Probabilidade a

Atividade 2 — (7 horas) Estatistica descritiva: utilizacdo de

software

Atividade 3 — (7 horas) Célculo de probabilidades:

utilizacdo de software

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos deste curso s3o:

Unidade 0

Leituras e outros recursos obrigatérios:

Unidade 1

Hazzan, S. et al.. (1977). Fundamentos de Matematica Elementar. Combinatdria e
Probabilidade. (3% ed.) Sdo Paulo: Atual Editora. (Capitulos | e Il)

Gersting, J. I. (1995). Fundamentos Matematicos para Ciéncia de Computacéo.
(L. L. Fialho & M. M. Filhos, Trad.). (3% ed). Rio de Janeiro: LTC - Livros Técnicos e
Cientificos Editora S.A. (Obra original publicada em 1993).

Leithold, L. (1994). O Calculo com Geometria Analitica (3% ed., Vol. I). (C. D.
Patarra, Trad.) Harbra Ltda.

Leituras e outros recursos obrigatérios:

Farber, L. (2010). Estatistica Aplicada. (4 ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.

Murteira, B. et al. (2002). Introducéo a Estatistica. (2* Ed.). Lisboa: McGraw-Hill de
Portugal.

Fernandes, S., & Pinto, M. (s.d.). Afinal o que sdo e como se calculam os quartis?
Universidade de Algarve - Departamento de Matemética, Departamento de
Matematica, Faro.

Leituras e outros recursos opcionais:

Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

Software: Geogebra, R e Excel

10
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Unidade 2

Leituras e outros recursos obrigatorios:

® Murteira, B. et al. (2002). Introducédo a Estatistica. (2* Ed.). Lisboa: McGraw-Hill de
Portugal.

¢ Neto, J., (2013). Introducdo a Probabilidade (Relatério Técnico).

Leituras e outros recursos opcionais:

e Farber, L. (2010). Estatistica Aplicada. (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.

* O Software
* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

e Software: Geogebra, R e Excel.

Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e Murteira, B. et al. (2002). Introducdo a Estatistica. (2% Ed.). Lisboa: McGraw-Hill de
Portugal.

* Farber, L. (2010). Estatistica Aplicada. (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.

e Software: Geogebra ou R.
Leituras e outros recursos opcionais:

* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

Unidade 4

Leituras e outros recursos obrigatorios:

e Farber, L. (2010). Estatistica Aplica. (4° ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.

e Murteira, B. et al. (2002). Introducdo a Estatistica. (27 Ed.). Lisboa: McGraw-Hill de
Portugal.
e Software: Geogebra, R e Excel (folha de célculo).

Leituras e outros recursos opcionais:

e Qualquer software estatistico (SPSS ou outro).

* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante

11
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Unidade O. Diagndstico

Introducao a Unidade

O propédsito desta unidade é verificar a compreensdo dos conhecimentos que possui

relacionados com este curso.

Nesta unidade apresentam-se alguns exercicios de teoria de conjuntos e de teoria de
contagem que sirvam de base para a compreensdo e computagdo de probabilidade de
um determinado acontecimento. Para mais detalhes, aconselha-se o leitor a consultar as

bibliografias propostas para a unidade zero.

De uma forma muito ligeira, introduz-se os softwares SPSS — Statistical Package for Social
Science - e R — language and environment for statistical computing and graphics — como
ferramentas para realizagdo de alguns exercicios ao longo deste curso e, também, na

realizagdo de futuras tarefas, fora do ambito desta disciplina.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

¢ Definir e identificar conjuntos disjuntos dois a dois.
® Reunir e intersectar conjuntos.

e Determinar o complementar de um conjunto.

e Determinar as partes de um conjunto.

* Aplicar propriedades de operagdes com conjuntos, nomeadamente principio
aditivo para partes disjuntas e principio da Inclusdo-Exclusao, na resolugdo de
problemas

* Identificar problemas onde se aplica principio fundamental da contagem,
arranjos, permutagdes e combinagdes.

* Resolver problemas aplicando principio fundamental da contagem, arranjos,
permutacdes e combinagdes.

¢ Determinar limite de uma funcéo real de variavel real.
¢ Analisar a continuidade e a diferenciabilidade de uma funcéo real de variavel real.

e Determinar integral de uma funcéo real de variavel real.

12



Unidade O. Diagnéstico

Leituras e Outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Outros

Recursos do curso”.

13
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Unidade 1. Dados estatisticos.
Estatistica Descritiva.

Introducao a Unidade

Nesta unidade vai introduzir-se alguns conceitos essenciais e indispensaveis para a realizagdo
e compreensao de uma experiéncia estatistica, como classificagdo de dados e tipo de estudos

estatisticos.

Vai introduzir-se algumas medidas de tendéncia central e de dispersao, no ambito da

estatistica descritiva.

Pretende-se, também, mostrar a diferenga entre estatistica descritiva e inferencial, apesar de o

estudo da estatistica inferencial estar fora do dmbito deste mdédulo.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

e Definir Estatistica e alguns conceitos a ela associados.

* Diferenciar amostra da populacéo.

e Organizar os dados estatisticos.

* Diferenciar os diferentes tipos de amostragem.

* |dentificar e diferenciar as medidas de tendéncia central e, as de dispersao.
* |dentificar as técnicas utilizadas no planeamento de um estudo estatistico.
e Identificar as técnicas de coleta de dados numa experiéncia de dados.

e Analisar descritivamente um conjunto de dados.

14



Unidade 1. Dados estatisticos. Estatistica Descritiva.

Actividades de Aprendizagem

Actividade 1 - Estatistica. Classificacao de dados e planeamento

de experiéncia.

Introducao

Nesta actividade vai introduzir-se alguns conceitos essenciais e indispensaveis para a realizacdo
e compreensao de uma experiéncia estatistica, como classificacdo de dados e tipo de estudos
estatisticos.

Aborda-se, também, os objetivos da estatistica.

Detalhes da actividade

Definicdo (Dados estatisticos). Dados estatisticos consistem em informagdes que vém de

observagdes, contagens, medicdes ou respostas.

Definicdo (Estatistica). E um conjunto de técnicas e métodos de pesquisa que entre outros
topicos envolve o planeamento do estudo a ser realizado, a coleta qualificada dos dados, a

inferéncia, o processamento, a analise e a disseminacdo das informacdes.

Num estudo estatistico ha dois tipos de conjuntos de dados que sdo chamados populagédo e
amostra.

15
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Uma populagao é o conjunto de todas as unidades estatisticas. Mas muitas vezes, por abuso
de linguagem, chama-se populagdo aos resultados, respostas, medi¢des ou contagens que
advém de atributos das unidades estatisticas. E o conjunto fundamental para efetuar estudo

estatistico.
Uma amostra é um subgrupo finito de uma populagéo.

A forma de selegdo de uma amostra a partir da populagao, designada por processo de
amostragem, é determinante para a qualidade das inferéncias que venham fazer-se. As
técnicas corretamente para colher amostras deixam total ou parcialmente ao acaso a selegéo
dos elementos que virdo integra-las. Se intervém apenas o acaso e se todos os elementos de
populacdo tém igual possibilidade de ser escolhidos, a amostragem diz-se casual. Por outro
lado, quando a escolha da amostra é feita apenas por critérios arbitrarios do investigador, a

amostragem diz-se dirigida.

Exemplo. No estudo sobre “idade de cada membro da equipa reitoral da UVA”, a populagdo
é equipa reitoral da UVA, enquanto que no estudo “pesquisa com espectadores de um
estaddio com espectadores”, a amostra é composta por aqueles espetadores (a populagéo

neste caso é composta pelos espetadores).

O termo “estatistica” ¢ utilizado para representar uma descricdo numérica de uma

caracteristica de amostra.

O termo “parametro” ¢ utilizado para representar uma descricdo numérica de uma

caracteristica de populagéo.

Exemplo. “A média (que se definird mais adiante) dos salarios anuais para dos contadores de

s

uma empresa é de USD" é uma estatistica.

“Sessenta e dois dos passageiros de um determinado aeronave sobreviveram a uma explosao”

€ um parametro.
Ramos de Estatistica
O estudo de estatistica tem duas ramificacbes consideraveis:

Estatistica descritiva: € o ramo da estatistica que envolve a organizagdo, o resumo e a

representacgdo dos dados.

Estatistica inferencial: é o ramo da estatistica que envolve o uso de uma amostra para chegar a

conclusdo sobre a populagao.

Exemplo. A estatistica descritiva envolve afirmacdes do tipo “para os que sdo solteiros ainda
estavam vivos aos “ e “para os casados, estavam vivos aos “. Uma inferéncia tirada do estudo

é que "o facto de ser casado esta associado a uma vida mais longa”, por exemplo.

16



Unidade 1. Dados estatisticos. Estatistica Descritiva.

Tipo de dados estatisticos

Dados qualitativos: consistem de atributos, rétulos ou entradas ndo numéricas. As vezes sio
representados numericamente, mas deve-se estabelecer a correspondéncia entre os nimeros
utilizados (quase sempre niimeros inteiros) com as modalidades. Por exemplo, género

- {homem,mulher}, entdo homem=0 e mulher=1.Dados quantitativos: consistem de medidas

numéricas ou contagens, que se apresentam-se em diferentes intensidades ou valores.

Exemplo. No recenseamento Geral Agricola de 1989, cada unidade estatistica — exploragdo
agricola — foi observada em relacdo a vérios atributos qualitativos, entre os quais podem

salientar-se:

* Exploragado segundo a natureza juridica do produtor — sete modalidades
— produtor singular auténomo, produtor singular empresario, sociedades,
cooperativas agricolas, baldios, Estado e outros entes publicos, outas entidades;

e Exploragdes segundo a forma de exploragdo — quatro modalidades — conta
prépria, arrendamento fixo, arrendamento de campanha e arrendamento variavel.

Entre os atributos quantitativos podem mencionar-se:

* Superficie agricola utilizada;

* Numero de blocos de exploragdo. Ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002,
p.9)

Definicao (variavel discreta e continua). Em dado quantitativo, qualquer que seja o atributo
considerado, o seu valor numérico pode variar de elemento para elemento. Para assinalar este
facto representam-se esses valores por uma variavel, seja . Se a amostra tiver dimensao n, ter-

se-a x_1,x_2,...,x_n,
onde x_i (i=1,2,...,n) serd o valor do atributo na i-ésima observacéo.
As varidveis, com que correntemente se depara, sao de dois tipos: discretas e continuas.

S&o do primeiro tipo as varidveis que podem tomar somente um ndmero finito ou uma
infinidade numeravel de valores, como por exemplo, “nimero de acidentes por apdlice de

seguros”.

S&do do segundo tipo as varidveis que podem assumir qualquer valor dentro de um intervalo de

numeros reais, co por exemplo, “Altura de um individuo”.
Os dados também podem ser classificados consoante o nivel de mensuragéo:
e Dados no nivel nominal de mensuragdo: sdo apenas qualitativos. Neste nivel,
os dados podem ser categorizados usando-se nomes, rétulos ou qualidades.

Nao sdo realizados calculos matematicos neste nivel. Por exemplo, estado civil
- {casado,solteiro,divorciado,separado}..

17



Introduc@o & Estatistica e Probabilidade

e Dados no nivel ordinal de mensuragdo: sdo qualitativos ou quantitativos. Dados
neste nivel podem ser organizados em ordem ou posi¢do, mas as diferencas
entre as entradas de dados ndo s&o significantes. Por exemplo, Grau de
especializagdo dos trabalhadores - {ndo especializado=1,semi-especializado=2,
especializado=3,muito especializado=4 }. A ordem ¢é feita respeitando a ordem
das vérias modalidades, mas isso nao quer dizer que, por exemplo, o trabalhador

“muito especializado” corresponde a quatro vezes mais do que trabalhador “néo
especializado”.

* Dados no nivel de mensuragao intervalar: podem ser ordenados e pode-se
calcular diferencas significativas entre as entradas de dados. No nivel intervalar,
um registro nulo simplesmente representa uma posicdo em uma escala; a entrada
ndo é um zero inerente (zero que significa “nada”, como zero délar numa conta
bancéria).

¢ Dados no nivel de mensuracgéo racional: sdo similares aos dados no nivel
intervalar, mas com uma propriedade adicional — neste nivel um registo nulo é um
zero inerente. Uma razdo de dois valores de dados pode ser formada de modo
que um valor de dado possa ser significativamente expresso como multiplo do
outro.

Exemplo. “A temperatura corporal, em graus Celsius, durante uma sessdo de exercicios” esta

no nivel intervalar de mensuracéo.

"Os indices cardiacos, em batidas por minuto, de um atleta durante uma sessao de exercicios”

estdo no nivel de mensuragéo racional.
“"Uma colec¢do de nimeros de telefone” esta no nivel de mensuragdo nominal.

“As posicoes finais de equipas de futebol num determinado campeonato” estdo no nivel de

mensuracao ordinal.

Nota. A tabela abaixo é utilizada para facilitar a determinagdo do nivel de mensuragdo de um

determinado tipo de dados:

Subtrair os Determinar se um

Nivel de Categorizar os | Ordenar os )
_ valores dos valor de dado é

mensuracao | dados dados .

dados multiplo do outro
Nominal Sim Nao Nao Nao
Ordinal Sim Sim Nao Nao
Intervalar Sim Sim Sim Nao
Racional Sim Sim Sim Sim

Os dados sdo univariados se de cada unidade se mede uma varidvel (ou atributo). Os dados
sdo bivariados se de cada unidade se medem duas varidveis (ou atributos). Os dados sdo
multivariados se de cada unidade se medem mais do que duas varidveis (ou atributos). Os

dados bivariados, ou multivariados, contém mais informac¢des do que os univariados.
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Exemplo. A tabela que se segue mostra o nimero de graus académicos atribuidos num
determinado pais e num determinado ano, classificados por duas varidveis nominais: o nivel

do grau e o sexo do candidato.

Graus obtidos, por grau e sexo

Sexos\Graus Bacharelato Mestrado Doutoramento
Homens

Mulheres

Total

Vérias interpretacdes podem ser feitas a partir desta tabela. Por exemplo:

Qual é a percentagem dos graus de doutor que foram atribuidos a individuos do sexo
feminino?

Qual a percentagem dos graus de doutor foram e atribuidos as senhoras?
Qual a percentagem dos graus, atribuidos as senhoras, foram de doutor?

Para responder as estas questdes pode-se acrescentar mais uma coluna a tabela (total geral),

no sentido de facilitar os célculos, como se segue:

Graus obtidos, por grau e sexo

Sexos\

Graus Bcharelato | Mestrado | Doutoramento | Total geral

Homens

Mulheres

Total

Sendo assim:

Alinea (a).

7803

m}( 1002 22.90% .

Alinea (b).

7803 X100 = 0.61%
1281520 o

Alinea (c).
7803
578 953

X 100 = 1.35% .
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Planeamento de um estudo estatistico

O objetivo de todo estudo estatistico é coletar dados e entdo usa-los para tomar decisao.

Qualquer decisdo que seja tomada usando os resultados de um estudo estatistico sera tao boa

quanto ao processo utilizado para a sua obtencdo desses dados.

Se o processo tiver falhas, entdo a decisdo resultante sera questionavel.

Instrucdes para planeamento de um estudo estatistico:

1.

2.

Identifique a varidvel (ou variaveis) de interesse (foco) e a populagdo do estudo.

Desenvolva um plano detalhado para a recolha de dados. Se usar uma amostra,

tenha a certeza de que ela representa a populacéo.
Colete os dados.

Descreva os dados utilizando as técnicas de estatistica descritiva (vista na
atividade 1.2)

Interprete os dados e tome as decisdes sobre a populagdo usando estatistica

inferencial.

Identifique quaisquer erros possiveis.

Método para coleta de dados.

Ha varias maneiras de coletar os dados, mas é o foco de estudos que determina, ou orienta, a

melhor maneira de coleta de dados.

Alguns métodos de coleta de dados:

1.

Faga um estudo observacional. Neste estudo, um pesquisador observa e mede
as carateristicas de interesse de parte de uma populagédo, mas ndo muda as

condicBes existentes.

Realize uma experiéncia. Ao realizar uma experiéncia, um tratamento é aplicado
em uma parte da populacdo e as respostas sdo observadas. Outra parte

da populagdo pode ser utilizada como grupo de controle, na qual nenhum
tratamento foi aplicado. As respostas do grupo de tratamento e do grupo de

controle sdo comparadas estudadas.

Em muitos casos individuos de grupo de controle recebem placebos —um
tratamento ndo medicamentoso e que ndo causa danos, feito para parecer

tratamento real.

Use uma simulagdo. Uma simulagdo é o uso de um modelo matematico ou fisico

para reproduzir as condigdes de uma situagdo ou processo.

Use um levantamento ou pesquisa de mercado. E uma pesquisa de uma ou mais

caracteristica de uma determinada populagéo.
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Nota. A diferenga de fundo entre uma experiéncia e um estudo observacional consiste no
facto de que num estudo observacional o pesquisador ndo influencia as respostas, enquanto
que numa experiéncia, um pesquisador deliberadamente aplica um tratamento antes de

observar uma resposta.

Exemplo. Num “estudo dos efeitos da ingestdo de farinha de aveia na redugédo de pressao

|u

arterial”, deve-se realizar uma experiéncia na coleta de dados.

Num “estudo sobre como alunos do ensino primario resolve uma quebra-cabeca”, deve-se

realizar um estudo observacional na coleta de dados.

Os fabricantes de automéveis usam simulagdes com bonecos para “estudar os efeitos de

batida de um automével em humanos”.

Definicdo (Censo e Sondagem). Um estudo estatistico que utiliza todos os elementos da
populacdo denomina-se por censo. Enquanto que um estudo estatistico realizado numa

amostra denomina-se por sondagem.

Conclusédo

Populagdo e amostra sdo dois tipos de conjuntos de dados fundamentais em estudos

estatisticos.

Os dados podem ser classificados em qualitativos e quantitativos. Os niveis de mensuracdo

podem ser: nominal, ordinal, intervalar e racional.

O método (ou métodos) de coleta de dados num estudo estatistico depende em larga escala

do tipo de varidvel (varidveis) em estudo.

Avaliacao

1. Determine se o conjunto de dados é uma amostra ou uma populagéo:
a. "Aaltura de cada quarta pessoa que entra num parque de diversdes”
b. “O nimero de televisores em cada residéncia em Nairobi”.

2. Determine, justificando, se o valor numérico, abaixo indicado, é uma

estatistica ou um parametro:
a. "Em janeiro de 2007, 44% dos governadores de um determinado pais eram
do partido da oposigado”.

b. “"Num determinado ano, a nota média de Estatistica e Probabilidade
para todos os graduandos num determinado curso, numa determinada

universidade, é 14 valores (na escala de 0 a 20).
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Em um estudo, voluntérios que dormiram 8 horas em uma noite eram trés

vezes mais capazes de responder corretamente as questdes de um teste de

Matematica, em relagdo aqueles que ndo tiveram horas de sono suficientes.

a.

b.

G

Indique a amostra usada no estudo.

Qual era a populagdo em estudo?

Que parte do estudo representa o ramo descritivo da estatistica?

Determine se os dados, abaixo indicados, sdo qualitativos ou quantitativos.

Classifica-os quanto ao nivel de mensuragéo:

a.

b.

C.

d.

e.

“As temperaturas diarias mais altas para o més de julho”.
“As duragdes de musicas em um MP3 player”.

“Os niimeros de jogadores de um time de futebol”.
“Respostas de uma pesquisa de opinido”.

“Medidas de pressao arterial diastélica”.

Qual o método de coleta de dados que deva usar em cada um dos estudos

indicados abaixo:

“Estudo sobre os efeitos dos exercicios no alivio de depressao”.

“Um estudo de sucesso de graduandos da UVA para encontrar um emprego no

primeiro ano de graduagéo”.

a.

b.

G

Indique o foco de cada um destes estudos.
Identifique a populagdo do estudo.

Escolha um método apropriado para a coleta de dados.
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Atividade 2 - Organizacdao dos dados em uma experiéncia

estatistica

Introducao

Nesta atividade aborda-se as diferentes formas de organizar os dados estatisticos, para melhor

realizacdo de estudos.

Detalhes da atividade

Gréficos Caule-e-folhas. E utilizada para organizar os dados de uma amostra pequena.
Permite que o observador se torne mais sensivel ao aspeto global dos dados, sem perda de

informacéo, e comece a explorar a existéncia de padr&es.

Exemplo. O quadro abaixo apresenta os dados referentes a taxa anual de nupcialidade, TAN,
(nimero de casamento ocorrido durante o ano, referido a populagcdo média desse ano, por
habitantes). Ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 3)

Ano TAN  Ano TAN Ano TAN  Ano TAN  Ano TAN

1960 7.8 1969 9 1978 8.3 1987 7.2 1996 6.3

1961 8.8 1970 9.4 1979 8.1 1988 7.1 1997 6.5

1962 7.9 1971 9.7 1980 7.3 1989 7.4 1998 6.6

1963 7.9 1972 9.1 1981 7.7 1990 7.3 1999 6.8

1964 8.1 1973 9.9 1982 7.4 1991 7.3 2000 6.2

1965 84 1974 9.3 1983 7.5 1992 7 2001 5.7

1966 8.6 1975 109 1984 7 1993 6.8 2002 54

1967 8.9 1976 105 1985 6.8 1994 6.6

1968 87 1977 94 1986 6.9 1995 6.6

Quadro 1 - Taxa de nupcialidade em Portugal mo periodo 1960 a 2002
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O diagrama caule-e-folha para estes dados é:

N.° de Folhas Caule Folhas

2 5 47

10 6 2356668889

14 7 00123334457899
8 8 11346789

7 9 0134479

2 10 59

N.° de dados: ; unidade:

Quadro 2 Diagrama Caule-e-folhas de Taxa de Nupcialidade em Portugal, 1960-2002

Cada caule - digito dominante (neste caso a parte inteira) — estd numa linha e tem um ndmero
varidvel de folhas — digitos dominados (no caso presente a parte decimal) —; cada observacao
é uma folha de um determinado caule. Por exemplo, a dado 9,4 corresponde a 4% e a 5°
observacdes do quinto caule — 8144. O caule 8 tem 8 folhas — 8111346789 — que correspondem
as oito observacodes: 8,1, 8,1, 8,3, 8,4, 8,6, 8,7, 8,8 ¢ 8,9.

Com a construgdo do grafico caule-e-folhas procura dar-se, através de uma analise

exploratério, uma visao geral dos dados, salientando ou identificando propriedades, tais como:

* Existéncia de valores em torno dos quais se concentram os restantes;
® Maior ou menor concentracdo dos valores;
e Simetrias ou assimetrias;

® Presenca de valores extremos.

Distribuicoes de frequéncias e histogramas

Quando o nimero de dados é muito grande, os graficos caule-e-folhas perdem um pouco de

interesse, por nao ser possivel analisar os dados com facilidade.

As distribuicdes de frequéncias nesses casos podem ser uma boa solugéo.

Definicdo (Frequéncia absoluta e relativa em variaveis discretas e qualitativas). ). Seja uma
colegao de dados {x_1,x_2,...,x_n}, onde x_i, i=—(1,n), representa o valor numérico do atributo
observado para a unidade estatistica i. Sejaa_1,a_2,...,a_j,..., a sucessao disposta por ordem
crescente dos valores possiveis que a varidvel x pode assumir. O conjunto dos valores da

sucessao chama-se dominio da varidvel x, e representa-se por A.
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Chama-se frequéncia absoluta de a_j na colegdo, e representa-se por F_j, ao nimero de vezes

que este valor é observado.

Deste modo, tem-se a sucessao das frequéncias absolutas, F_1,F_2,...,F_j,..., verificando-se,

>_j F_j=n, onde n é o nimero total de observacdes da colecdo de dados.

Chama-se frequéncia relativa do valor a_j, e representa-se por f_j, ao quociente entre F_j e n,

ou seja f_j=F_j/n.

Da mesma maneira, obtém-se a sucessao das frequéncias relativas f_1,f 2,....f j,...,

verificando-se ) _jf_j=1.

Tratando-se de uma variavel discreta, basta fazer corresponder a cada valor observado um

numero natural, e, a partir, dai elaborar a tabela de frequéncias absoluta e relativa.

Exemplo. O quadro que se segue contém distribuicdo de frequéncias do “nimero de
individuos por agregado doméstico privado” no Continente (Europeu), retirada do Inquérito
aos orcamentos Familiares 1989/1990. A Amostra é composta por agregados. Ver (Murteira,
Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 14).

Numero de Individuos  Frequéncias absolutas  Frequéncias relativas
1 1138 0.118
2 2748 0.285
3 2304 0.239
4 2082 0.216
5 848 0.088
=6 520 0.054
Total 9640 1.000

Quadro 3 Inquérito aos Orcamentos Familiares 1989/1990

Pode-se retirar algumas informagdes, de caracter descritivas, dos dados, como por exemplo,
ha “2340 agregados domésticos privados com trés individuos”, “5,4% de agregados

domésticos privados é composto de 6 ou mais individuos”, etc.

Exemplo. Perguntou-se a cada funcionario de uma determinada loja, qual o tipo de musica de

fundo que preferiam ouvir durante o expediente. Os resultados foram:
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R @) P C J P P
R J ¢} P P P o
C P C N J R R
J R R P

C - CLASSICA J-JAZ

P- POP O - OUTRO TIPO DE MUSICA

R - ROCK N - NENHUM

Entdo, a tabela de frequéncias absolutas e relativas destes dados é a que se segue:

Preferéncia musical Frquéncias Absolutas  Frequéncias Relativas
CLASSICA - C 3 0.12
JAZ -J 4 0.16
N - NENHUM 1 0.04

O -OUTRO TIPO DE

MUSICA 3 0.12
P - POP 8 0.32
R -ROCK 6 0.24
TOTAL 25 1

Quadro 4 Preferéncia Musical dos Funcionarios de uma loja

Pode-se, também, acrescentar a tabela de frequéncias, a frequéncia absoluta acumulada e a

frequéncia relativa acumulada.

Definicao (Frequéncia acumulada absoluta (ou relativa)). A frequéncia absoluta (ou relativa)
acumulada de uma observagdo de uma variavel discreta (ou de uma variavel qualitativa) é a
soma da frequéncia absoluta (ou relativa) daquela observagdo com as frequéncias absolutas

(ou relativas) das observagdes que a antecedem na tabela de frequéncias.

A frequéncia acumulada absoluta (ou relativa) da primeira observagdo na tabela de frequéncias

é a respetiva frequéncia absoluta (ou relativa).

A frequéncia acumulada absoluta (ou relativa) da ultima observagdo na tabela de frequéncias é

igual ao n.° total de observacdes (ou igual a ).

Exemplo. A tabela que se segue ilustra as frequéncias acumuladas dos valores da variavel
"tipo de musica de fundo preferido durante o expediente”. Ver (Preferéncia Musical dos

Funcionérios de uma loja).
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Preferéncia musical Freq. Absol. Acumulada | Freq. Rel. Acumulada
CLASSICA - C 3 0.12 |3 0.12
JAZ -J 4 0.16 |7 0.28
N - NENHUM 1 0.04 |8 0.32

O -OUTRO TIPO DE

MUSICA 3 0.12 |11 0.44
P - POP 8 (032 [19 0.76
R -ROCK 6 024 |25 1
TOTAL 25 1

Quadro 5: Preferéncia Musical dos Funcionarios de uma loja

Definicdo (Intervalo de classes em variaveis continuas). Para classes de valores de uma
varidvel continua tomam-se, em regras intervalos, que sdo designados por intervalos de classe.
A definicdo das classes consiste na fixagdo dos limites desses intervalos ou limites de classes.
Admita-se que o nimero de classes é fixado em m, e represente-se o j-ésimo intervalo de
classe por |_j. Para ndo haver ambiguidade é necessério que os intervalos ndo tenham pontos

em comum, isto é, |_jnI_k=0, j=k.

Para n&o ficar valores por classificar, deve-se verificar U_(j=1)"m |_j=A, onde A é o dominio da

variavel.
Os m intervalos devem ser da forma:
_1=1_0,I_11,1_2=]I_1,1_2],...._j=1l_(-1),_jl,....._m=]l_(m-1),m] ,

onde |_0<I_1<---<Lj<---<I_m, I_0O<min(x_i) e I_m=max(x_i), € min(x_i) e max(x_i) sdo os valores

minimo e maximo, respetivamente, dos valores observados.

Por vezes, convém deixar o primeiro intervalo fechado a esquerda e/ou deixar o ultimo
intervalo aberto a direita. A amplitude da j-ésima classe é dada por h_j=I_j-|_(j-1), para

=12,...m.

Sempre que ndo haja inconveniéncia e tal seja possivel, deve-se manter constante as

amplitudes das classes.

Hé que saber como determinar o nimero de classes (k) e a amplitude de classe (h). Para este

efeito, algumas regras sdo dadas.

1.Tabela de Truman L. Kelley
n|5| 10| 25| 50| 100 | 200 | 500 | 1000
El2|4 |6 [8 |10 |12 |15 |15

—

2.k=5, para n<25 e k=/n para n>25

3.Regra de Sturges
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Para uma amostra de dimens&o n, o nimero de classes é dado por k=1+3,22 log(n).

Nota. Normalmente estipula-se que o nimero de classes deve estar entre 5 e 20, para ndo

dificultar os estudos estatisticos.

Para determinar a amplitude de classes deve-se em primeiro lugar determinar a amplitude dos
dados (ou amplitude total), dado por . Depois, divide-se esse nimero pelo nimero de classes,

e arredonda-se para o préximo nimero que seja conveniente.

Definicao (Frequéncias em Intervalos de classes). Feito o apuramento dos valores
pertencentes a cada classe, a frequéncia absoluta da classe I_j, j=1,2,...,m, F_j, ou a frequéncia
relativa da mesma, f_j, sdo obtidas pelos métodos descritos anteriormente, para variaveis
discretas (ou qualitativa). O mesmo acontece para as frequéncias, absoluta acumulada e
relativa acumulada.Nota. Pode-se organizar dados de uma variavel discreta em intervalos de

classe, desde que o nimero de dados é muito grande e muito distintos.

Exemplo. Os dados do quadro que se segue representam "o tempo de hemodialise (HD)

|u

antes da transplantagdo renal” efetuada em doentes no Hospital Santa Cruz. Ver (Murteira,

Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 16)

NB: embora a varidvel seja continua (o tempo), as observacdes sdo medidas em meses.

HD (Més) | HD (Més) | HD (Més) | HD (Més) | HD (Més) | HD (Més) | HD (Més) | HD (Més)
51 35 7 17 60 50 36 64
24 60 35 24 12 55 54 70
55 42 79 18 44 96 28 19
75 34 28 19 36 36 36 54
24 60 16 32 3 60 42 10
27 65 26 52 22 26 32 21
22 48 67 37 76 69 5 30
23 144 97 49 24 19 38 55
48 84 59 103 18 43 21 30
18 50 26 18 10 22 18 72
96 28 39 136 36 58 10 108
24 36 47 84 37 10 15 30
26 93 135 16 52 21 32 30

Quadro 6 Tempo de HD (meses) em 104 doentes transplantados
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Distribui-se estes dados em intervalos de classes, e calcula-se as frequéncias absolutas e

relativas.

No conjunto dos 104 valores observados, tem-se: min(x_i)=3 e max(x_i)=144. Entdo, tomou-se
0 para o limite inferior da primeira classe e 150 para o limite superior da ultima classe.

Forma-se, desta forma, dez classes de iguais amplitudes, h=15

Classes de HD Frequéncias Frequéncias
(Més) Absolutas Relativas
10, 15] 9 0.087
115, 30] 35 0.337
130, 45] 20 0.192
145, 60] 20 0.192
160, 75] 7 0.067
175, 90] 4 0.038
190, 105] S5 0.048
1105, 120] 1 0.010
1120, 135] 1 0.010
1135, 150] 2 0.019
Total 104 1.000

Quadro 7 Distribuicao do tempo de HD (meses) em 104 doentes transplantados
Representacdo grafica de dados: diagramas de barras e histogramas

Diagrama de barra. Utilizado para representar dados relativos a uma para variavel discreta.
No eixo das abcissas marca-se os valores das variaveis, e no eixo das ordenadas as respetivas

frequéncias absolutas ou relativas.

As alturas das barras correspondem as frequéncias absolutas (ou relativas) dos respetivos

dados.

Exemplo. A figura que se segue é o diagrama de barras da distribuicdo do “nimero de
individuos por agregado doméstico privado”. Ver (Inquérito aos Orcamentos Familiares

1989/1990) — Faca “ctriclique” sobre a referéncia para ir aos dados.
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Dist. de Frequéncias Relativas do N.2 de Individuos
por Agregado Familiar Privado

0.250 0.239
0.216
0.200
0.150
0.118

0.100 0.088

0.054
0.050 .
0.000

1 2 3 4 5 26

Nota. Para organizar dados de uma variavel quantitativa discreta numa tabela de frequéncias é

necessario organizar os dados por ordem crescente.

Histograma. E utilizado para representar dados agrupados em classes (geralmente para

varidveis continuas), e é formado por uma sucessao de retangulos adjacentes.

Quando as classes tém amplitude constante, h, cada retdngulo tem base h e altura igual a
respetiva frequéncia relativa (ou absoluta). Deste modo, a area do retangulo ¢ igual a hf_j (ou

hF_j), e a soma das areas dos retangulos é igual a h (ou nh '), onde n é o n.° de observacdes.

Como se pode supor sempre que h=1 (basta tomar uma escala conveniente), entdo a area ou

a altura de cada retdngulo é igual a respetiva frequéncia relativa (ou absoluta).

Se as amplitudes das classes sao diferentes, cada retdngulo tem base h_j e altura igual a
respetiva frequéncia relativa (ou absoluta) dividida pela amplitude de classe, f_j/h_j (ou F_j/
h_j). Deste modo, a &rea do retangulo correspondente a classe I_j é a frequéncia relativa (ou

absoluta), e a soma das areas dos retangulos é igual a 1 (ou n.° de observacdes).

Exemplo. A figura que se segue é o histograma de distribuicdo do “tempo de hemodialise”.
Ver (Tempo de HD (meses) em 104 doentes transplantados) — Faga “ctrl+clique” sobre a

referéncia para ir aos dados.

DIST. DE FREQUENCIAS RELATIVAS DO
"TEMPO DE HEMODIALISE"

0.400
0.350
0.300
0.250
0.200
0.150
0.100
0.050
0.000

115, 30] 145, 60] 175, 20] 1105, 120] 1135, 150]
10, 15] 130, 45] 160, 75] 190, 105] 1120, 135]

Histograma 1: Tempo de Hemodiélise
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Definicdo (Marca da classe). E o ponto médio de uma classe, que se obtém adicionando os

extremos da classe e dividindo a respetiva quantia por dois.

Poligono de frequéncia. E um gréfico linha, que se constréi a partir de um de um histograma,

ou a partir de um gréfico de barras, e que enfatiza as mudangas continuas nas frequéncias.

Pode-se construir um poligono de frequéncias relativamente as frequéncias absolutas (ou

relativas) e as frequéncias (absolutas ou relativas) acumulada.

Poligono de frequéncias absolutas, ou relativas. Obtém-se, no caso de gréfico de barra,
unindo os pontos mais altos dos retangulos; e no caso de um histograma, obtém-se unindo

os pontos médios dos topos dos retdngulos com os pontos que ficam a esquerda da primeira
classe, que se obtém subtraindo do extremo inferior, dessa classe a sua amplitude, e o que fica
a direita da Ultima classe, que se obtém adicionando ao extremo superior, dessa classe, a sua

amplitude.

O ponto que tiver mais altura num poligono de frequéncia representa a maior frequéncia, ao

passo que a area abaixo da curva inclui a totalidade dos dados existentes.

Poligono de frequéncia (absoluta ou relativa) acumulada (ou ogiva). Mostra a frequéncia
acumulada de cada classe em seu limite superior (as vezes utiliza-se o conceito de fronteira da
classe na constru¢do de uma ogiva, quando os limites da classe sdo obtidos de outra forma —
Ver (Larson & Farber, 2010, p. 36)).

Exemplo. Veja abaixo o poligono de frequéncias relativas de distribuicdo do “tempo de

hemodialise”.

Distribuicao de Frequéncias Relativas
do "Tempo de Hemodialise"

0.400
0.350
0.300
0.250
0.200
0.150
0.100
0.050

0.000
7.5 75 225 375 525 675 825 975 112.5 127.5 1425 157.5

Poligono de Frequéncia 1 (Relativa): Tempo de Hemodiélise

Nota. Existem mais tipos de graficos que representam os dados estatisticos. Para obtencdo de

mais informacdes, pode-se consultar (Larson & Farber, 2010).

Tipos de distribuicdo de dados estatisticos. A partir do poligono de frequéncia pode-se

classificar uma distribuicdo de dados estatisticos em:
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Simétrica: quando uma linha vertical pode ser tracada do meio do grafico da distribuigao e as
metades resultantes sdo aproximadamente imagens espelhadas. Neste caso, a média, a moda

e a mediana ocupam, quase, a mesma pPosi¢ao.

Uniforme: quando todas as observagdes, ou classes, tém frequéncias iguais, ou

aproximadamente iguais. Uma distribuicdo uniforme ¢, também, simétrica.
Assimétrica: quando a “cauda” do poligono de frequéncia se alonga mais em um dos lados.

Uma distribuicdo é assimétrica a esquerda (ou assimétrica negativa) se a cauda estender a

esquerda.

Uma distribuicdo é assimétrica a direita (ou assimétrica positiva) se a cauda estender a direita.
Nota. A média situa-se sempre na direcdo em que a distribuigdo é assimétrica.

Algumas distribuicdes podem néo classificar-se em simétrica, uniforme ou assimétrica.

Exemplo. A “Distribuicdo do Tempo de Hemodiélise”, ver exemplo anterior, é assimétrica a

direita.

Conclusao

Resumidamente, sdo duas as formas de representar os dados estatisticos: tabelas de
distribui¢des de frequéncias e diagramas (gréafico de barras, histograma, gréficos caule-e-folhas,

etc.).

Representagdo dos dados estatisticos depende muito do tipo de variavel (atributo) em estudo

e do nimero de observacdes.

As formas de representacao de dados de uma variavel discreta sdo, de uma certa forma,

diferentes das formas para representar os dados de uma variavel continua.
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Avaliacao

1. O conjunto de dados amostrais, a seguir, lista 0 “nimero de minutos que

usuarios de internet gastam na rede durante sua mais recente sessdo”.

50 40 41 17 11 7 22 44 28
41 78 56 72 56 17 7 69 30
18 29 34 59 73 77 36 39 30
21 80 62 19 56 54 23 29 67
37 33 39 51 46 31 54 31 53
42 39 44 86 20

a. Use uma das regras para determinagdo do nimero de classes, para calcular o

numero de classes desta distribuicéo.
b. Determine a amplitude de classe.
c. Elabore a tabela de frequéncias absoluta, relativa e acumulada.

d. Esboce o histograma.

2. Considere a seguinte tabela de frequéncias absolutas:

Classe | F;

]15,30] | 19

130,41] | 43
141,52] | 68
152,631 | 69

63,74] | 74

74,85] | 68
185,96] | 24

a.Determine:

A amplitude da classe;

A amplitude dos dados;

A marca de cada classe.
b.Esboce um histograma de frequéncias relativas.
c.Esboce o poligono de frequéncias relativas.

3. Um estudo caraterizou 5 ambientes aquaticos, nomeados de A a E, em uma
regido, medindo parametros fisico-quimicos de cada um deles, incluindo o
pH nos ambientes. O grafico | representa os valores de pH dos 5 ambientes.
Utilizando o gréfico I, que representa a distribuicao estatistica de espécies
em diferentes faixas de pH, pode-se esperar um maior nimero de espécies no
ambiente A, B, C, D ou E?
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Considere a seguinte tabela, de um conjunto de dados bivariaveis:

Milionérios, por idade e sexo

(1972, em milhares)

Sexos\ Abaixo de 50 De 50 a 64

Graus anos anos 65 anos e mais
Homens 24 34 31

Mulheres 39 26 25

Quantos milionarios existiam em 19727

a. Quantos milionarios existiam em 19727

b. Que percentagem desses milionarios era senhoras?

c. Que percentagem dos milionérios tinham menos de 50 anos?

d. Que percentagem dos milionarios do sexo feminino, tinham 65 ou mais anos?

e. Que percentagem dos milionarios com menos de 50 anos, eram do sexo

masculino?
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Actividade 3 - Medidas de tendéncia central e de dispersao

Introducao

Neta atividade vai introduzir-se algumas medidas de tendéncia central e de disperséo,
indispensaveis para identificar caracteristicas importantes de um conjunto de dados

estatisticos.

Detalhes da atividade

Medidas de tendéncia central. E um valor que representa uma entrada central de um

conjunto de dados estatisticos.
As medidas de tendéncia central mais comuns sdo: a média, a moda e a mediana.

Nota. Embora se faca referéncia a populagdo, uma ou outra vez, nesta atividade da-se realce

as medidas para dados amostrais.

Definicdo (Média aritmética). E a soma das entradas de um conjunto de dados dividida pelo

namero das entradas.

A média (para todos os efeitos, a média aritmética) indica um valor central da distribuigéo,

entendido como o valor em torno qual se distribuem os valores do conjunto dos dados.
O célculo da média de um conjunto de dados faz-se a partir de uma das formas:
p=0C_(i=1)"AN x_i)/N (média populacional) ou _x=} _(i=1)"n x_i)/n (média amostral),

onde N representa o nimero de dados em uma populagdo, n o nimero de dados em uma

amostra e x_i, para cada i, representa uma observagdo de dados.

Se os dados estiverem organizados numa tabela de frequéncias absolutas (F_i), pode-se

calcular a média da seguinte forma:

u=C_(=1"N[F_ja)_j)/N (média populacional) ou —_x=(3_(j=1)"n [F_ja)_j)/n (média

amostral),

onde a_1,a_2,...,a_j,... € a sucessdo disposta por ordem crescente dos valores possiveis que a

varidvel x pode assumir, ou seja, sdo os diferentes valores da variavel x.

Quando os dados estiverem agrupados em classes os valores de x_i representam os pontos

médios das classes, ou marcas das classes.

Exemplo. O quadro abaixo apresenta os dados referentes a taxa anual de nupcialidade, TAN,
(nimero de casamento ocorrido durante o ano, referido a populagdo média desse ano, por
habitantes), ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 3):
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Ano TAN Ano TAN Ano TAN Ano TAN Ano TAN

1960 7.8 1969 9 1978 8.3 1987 7.2 1996 6.3

1961 88 1970 9.4 1979 8.1 1988 7.1 1997 6.5

1962 7.9 1971 9.7 1980 7.3 1989 7.4 1998 6.6

1963 7.9 1972 9.1 1981 7.7 1990 7.3 1999 6.8

1964 81 1973 9.9 1982 7.4 1991 7.3 2000 6.2

1965 84 1974 93 1983 7.5 1992 7 2001 5.7

1966 8.6 1975 109 1984 7 1993 6.8 2002 54

1967 89 1976 105 1985 6.8 1994 6.6

1968 8.7 1977 9.4 1986 6.9 1995 6.6

Tabela 1 Taxa Anula de Nupcialidade
Calcula-se a média deste conjunto de dados:
Y x_i=336.1,n=43,logo —x=(}, x_i)/n=336.1/43=7.816

Definicao (Estatistica de ordem). Quando um atributo é quantitativo ou qualitativo, com o nivel

de mensuragdo nominal, os dados da colegéo {x_1,x_2,...,x_n} podem ser ordenados,

X ((1D)x_((2)),--x((m)),com x_((1))=x_((2))=--=x_((n)) ,

e diz-se que se calcularam as estatisticas de ordem. Assim, x_((i)) é a estatistica de ordem i,
comi=1,2,...,n. Duas estatisticas de ordem importantes sdo os extremos, x_((1))=min(x_i) e

x_((n))=max(x_i).

Definicdo (Mediana). E um valor que ocupa a posicdo central quando os dados estao
ordenados, e representa-se por x". Ou seja, a mediana é o valor do conjunto dos dados, que

deixa 50% de observagdes inferiores e 50% de observacdes superiores.

Se x_((1)),x_((2)),....x_((n)) n forem estatisticas de ordem, a mediana seré o elemento que

ocupara a posicao central. Em termos rigorosos, a mediana poder-se-& definir-se por:
X'={x_(((n+1)/2)) se n éimpar (x_((n/2))+x_((n/2+1)))/2 se n é par .
Exemplo. A mediana sobre o conjunto de dados do exemplo anterior é x"=x_((22))=7.5.

Se os dados estiverem a grupados em classes, para determinar a mediana proceder-se-a da

seguinte forma:
1. Calcular-se-a a ordem n/2;

2. Pela tabela das frequéncias acumuladas, identificar-se-a a classe que contém a

mediana — classe Md;

3. Utilizar-se-a a férmula

36



Unidade 1. Dados estatisticos. Estatistica Descritiva.

X =I_Md+((n/2-f_(ac_ca))-h)/F_Md ,

onde:
° |_Md — Limite inferior da classe Md;
° n — Dimensdo da amostra;
o f_(ac_ca) - Frequéncia acumulada da classe anterior a classe Md;

° h — Amplitude da classe Md;

° F_Md - Frequéncia absoluta da classe Md.

Exemplo. Calcula-se a média e a mediana do conjunto de dados sobre o tempo de

hemodiélise, ver o “Tempo de HD (meses) em 104 doentes transplantados”.

Para isso, apresenta-se a seguinte tabela:

Classes de HD (Més)

10, 15] 9 9 7.5 67.5
115, 30] 35 |44 225 |787.5
130, 45] 20 |64 37.5 |750
145, 60] 20 |84 52.5 |1050
160, 75] 7 91 67.5 |4725
175, 90] 4 95 82,5 |330
190, 105] 5 100 97.5 |487.5
1105, 120] 1 101 112.5 [1125
1120, 135] 1 102 127.5 [127.5
1135, 150] 2 104 142.5 | 285
Total 104 4470

Entdo a média é:

—x=(} F_ia_i)/n=4470/104=42.981 .

Calculo da mediana: n/2=104/2=52; entdo a classe mediana é Md=]30,45]. Logo,
X =|_Md+((n/2-f_(ac_ca))-h)/F_Md =30+((52-44)-15)/20=36 .

Nota. Segundo (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 25), “a mediana estd muito
menos sujeita a observagdes extremas ou, em linguagem mais técnica, € mais resistente do
que a média”, pois a média se altera sempre que se altere uma observagdo, enquanto que a

mediana nao, por se ocupar a posi¢do central.
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Defini¢do (quantis). Um quantil de ordem a, 0<a<1, que se representa por g_a, é o valor do

conjunto de dados que tem an observagdes inferiores e (1-a)n observagdes superiores.
A mediana é um quantil de ordem a=0,5.

Outros quantis importantes sdo os percentis, obtidos quando a=0,01;0,02;...;0,99, os decis,

quando a=0,1;0,2;...;0,9, o primeiro quartil, Q1=qg_0,25, e o terceiro quantil, Q3=q_0,75.
Estas medidas aplicam-se a dados quantitativos (discretos ou continuos).

Apresenta-se, de seguida, as técnicas para determinagdo dos quantis, quando se tém o

conjunto de dados ordenados, isto é, os dados estdo na forma

Como existem n-1 intervalos unitérios entre 1 e n, a ordem da observagdo correspondente
ao quantil de ordem a, q_o, serd dada por 1+(n-1)a se este valor for inteiro. Assim, fazendo

r=1+(n-1)a, o quantil de ordem « é q_a=x_((1)).

Se 1+(n-1)a n&o for inteiro, tomar-se-& 1+(n-1)a=r+¢, onde r é um ndmero inteiro e
0<e<1. Neste caso, o valor r+& pode ser considerado a ordem aproximada da observagéo
correspondente ao quantil. Contudo, muitas vezes, o quantil de ordem a obtém-se por

“interpolacdo linear”, fazendo a seguinte média ponderada entre x_((r)) e x_((r+1)):

g_a=x_((M)+e_((r+1))x_((M)=1-)x_((r)+ex_((r+1)) .

Nota. Nao se deve definir o quantil de ordem a quando a<1/(n+1) ou a>n/(n+1), ver
(Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 26).

Apresenta-se agora, um mecanismo para determinacdo dos quartis Q1 e Q3, pois mais adiante

esses valores serdo necessarios no célculo de medidas de dispersao.
Definicao (Quartis). Sdo os valores que dividem um conjunto de dados em quatro partes iguais.

Uma vez ordenado os dados, o segundo quartil Q2 — que também coincide com a mediana

— é o valor que fica no meio dos valores dos elementos do conjunto de dados, isto é, o valor
que divide o conjunto de dados em duas partes iguais. Depois o primeiro quartil, Q1, serd o
valor que fica no meio na primeira metade do conjunto de dados, e o terceiro quartil, Q3, sera,

analogamente, o valor que fica a meio da segunda metade do conjunto de dados.

Se os dados forem discretos, normalmente, a localizagdo dos quartis far-se-a por intermédio de

dois métodos: inclusivo e exclusivo. (para mais informagdes ver (Fernandes & Pinto)).

No entanto, a tabela que se segue baseia-se no método “CDF-Cumulative distribuition
function” (ver (Fernandes & Pinto, p. 4)). Considera-se uma amostra de dimens&o n (par ou
impar). Ao dividir n por 4, o resto da divisdo é 0, 1, 2 ou 3, ou seja, n=4m ou n=4m+2, caso n

seja par, ou n=4m+1 ou n=4m+3, caso n seja impar.
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Localizagdo de Localizacdo de
n par k=(n+2)/4 k=(3n+2)/4
n=4m+1 k=(n+3)/4 k=(n+1)/4
impar
n=4m-+3 k=(3n+1)/4 k=(3n+3)/4

Conhecida a localizagao, o célculo dos quartis faz-se baseando na seguinte tabela:

k inteiro Qp = xy,
mo o .| @p
kE nao intero, i <k <i+ X+ Xieq
! 7

Exemplo. Os dados abaixo indicam a populagdo ativa em percentagem da populagéo

residente para cada um dos concelhos de um determinado pais:

A ] d A i 3 L 3 i 3 L 3 & 2
308 [ 333 | 38R | 33 | 3] | 3 (388 | 3¢+ | 3106 | 350 | 32N | 30°L | 8] | #03
Ccl C3 G| &ty | G2 || QA ca Ca | CI0 | Cld | CI3 | C42 | ClIH
L

Quadro 8: Populacado ativa em percentagem da populacao residente para cada um dos

concelhos de um determinado pais

Determina-se, assim, a mediana x’=Q2, o primeiro quartil Q1 e o terceiro quartil Q3.

Ora, é necesséario ordenar os valores:

C1

1z | c9 0 Ce |[C2| ¢4 | G5 Cs8 | C11 | 13 | C3 CT | C4

O [ F@) | F@ | F@ | FE) | FE | F(D [ FE) | ) | Fe) | () | F(12) | F(s) | F()

30.7 | 308 | 1.9 | 32 31| 344 | 357 | 361 | 36 | 388 | 402
3 7 1 9 33 | 33| 337 1 3 5 5 9 5 ]

Sendo assim, tem-se:
X'=Q2=(x_7+x_8)/2=(33.7+34.11)/2=33.91
Q1=x_((4))=32.9

Q3=x_((11))=36.15

Se os dados forem continuos, a localizagdo dos quartis far-se-a por intermédio das férmulas

que se seguem.
Determinacdo de Q1:

Calcular-se-4 a ordem n/4;

Pela coluna da frequéncia acumulada, determinar-se-a a classe que conterd Q1;

Utilizar-se-4 a férmula:
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Q1=I_Q1+((n/4-f_(ac_aQ1))xh)/F_QT1
Determinacdo de Q3
Calcular-se-4 a ordem 3n/4;
Pela coluna da frequéncia acumulada, determinar-se-a a classe que contera Q;
Utilizar-se-a a formula:
Q3=1_Q3+((3n/4-f_(ac_aQ3))xh)/F_Q3

Exemplo. Calcula-se a mediana e os quartis e do peso de cigarros de uma certa marca, cuja

a distribuicdo de frequéncias apresenta-se de acordo com o quadro abaixo:

Peso
(mg)
1760,780] | ¢ | 4

1780,800] | 43 | 47
1800,820] | 118 | 165
1820,840] | 168 | 333
1840,860] | 117 | 450
1860,880] | 39 | 489
1880,900] | 11 | 500

F; F.Ac.

Quadro 9: “Peso de cigarros de uma certa marca”
Ora, a classe mediana é , entdo a mediana é:
X'=1_Md+((n/2-f_(ac_ca))-h)/F_Md =820+ ((250-165))/168x20=830.119 .
A classe que contém Q1 € ]800,820], entdo o primeiro quartil é:
Q1=1_Q1+((n/4-f_(ac_aQ1))xh)/F_Q1 =800+((125-47))/118x20=813.220.
A classe que contém Q3 € ]840,860], entdo o terceiro quartil é:
Q3=1_Q3+((3n/4-f_(ac_aQ3))xh)/F_Q3 =840+((375-333))/117x20=847.179 .

Costuma-se utilizar uma representacdo grafica, denominada caixa-de-bigodes, para
representar os extremos, a mediana e os quartis Q1 e Q3, ver (Murteira, Ribeiro, Silva, &
Pimenta, 2002, p. 27).

O retangulo (a “caixa”) é desenhado de forma que os seus lados inferior e superior
correspondam aos primeiro e terceiro quartis, respetivamente; o segmento no seu interior
refere-se a mediana. O minimo e o maximo (min(x_i) e max(x_i)) sdo representados pelos

segmentos inferior e superior (“os bigodes”), desenhados no exterior do retangulo.
A caixa nos seus limites horizontais (entre Q1 e Q3) contém 50% das observacdes (ou dados).

Exemplo. A caixa-de-bigodes da “populagdo ativa, em percentagem, da populagao residente
para cada um dos 14 concelhos de um determinado pais” (ver exemplo anterior) esta

representada abaixo.
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Definicao (Moda). Considerando os dados originais, a moda, que se passa a representar por ,

¢ a observagdo com maior frequéncia absoluta.
Se nenhuma observagéo é repetida, o conjunto de dados ndo tem moda.

Se duas observages ocorrem com a mesma frequéncia, cada uma dessas observagdes é uma

moda, e o conjunto é chamado bimodal.
H& conjunto trimodal (3 modas) e plurimodal (com mais de 3 modas).

A moda pode ser determinada para qualquer tipo de atributo em causa (qualitativo,

quantitativo discreto ou continuo).

Se os dados estiverem organizados em classes de igual amplitude, a classe com maior

frequéncia chamar-se-a classe modal.

Nesse caso, a moda pode ser calculada aplicando algumas férmulas, das quais destaca-se,

neste mdédulo, a formula de Czuber:

Identifica-se a classe modal, ou seja, a classe que tem maior frequéncia;
Aplica-se a formula

Mo=I_Mo+A_1/(A_1+A_2 ) h

onde:
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— Limite inferior da classe modal;

— Diferencga entre a frequéncia da classe modal e a da classe anterior a ela;
— Diferencga entre a frequéncia da classe modal e a da classe posterior a ela.
- Amplitude das classes.

Exemplo. Calcula-se a moda do peso de cigarros de uma certa marca, cuja a distribuicdo de

frequéncias apresenta-se de acordo com o quadro “Peso de cigarros de uma certa marca”.
Ora, a classe modal é 1820,840], entdo a moda é:
Mo=I_Mo+A_1/(A_1+A_2 ) h=820+50/(50+51)x20=829.901

Nota. A média e a mediana sdo medidas para dados quantitativos, enquanto que a moda

pode aplicar-se a dados quantitativos e qualitativos.

Medidas de dispersao (ou variagao). Sdo valores utilizados para determinar a caracteristica
de variagdo de um conjunto de dados estatisticos. Deve definir-se tomando em conta a
posicdo das observagdes em relagdo a uma referéncia fixa, que deve ser o valor escolhido para

localizar a distribuicdo. S&o eles:

* Amplitude total;
e Desvio;
e Desvio médio, ou absoluto;
e Variancia;
* Desvio padrao.
Amplitude total, definida anteriormente como max(x_i)-min(x_i), € uma das medidas de

dispersao, mas é muito limitada, pois depende apenas dos valores extremos, ou seja, ndo é

afetada pela dispersao dos valores internos.

Definicao (Desvio). E a diferenca entre cada valor de uma observacao (x_i), paratodoi, e a

média (—x,0u ).

Quanto menor for os desvios, menos dispersos estdo as observa¢des em relagdo a média.
Da definicdo da média, obtém-se a seguinte propriedade:

> _(i=1)n )(xi-—x )=0 (dados amostral) e } (i=1)"N(x_i-p )=0 (dados populacional)

propriedade que se anuncia da seguinte forma: a soma dos desvios em relagdo a média é

igual a zero.

Definicdo (Desvio médio). E a média dos valores absolutos dos desvios, ou seja,

@ _(i=M"n|x_i-—x|)/n(dados amostral) e (3_(i=1)"NIx_i-pl)/N (dados populacional).
Definicdo (Variancia). E a média (aritmética) dos quadrados dos desvios, ou seja,

sA2=03_(i=1)"n [(x_i-—x))]*2)/n (Varidncia amostral) e sA"2=(3_(i=1)"N [(x_i-n)]"*2)/N
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(Varidncia populacional).
Definicao (Desvio padrdo (DP)). E a raiz quadrada positiva da variancia, ou seja,

s=J(O_(i=1)"n [(x_i-—x)]"2)/n ) (DP amostral) e s=J/(Q_(i=1)"N [(x_i-w))]*2)/N ) (DP

populacional).

Nota. As férmulas de variancia e desvio padrao séo utilizadas para dados quantitativos simples
e agrupados em classes. No caso de dados em classes, os x_i representam as marcas das

classes.
Estas férmulas podem ser simplificadas, de uma certa forma; por exemplo:

sA2=_(i=1)"n [(x_i-—x)]"2)/n=1/n Y _(i=1)"n([x_i]*2-2x_i —x+_x"2)=1/nY,_(i=1)"n

[x_i]"2-—x"2 ,ou
s"2=3_(i=1)"n F.i [(a_i-—x))"2)/n=Y,_(i=1)"m f_j [a_j]*2-_x"2 (com tabela de frequéncias).

Nota. Por vezes, utilizam-se a variancia e o desvio padrao corrigidos, para dados amostrais

",

especificos, ver ” (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 22)
s72=(Y_(i=1)"n [(xi-—0)]"2)/(n-1) .
Se se usar a tabela de frequéncias absolutas e a de frequéncias relativas, obter-se-a:

sA2=(Y_(i=1)"n F_i [(a_i-—x)]*2)/n=Y_(i=1)"n £i [(a_i-—x)]*2 e s"2=(X_(i=1)"N [F_i (a_i-p)
172)/N=Y_(i=1)"N £.i [(a_i-w)]"2.

O desvio padrdo é de grande utilidade na medicao da dispersdo em relagdo a média

aritmética. Quanto mais dispersos sdo os dados em relagdo a média, maior é o desvio padréo.

Teorema (de Chebichev). A propor¢do de qualquer conjunto de dados, a menos de k, keEN e

k>1, desvios padrao a contar da média, é sempre ao menos

1-1/k"2

Ou seja, o intervalo

[—x-ks,—x+Ks]

tem ao menos

(1-1/kA2 )x 100

porcentos dos dados.

Quando k=2, o intervalo [—x-2s,_x+2s] terd ao menos 75% ddos dados.

Quando k=3, o intervalo [—x-3s,_x+3s] terd ao menos 88,9% dos dados, aproximadamente.
Definicao (Outliers). Sdo observagdes “estranhas” que se localizam muito distantes da média.
As estatisticas descritivas sdo muito influenciadas por outliers.

O Teorema de Chebichev, d4 uma boa contribui¢do na identificacdo dos outliers, ou seja,

valores fora do intervalo [ _x-2s,_x+2s] — sdo ditos valores incomuns, ou muito incomuns, caso
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estejam fora do intervalo [ _x-3s,_x+3s] — devem ser analisados, pois podem ser outliers.

Definicdo (Amplitude interquartis). E a diferenca entre Q3 e Q1, e representa-se por AlQ, isto
é, AIQ=Q3-Q1.

A AlQ ¢é utilizada para classificar os outliers. Uma observacao x_i € um outlier severo quando
x_i<Q1-3(Q3-Q1) ou x_i>Q3+3(Q3-Q1). Uma observagdo x_i é um outlier moderado quando
Q1-3(Q3-Q1)<x_i<Q1-1.5(Q3-Q1) ou Q3+1.5(Q3-Q1)<x_i<Q3+3(Q3-Q1).

Definicdo (“Score” padronizado (z)). E o nimero de desvio padrao pelo qual uma observacao

se dista, para mais ou para menos, da média. Para todo i, score padronizado de x_i é dado

por:

z_i=(x_i-—x )/(n) (dados amostra ) e z_i=(x_i-p )/(N') (dados populaconal).

Nota. Sdo considerados incomuns as observagdes com “scores” acima de dois desvios padréo

da média.

Definicao (Coeficiente de variagdo (CV)). E um valor, em percentagem, que indica a
magnitude relativa do desvio padrdo quando comparado com a média do conjunto de valores,

ou seja,
CV=s/_xx100 (dados amostral) e CV=s/ux100 (dados populacional) .

Nota. Coeficiente de variagdo é util para comparar a dispersdo de dois, ou mais, conjuntos de
dados, de ordem de grandezas diferentes. Quanto maior é a dispersao, maior é o coeficiente

de variagdo.

Exemplo. Seja o conjunto de pregos (em USA Dédlares) de geladeiras em 7 lojas diferentes,

Loja A| B |C|D|E F
Prego | 750 | 800|810 | 820|760 | 780

com media é _x=787,14 e com o desvio padrao s=25,63.

Seja também, o conjunto de pregos de liquidificadores nas mesmas lojas acima,

Loja A|B|C|D|E]|F
Preco |50 |45|55(43 |52 |54

com média _x=49,14 e com desvio padrdo s=4,81.

Qual dos produtos tem maior variabilidade de precos, em relacdo a média?
Ora, o coeficiente de variagdo do primeiro conjunto de dados é
CV=25,63/787,14x100=3,3% .

O coeficiente de variagdo do segundo conjunto de dados é
CV=4,81/49,14x100=9,8% .

Conclui-se desta forma, que ha menor dispersao de pregos no conjunto dos precos de

geladeiras.
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Conclusao

As medidas de localizacdo mais utilizadas sdo: a média, a mediana e a moda. A média é

aplicada apenas aos dados quantitativos, a mediana aplica-se aos dados quantitativos e

aos dados qualitativos com nivel de mensuragéo ordinal, e a moda aplica-se aos dados

quantitativos e qualitativos.

A variancia e o desvio padrao sdo medidas de dispersao em relagdo a média.

Para muitos as medidas de dispersdo mais usadas sao variancia e desvio padrao.

Avaliacao
1. Os dados que se seguem referem-se a precipitagdo caida em Lisboa, em , no

més de janeiro dos anos de 1980 a 2006. Ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta,
2002, p. 49).

ANO | PREC. | ANO | PREC. | ANO | PREC. | ANO | PREC. |ANO |PREC.
1980 |53.5 [1986 |52.2 |1992 [61.5 1998 |62.3 2004 |129.5
1981 [11.6 1987 [130 |1993 |19 1999 [107.5 2005 | 0
1982 |112.8 1988 |107.7 |1994 |79.7 |2000 (17.7 2006 | 57.7
1983 | 6.2 1989 |62.5 [1995 |57.3 |2001 [195.5

1984 |40.6 1990 |63.1 |1996 |394 2002 |72.9

1985 |224.6 [1991 |64.9 |1997 [136.6 |2003 |131

observacdes.

outliers.

a. Calcule a média, a variancia e o coeficiente de variacdo para estas

b. Calcule a variancia corrigida e o desvio padrao corrigido.

c. Apresente o resumo dos “5 nimeros” (os 2 extremos, a mediana e os quartis
Q1 e Q3.

d. Construa uma caixa-de-bigodes para esta informacao e identifique eventuais

e. Indique os scores dos eventuais outliers, apurados na alinea anterior.

2. Um estudo sobre os atrasos nos voos europeus durante o Verdo de 2006, realizado

em determinado aeroporto, conduziu aos seguintes resultados:

Atraso [ 10,10] | ]10,20] | ]20,30] | ]30,40] | 140,501 | ]50,60]
N.°de
voos 29 23 17 14 11 6

a. Construa um histograma.
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b. Construa o poligono de frequéncia, e classifique a distribuicdo (simétrica,

uniforme ou assimétrica).

c. Calcule a média, a variancia e o desvio padrao referentes aos minutos de

atraso de voos.
d. Calcule a moda e a mediana.
e. Determine o intervalo interquartis e a respetiva amplitude.
f. Determine a proporgao de dados a menos de 2 e de 3 desvios padrdes.

Abaixo estdo listados os salarios anuais (em milhares de ddlares) para os

funcionarios municipais de duas, determinadas, cidades A (e ) B de Africa:

Cidade

A 202|261 209| 321|359 | 23 28.2| 316 | 183
Cidade
B 209|182 | 208 211|265 | 269 | 24.2| 251 | 22.2

a. Determine as médias e os desvios padrées das duas distribui¢Ses.

b. Diga qual dos dois conjuntos de dados apresenta maior variabilidade de

dados, emrelacdo a média aritmética.

Numa sala estdo 5 pessoas. A média das idades é de 30 anos. Entra na sala uma
pessoa de 36 anos de idade. Agora, qual serd a média das idades das pessoas

naquela sala?

A tabela que se segue mostra as ligagdes de longa distancia (em minutos)

feitas por uma pessoa em um dia:

] 10,5 | ]5,10 | 110,15 | 115,20 | J20,25 | 125,30 | 130,35 | 135,40 | 140,45
Duragio | ] | ] | ] ] ] ] ] ] ]
N.°de
Chamadas 12 26 20 7 11 7 4 4 1

Determine a média, a moda e a mediana.
Determine o desvio padréo e o coeficiente de variagdo.

Determine Q1 e Q2.
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Resumo da Unidade

As trés principais caracteristicas de um conjunto de dados estatisticos sdo um valor
representativo de um conjunto de dados (medidas de tendéncia central), uma medida de

dispersao ou variagao e a natureza ou forma da distribuicdo de dados.

Para analise e interpretagdo dos dados é necessario organizar os dados em tabelas ou em

gréficos ou pictogramas.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
do curso.

Leituras.

* Fernandes, S., & Pinto, M. (s.d.). Afinal o que sdo e como se calculam os quartis?
Universidade de Algarve - Departamento de Matematica, Departamento de
Matematica, Faro.

e Llarson, R., & Farber, B. (2010). Estatistica Aplicada (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson
Prentice Hall.

* Murteira, B., Ribeiro, C. S., Silva, J. A., & Pimenta, C. (2002). Introdugéo a
Estatistica (2% ed.). Lisboa: McGraw-Hill de Portugal.

Qutros Recurso.

e O Software Excel.
* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

e Software: Geogebra, R e Excel.
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Unidade 2. Probabilidade e

teoremas CISSOCiCICIOS

Introducao a Unidade

Nesta unidade introduz-se os conceitos de experiéncia aleatéria, espaco de resultados e
de acontecimentos, a medida de probabilidade. Também, faz-se uma anélise cuidadosa do

conceito de probabilidade condicionada e do Teorema de Bayes.

Sempre que se menciona probabilidade, sem especificar o tipo, esta-se a referir a

probabilidade classica (um dos tipos de medida de probabilidade).

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

Definir e identificar uma experiéncia aleatoria.

* Determinar o espago-amostra de uma experiéncia aleatéria.
* Operar com eventos num espago-amostra.

* Determinar probabilidade condicional.

* Determinar probabilidade com eventos independentes.

* Resolver problemas da vida quotidiana aplicando a teoria de probabilidade.
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Atividades de Aprendizagem

Atividade 1 - Espaco-amostra (ou espaco de resultado) e

Acontecimento. Probabilidade e seus axiomas.

Introducao

Nesta atividade vai introduzir-se os conceitos de experiéncia aleatéria, espago de amostra
e de acontecimento (operagdes com acontecimentos). Introduz-se algumas defini¢cdes de

probabilidade, e anuncia-se os axiomas de probabilidade, bem como as suas consequéncias.

Detalhes da atividade

Definicao (Experiéncia Aleatéria). Diz-se que uma experiéncia é aleatédria se satisfazer as

seguintes caracteristicas:

* O Conjunto de resultados possiveis é afixado anteriormente;

* O resultado da experiéncia nunca pode ser previsto de forma exata, mesmo que
se desenvolvam todos os esfor¢os para manter sob controlo as circunstancias
relevantes para o resultado.

Exemplo. Constituem exemplos de experiéncias aleatodrias, os que se seguem:

* Lancamento de uma moeda e observacdo do lado que fica para cima;
® Langamento de um dado e registo do nimero de pontos obtidos;
e Tiragem de uma carta de um baralho e anotacdo de um naipe;

® Registo do nimero de sinistros por apélice do ramo de automével durante uma
anuidade

Definicao (Espago-amostra (Ou espaco de resultados)). Denomina-se espacgo de resultados
ou (espago-amostra), e representa-se por Q, o conjunto fundamental, e ndo vazio, formado por
todos os resultados que hipoteticamente é possivel (resultado elementar e indivisivel de uma
experiéncia) obter quando se efetua determinada experiéncia aleatéria. Cada elemento de Q é

representado por w.

Exemplo. Considera-se uma experiéncia aleatéria que consiste no langamento de dois dados
e observar os nimeros obtidos nas faces voltadas para cima. Definir um espago-amostra para

essa experiéncia aleatoria.

Com sao dois dados, o espago-amostra tem que albergar todos os resultados possiveis. Para

cada langamento ter-se-& dois nimeros, pois sdo dois dados. Logo:
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(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5), (16),(2,1),(2,2),(2,3), (2,4),(2,5),(2,6)
0 = 4(31),(3.2),(33).(3,4),(3,5),(3.6),(4,1),(4.2),(4.3), (44),(4,5),(46)
(5,1),(5,2),(5,3),(54),(55),(56),(6,1),(6,2),(6,3), (6,4),(6,5),(6,6)

= L7 6j=123456}
Ou seja, o espago-amostra tem 36 elementos.

Exemplo. Considera-se uma experiéncia aleatéria que consiste em escolher aleatoriamente

um ponto de um circulo, do plano euclidiano, com centro na origem e raio igual a 1.
Neste caso, o nosso espago-amostra € um subconjunto de RA2:
Q={(x,y)ER"2 :x"24+y"2<1} .

Definicdo (Acontecimento (ou evento)). Chama-se acontecimento (ou evento) a um

subconjunto do espaco-amostra.

Exemplo. Ao langar um dado e observar o resultado, podem ser considerados eventos os

seguintes:
Observar um nimero par;
Observar um nimero maior ou igual a dois;
Observar o nimero quatro.

Definicao (Realizacdo de um acontecimento). Ao efetuar uma experiéncia aleatéria associada
a Q, diz-se que o acontecimento Ac(l se realiza, se o resultado da experiéncia w é um ponto

pertencente a A: w€A.

Os subconjuntos {w}cQ, Formados por um Unico elemento de Q, dizem-se eventos (ou

acontecimentos) elementares.

Como Q é subconjunto de si préprio, tem-se que Q é um acontecimento (ou evento),

acontecimento certo.
Como @ é um subconjunto de Q, entdo @ é um acontecimento, acontecimento impossivel.
Eventos possivelmente realizaveis sdo chamados eventos aleatorios.

Nota. Como os eventos sdo subconjuntos de Q, entdo a dlgebra dos acontecimentos sdo

muito parecidos com a algebra dos conjuntos.

* Implicagdo de acontecimentos. O acontecimento A implica o acontecimento B se,
e somente se, qualquer elemento de A é, também, um elemento de B, ou seja,
AcCB;

¢ |dentidade de acontecimentos. Dois acontecimentos A e B s3o idénticos se, e
somente se, possuem os mesmos elementos, ou seja, A=B.

¢ Unido de acontecimentos. Unido de dois acontecimentos A e B, AUB, é o
acontecimento que se realiza quando pelo menos um deles se realiza.

® Interseccdo de acontecimentos. A interseccdo de dois acontecimentos A e B,
ANB, é o acontecimento que se realiza quando ambos se realizam.
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* Acontecimentos incompativeis (ou mutuamente exclusivos). Dois acontecimentos
A e B sdo incompativeis ou (mutuamente exclusivos) se, e somente se, a
realizagdo de um implica a ndo realizagdo do outro. Por outras palavras,
os acontecimentos A e B sdo incompativeis se, e somente se, ANB é um
acontecimento impossivel, isto €, ANB=0.

¢ Diferenca de acontecimentos. A diferenca entre os acontecimentos A e B, A-B,
é o acontecimento que se realiza se, e somente se, A se realiza sem que B se
realize, isto é, A-B=ANB".

Em particular, Q-A, designa-se por acontecimento contrario (ou complementar) de A, e
realiza-se se, e somente se, A ndo se realiza. Normalmente, representa-se Q-A por A, e ANA
=@ e AUA=Q.

Algumas propriedades das operacées definidas sobre acontecimentos.
AU(BUC)=(AUB)UC; An(BNC)=(ANB)NC - Associatividade.

AUB=BUA; ANB=BNA - Comutatividade.
An(BUC)=(ANB)U(ANC); AU(BNC)=(AUB)N(AUC) - Distributividade.
(AUBY=A"NB; (ANB)=AUB - Leis de De Morgan.

Exemplo. Designando por A_1, A_2 e A_3 acontecimentos quaisquer de Q. Tem-se:
Ocorréncia de A_1 e ndo ocorrénciade A_2 e A_3: A_1In(A_2)YN(A3 ).
Ocorréncia de pelo menos um dos A_j, j=1,2,3: AL1TUA_2UA_3.

Ocorréncia de um e um sé dos A_j,j=1,2,3:

(A_1n(A_2)YN(A_3))U(A_2N(A_1 Y N(A3 )Y )UABNALYNAL2Y) .

Ocorréncia de exatamente dois dos A_j,j=1,2,3:

(A_1nA_2n(A_3 7 )U((A_2 YNA_1NA_3)U(A_3N(A_1YNA2) .

Ocorréncia de nenhum dos A_j,j=1,2,3: (A_1 YN(A_2)YN(A_3 ) =(A_1UA 2UA 3 ) .

Definicao (Medida de Probabilidade). A medida de probabilidade é uma fungao P que
a cada acontecimento Ac(, faz corresponder um ndmero real P(A), probabilidade do

acontecimento A, que verifica os trés axiomas seguintes:

P(A)=0.

P(Q)=1.

Se A e B sdo acontecimentos incompativeis, entdo P(AUB)=P(A)+P(B).
Nota. A propriedade (3) pode ser substituida por:

(3% Se A_1,A_2,A 3,...,A_n,... s3o acontecimentos em nimero infinito numeréavel, dois a dois

incompativeis, isto €, A_iNA_j=0,i#j, entdo

PU_(G=D"(+0)EAj)=X_(j=D"(+)E[P(A]) .)
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Propriedades de medida de probabilidade.
P(A)=1-P(A).
P(@)=0.
P(B-A)=P(A)-P(ANB).
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).
ACB=P(A)<P(B).
P(A)<1.
P(ANB )=P(A)-P(ANB).
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)-P(ANC)-P(BNC)+
+ P(ANBNC)..

Exemplo. Em determinada populacdo, 9,8% das pessoas adquirem a revista A, 22,9%, a
revista B, e 5,1%, ambas as revistas. Admite-se que a medida de probabilidade ¢ a propor¢ao
dos individuos da populagdo que adquirem as revistas. Deste modo, definem-se os

acontecimentos:

A=adquirir a revista A;

B=adquirir a revista B.

A probabilidade de adquirir somente a revista A, acontecimento ANB'=A-B, ¢ dada por:

P(A-B) = P(A)-P(ANB)

0,098-0,051

0,047

A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso adquirir pelo menos uma das revistas,

acontecimento AUB, é dada por:

P(AUB) = P(A)+P(B)-P(ANB)

0,098+0,229-0,051

0,276

A probabilidade de nado adquirir nem a revista A nem, nem a revista B, acontecimento A'nB’, é

dada por:

P(ANE) = 1-P((ANB ) )=1-P(AUB)
= 1-0,276
= 0,724
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Nota. Os exemplos anteriores ndo ensinam como calcular a probabilidade de um
acontecimento. Alids, essa parte ainda nao foi abordada. O que se mostrou ali é como
calcular probabilidades de determinados acontecimentos a partir de probabilidades de outros

acontecimentos.

Interpretacdo do conceito de probabilidade

Definicao (Cléssica). Seja Q={w_1,w_2,..,0_n} um espago de resultado finito, e seja um
acontecimento A={w_(a_1),w_(a_2),..,0_(a_m) }. Entdo a probabilidade do acontecimento A

¢é dada por:
P(A)=m/n=#A)/(#(Q)) .

Nota (Importante!). Esta definicdo baseia-se em definicdo de resultados equiprovaveis, ou de
outro modo, em principio de simetria, ou principio da indiferenca, isto é, todos os resultados
sdo igualmente possiveis, como dois lados de uma moeda, as seis faces de um dado, 52 duas

cartas de um baralho, etc.

O célculo de probabilidade neste caso, resume-se a contagem de nimero de casos favoraveis

e do niimero de casos possiveis. A probabilidade do acontecimento A, serd dada entéo por:
P(A)=(n.° de casos favoraveis a A)/(n.° de casos possiveis) .

Exemplo. Seja a experiéncia aleatéria que consiste no langamento de duas moedas

“perfeitas”.
Qual é a probabilidade do acontecimento A, saida de exatamente uma face?

Os resultados desta experiéncia aleatdria sdo equiprovaveis, entdo, os casos possiveis sdo FF,
FC, CF e CC, onde F representa a face e C a coroa de uma moeda. Os casos favoraveis sdo FC
e CF. Entéo

P(A)=2/4=0,5 .

Definicao (Frequencista). Baseia-se na frequéncia relativa de um “nimero grande” de
realizacdes de uma experiéncia. Ou seja, define-se a probabilidade P(A) de um acontecimento
A usando o limite da frequéncia relativa de A em N repeti¢cdes independentes da experiéncia,

com N tendendo ao infinito, ou seja,

onde F_N (A) é o nimero de ocorréncias de A em N realizagdes independentes da experiéncia

(tipo frequéncia absoluta).

Nota. Um dos grandes constrangimentos da definicdo Frequencista é que uma experiéncia
aleatdria ndo pode ser realizada uma infinidade de vezes, logo nao se pode avaliar a

probabilidade de forma estrita.

A definicdo Frequencista é particularmente intuitiva se a experiéncia aleatéria puder ser

repetida um grande nimero de vezes, nas mesmas condicdes, ou em condicdes semelhantes.
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Definicao (Geométrica). Seja uma experiéncia aleatéria que consiste na escolha de um ponto
ao acaso numa regido de QER"p, pe{1,2,3}. A probabilidade, P(A), de um evento ASQ é:

P(A)=(Volume de A)/(Volume de Q) ,

onde volume significa:
Volume geométrico se p=3;
Area geométrica se p=2;
Comprimento geométrico se p=1.

Exemplo (Jogo de franc-carreau). O jogo consiste em langar uma moeda em um piso

de azulejos de forma quadrada. Os jogadores entdo apostam se a moeda ira parar
completamente sobre um Unico azulejo, posicdo chamada franc-carreau, ou sobrepor algum
trecho de rejunte (jungdo dos azulejos). Em uma regido de N azulejos de lado de comprimento
igual a b centimetros, qual é a probabilidade de uma moeda, de raio r centimetros, parar na

“posicdo franc-carreau”?

Considera-se a figura seguinte:

¢ D

Onde:
O quadrado ABCD representa um azulejo;
O Circulo de centro P e raio r representa a moeda.

Portanto, a moeda estara na “posicdo de franc-carreau” se o centro P do circulo, de raior,

estara no interior do quadrado EFGH.
Entdo, utilizando a definicdo geométrica, a probabilidade procurada é:

(Soma das areas dos quadrados EFGH)/(Soma das areas dos quadrados ABCD)=(N(b-2r)"2)/
(NbA2 )=(b-2r"2/bN2

Definicao (Subjectiva). Esta definicdo de probabilidade baseia-se em crengas e/ou informagbes

do observador acerca do fendmeno em causa.
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A probabilidade subjectiva constitui, assim, uma aproximagdo quantitativa a credibilidade que

se atribui a determinado acontecimento.

Exemplo. Considere o evento A que se segue: “com este plano de marketing a empresa E

pode alcangar dentro de dois anos um volume de vendas de y milhares de USA dodlares.

O valor de y pode ser associado a uma probabilidade e, essa, depende das informagdes que o

observador tem acerca da empresa e do plano de marketing em causa, por exemplo.

Definicao (Amostra ordenada). Se k elementos s&o selecionados de um conjunto de n
elementos e se a ordem da selecéo é registada, o conjunto de k elementos forma uma amostra

ordenada de dimenséo k.

Definicdo (Amostra ndo ordenada). Se k elementos séo seleccionados de um conjunto de
n elementos e se a ordem da selecgdo nao importa, o conjunto de k elementos forma uma

amostra ordenada de dimensao k.

Definicio (Amostragem sem reposicdo). Quando se selecciona um elemento e o mesmo ndo

é posto no conjunto, diz-se que se seguiu um processo de amostragem sem reposigao.

Definicdo (Amostra com reposi¢do). Um processo de amostragem com reposi¢do ocorre
quando se selecciona um elemento e 0 mesmo é reposto no conjunto antes de se seleccionar

o elemento seguinte.

Nota. Nestes tipos de amostragens, sdo fundamentais os conceitos de: principio fundamental
da contagem, Arranjos (com e sem repeticdo) — para amostragem ordenada com e sem
reposigao, permutagdes, combinagdes — para amostragem nao ordenada sem reposigdo e

permutagbes de elementos ndo todos distintos.

Conclusdo

Uma experiéncia aleatéria diferencia-se de qualquer outra, porque o resultado nao pode ser

previsto.
As regras de operagdes com eventos sdo semelhantes as de operagdes com conjuntos.

Cada uma das quatro definicbes de probabilidade, pode ser aplicado num contexto especifico.
No entanto, nesta atividade da-se mais realce ao calculo de probabilidade classica e, de
vez em quando, ao de probabilidade geométrica (no fundo um caso particular da definicao

classica).
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Avaliacao

Sejam A e B dois eventos de um espago de amostra Q. Sabendo que P(A)=0,3,
P(B)=0,2 e P(ANB)=0,1, calcule:

a. P(A);
b. P(AUB);
c. P(ANB");
d. P((AUB)").

Considere as duas principais variedades de éleos de cozinhas: os
monoinsaturados e os polinsaturados. Duas matérias-primas para 6leos de
cozinha sdo, por exemplo, milho e canola. A tabela a seguir mostra o nimero

de garrafas destes 6leos em um supermercado:

4

Tipo de dleo
Milheo | Cancla
Monoinsaturado | 13 7
Polinsaturado 77 93

Tipo de insaturagio

a. Se uma garrafa de 6leo é escolhida aleatoriamente, qual é a probabilidade

de serum éleo polinsaturado?

b. Se uma garrafa de 6leo é selecionada aleatoriamente, qual é a

probabilidadede ser monoinsaturado e de canola?

Um certo tipo de motor elétrico falha se ocorrer uma das seguintes situagoes:
emperramento dos mancais, queima dos rolamentos ou desgaste das escovas.
Suponha que o emperramento seja duas vezes mais provével que a queima,
esta sendo quatro vezes mais provavel do que o desgaste das escovas. Qual é

a probabilidade de que a falha seja devida a cada uma destas circunstancias?

Suponha que A, B, C sejam eventos de um determinado espago de amostra,
tais que P(A)=P(B)=P(C)=1/4, P(ANB)=P(BNC)=0 e P(ANC)=1/8. Calcule a

probabilidade que ao menos um dos eventos, A, B ou C, ocorra?

Qual é a probabilidade de observar quatro nimeros diferentes, no langamento

de quatro dados?

Suponha que A, B, C sejam eventos, disjuntos dois a dois, de um determinado
espago de amostra. E possivel ter P(A)=0,3, P(B)=0,4 e P(C)=0,5? Porqué?

Uma caixa tem 24 lampadas, dos quais 4 sdo defeituosas. Se uma pessoa
seleciona 4 lampadas aleatoriamente, qual é a probabilidade das 4 lampadas

serem defeituosas?

N pessoas irdo se sentar aleatoriamente em N cadeiras alinhadas em fila. Qual
é a probabilidade de duas pessoas em particular, A e B, se sentarem uma do

lado da outra?
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9. k pessoas irdo se sentar aleatoriamente em N cadeiras alinhadas em fila. Qual é

a probabilidade de k pessoas ocuparem lugares adjacentes?

10.  Suponha que um comité de 12 pessoas ird ser escolhido aleatoriamente dentre
100 pessoas. Qual é a probabilidade de duas pessoas em particular, A e B,

serem escolhidas?

Atividade 2 - Probabilidade condicional e os teoremas

relacionados.

Introducao

Nesta atividade introduz-se o conceito de probabilidade condicional e anuncia-se os principais
teoremas relacionados com este conceito, em particular, o Teorema de Bayes. Esses contelidos

tém grande importéancia no célculo de probabilidade.

Detalhes da atividade

Definicao (Probabilidade condicional ou condicionada). Sejam dois acontecimentos A e B de
uma experiéncia aleatéria cujo espago-amostra é Q. A probabilidade de A se realizar sabendo
que B se realizou — ou probabilidade de A condicionada por B, designada por P(AIB) — é
definida por

P(AIB)=P(ANB)/P(B) ,se P(B)>0.

Nota. A probabilidade condicionada pode interpretar-se como reavaliagdo da probabilidade

de um acontecimento quando se tem a informagdo de que o outro acontecimento se realizou.

Se P(B)=0, P(AIB) pode ser arbitrariamente definida. Mais tarde, ver-se-a que, por

independéncia, é conveniente definir P(AIB)=P(A).
Decorre da definigdo que P(ANB)=P(AIB)-P(B) .

Exemplo. Supde-se que uma fébrica possui 310 maquinas de soldar. Algumas dessas
maquinas sao elétricas (E), enquanto outras sdo manuais (M). Por outro lado, tem-se também
que algumas sdo novas (N) e outras sdo usadas (U). A tabela abaixo mostra o nimero de

maquinas de cada tipo:

Elétricas | Manuais | Totais
Novas 10 60 70
Usadas 200 40 240
Totais 210 100 310
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* Sabendo que uma determinada peca foi soldada usando uma méquina nova,
qual éa probabilidade de ser soldada por uma maquina elétrica?

* Sabendo que uma determinada peca foi soldada com uma maquina elétrica, qual
éa probabilidade de ter sido soldada por uma maquina nova?
Alinea (a).
P(EIN)=P(ENN)/P(N) =10,/70=0,14285714 .
Alinea (b).
P(NIE)=P(NNE)/P(E) =10/200=0,05 .
Teorema. A probabilidade condicional é uma medida de probabilidade.

Teorema (Teorema de multiplicagdo). Sejam A_1,A_2,...,A_n acontecimentos de um espaco-

amostra Q. Entdo

P(A_1nA_2N..NAn) = P(A_n|A_1NA_2N...nA_(n-1))
X P(A_(n-1) |A_1nA_2N...nA_(n-2) )
x
x P(A_2 IA_1)P(A_1)

Em particular, se n=2, ter-se:
P(A_1NA_2) = P(A_ 2 1A_1)xP(A_1)
= P(A_1 IA_2 )xP(A_2)

Definicao (Particao do espaco de resultado ou espaco-amostra). Diz-se que a classe de

acontecimentos {A_1,A_2,...,A_m,...} é uma particdo do espacgo de resultado Q quando

ALNAj=0 (i#]) e U_kE[A k=Q) .

Nota. Pode-se considerar com nimero finito ou uma infinidade numeravel de acontecimentos.

A seguinte propriedade advém de propriedades gerais de medida de probabilidade:

P(U_ki#A_k)=Y kiP(A k) =1.

Exemplo. Considera-se um baralho de cinquenta e duas cartas. A sua divisdo em quatro

naipes (paus, ouros, copas e espadas), com treze cartas cada, constitui uma particdo.

Teorema (Regra da probabilidade total). Seja {A_1,A_2,...,A_m,...} uma particdo de um
espago-amostra Q. Suponha-se que P(A_j)>0, com (j=1,2,...,m,...). Entdo, para qualquer

acontecimento B tem-se:
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Exemplo. Uma empresa produz circuitos em trés fabricas, denotadas por |, Il e Ill. A fabrica

| produz 40% dos circuitos, enquanto a Il e lll produzem 30% cada uma. As probabilidades
de que um circuito produzido por essas fabricas ndo funcione sdo 0,01, 0,04 e 0,03,
respectivamente. Escolhido ao acaso um circuito da produgao conjunta das trés fabricas, qual

¢ a probabilidade do circuito ndo funcionar?
Considera-se os seguintes acontecimentos:
A - "Circuito foi produzido pela fabrica I”;
B — “Circuito foi produzido pela fabrica I1”;
C - “Circuito foi produzido pela fabrica Ill”;
D - “O circuito nao funciona”.

Nota-se que os acontecimentos A, B e C formam uma particdo do espago-amostra. Entéo,

|n

pelo “Teorema de Probabilidade Total”, tem-se:

P(D) P(DIA)P(A)+P(AIB)P(B)+P(DIC)P(C)

0,01x0,4+0,04x0,3+0,03%0,3

0,025

Teorema (Teorema de Bayes). Seja {A_1,A_2,...,A_m,...} uma particdo de um espago-amostra Q,

e seja P(A_j)>0, j=1,2,....m,... . Entdo, para qualquer acontecimento B tal que P(B)>0, tem-se:

P(A_j IB)=P(A_j )P(BIA_j )/ _i#P(A_i )PBIA_i)) ,j=1,2,....m,... .

Exemplo. Uma empresa produz circuitos em trés fabricas, denotadas por |, Il e lll. A fébrica
| produz 40% dos circuitos, enquanto a Il e lll produzem 30% cada uma. As probabilidades
de que um circuito produzido por essas fabricas ndo funcione sdo 0,01, 0,04 e 0,03,
respectivamente. Um circuito é escolhido ao acaso da producao conjunta das trés fabricas.
Dado que o circuito escolhido nao funciona, qual é a probabilidade do circuito ter sido

produzido pela fabrica I?
Considera-se os seguintes acontecimentos:

A - "Circuito foi produzido pela fabrica 1”;
B — “Circuito foi produzido pela fabrica II”;
C - "Circuito foi produzido pela fabrica Il”;

D - "“O circuito ndo funciona”.

Os acontecimentos A, B e C formam uma parti¢do do espago-amostra. Logo, aplicando o

"Teorema de Bayes” tem-se:

P(AID)=P(DIA)P(A)/(P(DIA)P(A)+P(DIB)P(B)+P(DIC)P(C) )=(0,01x0,4)/0,025=0,16 .
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Conclusao

Os principais teoremas relacionados ao calculo de probabilidades condicionais sdo “Teorema
de Multiplicagdo”, “Teorema de Probabilidade Total” e “Teorema de Bayes”. E muito
importante notar a diferenca existente na aplicagdo dos dois Ultimos teoremas na resolucdo de
problemas de célculo de probabilidades, pois ambos sdo aplicados em situagdes de particdes

de espago-amostra, mas em situagdes bem distintas.

Pode-se utilizar o conceito de probabilidade condicional para determinar a probabilidade da

interseccdo de dois acontecimentos.

Avaliacdo

1. Um empreiteiro apresentou orgamentos separados para execugao da
parte elétrica e da parte de encanamento de um edificio. Ele acha que a
probabilidade de ganhar a concorréncia da parte elétrica é de 50%. Caso ele
ganhe a parte elétrica, a chance de ganhar a parte de encanamento é de 3/4,

caso contrario, essa probabilidade é de 1/3.
a. Qual é a probabilidade do empreiteiro ganhar os dois contratos?
b. Qual é a probabilidade do empreiteiro ganhar apenas um contrato?

c. Qual é a probabilidade do empreiteiro perder a parte elétrica e perder a

parte deencanamento?

2. Uma caixa contém 24 lampadas, das quais 4 sao defeituosas. Suponha que uma
pessoa seleciona 10 lampadas aleatoriamente e, em seguida, uma outra pessoa
seleciona as 14 lampadas restantes. Qual é a probabilidade das 4 lampadas

defeituosas serem selecionadas pela mesma pessoa?
3. Um equipamento eletrénico e formado por 2 componentes, | e Il. Suponha que:
- A chance do componente | falhar é 0,20;
- A chance de apenas o componente Il falhar € 0,15.
a. Calcule a probabilidade de apenas o componente | falhar.

b. Calcule a probabilidade do componente | falhar dado que o componente
Il falhou.
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Atividade 3 - Acontecimentos Independentes e suas

consequéncias.

Introducao

Nesta atividade introduz-se o conceito de acontecimento independente, bem como as suas

principais consequéncias no calculo de probabilidades.

Detalhes da atividade

Definicao (Independéncia entre dois eventos). Dois acontecimentos A e B, de um espago-

amostra, dizem-se independentes se, e somente se,

P(ANB)=P(A)P(B) .

Nota. A definicao anterior é valida para P(A)=0 e P(B)=0. Em particular, tem-se:
Se P(A) for igual a zero, entdo A serd independente de qualquer outro acontecimento.
Qualquer acontecimento é independente dos acontecimentos @ e Q.

Teorema. Se dois eventos forem independentes, entdo P(AIB)=P(A) se P(B)>0 e P(BIA)=P(B) se
P(A)>0.

Ou seja, se dois eventos forem independentes, a ocorréncia de um deles ndo afetard a

probabilidade de ocorréncia da outra.

Exemplo. Considera-se uma experiéncia aleatéria que consiste em escolher um ponto
aleatoriamente no circulo de raio unitério, centrado na origem do plano cartesiano. Sejam A
um evento formado pelos pontos que estdo a menos de meia unidade de distancia da origem
e B um evento formado pelos pontos que possuem primeira coordenada maior que a segunda.

Mostrar que os eventos A e B sdo independentes.
Ora,
P(AnB)=1/8 e P(A)P(B)=1/4 1/2 .
Ou seja, P(ANB)=P(A)P(B), significando que os eventos A e B sdo independentes.
Teorema. Se A e B forem acontecimentos independentes, também o serao:
AeB;
A eB;
AeB.

Nota. N&o se deve confundir acontecimentos independentes com acontecimentos
incompativeis. Basta notar que se A e B forem dois acontecimentos incompativeis e tais que
P(A)>0 e P(B)>0, entdo

P(ANB)=P(9)=0,
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que sera diferente de P(A)P(B)#0, pela hipodtese levantada anteriormente.

A independéncia é uma propriedade da medida de probabilidade e ndo uma propriedade dos
acontecimentos. Consequentemente, ndo é possivel caracterizar a independéncia meramente

a partir dos acontecimentos.

Exemplo. Suponha-se que com uma moeda nao regular tenha-se.
P(F)=p e P(C)=1-p, onde O<p<1.

Considera-se os seguintes acontecimentos:

A={FFF,FFC,FCF,CFF} e B={FFF,CCC]},

associados a uma experiéncia aleatéria que consiste em trés langamentos da referida moeda.
Entéo,

P(A)=p”"3+[3p]"2 (1-p) e P(B)=p"3+(1-p)"3 .

Ora,

P(ANB)=P{FFF}=p~3 ,

enquanto que

PAP(B)=p"6+p"3 (1-p)3+3p"5 (1-p)+[3p] 2 (1-p)"4 .

Portanto, P(ANB)= P(A)P(B) verifica-se apenas quando p=0 ou p=1, e no caso simétrico, p=1/2.
Assim os acontecimentos A e B podem ou ndo ser independentes, consoante a natureza da

moeda.

Definicdo (Independéncia 2 a 2). Seja {A_i :i€l} uma colecdo de eventos aleatdrios indexada

por um conjunto de indices |. Os eventos desta cole¢do sdo ditos independentes 2 a 2 se
P(A_INA_j )=P(A_i )P(A_j),Vij€l tais que i#j .

Definicdo (Independéncia mutua). Seja B={A_i :i€l} uma colecdo de eventos aleatdrios

indexada por um conjunto de indices |. Os eventos desta colegdo sdo mutuamente

independentes se, para toda subfamilia finita {A_(i_1),A_(i_2),...,A_(i_Ln) } de eventos de B,

ter-se:
PUA_G_T),A(_2),...,.A_(_n) D=P(A_(_1))P(A_(i_2))...P(A_(i_Ln)) .

Nota. Eventos mutuamente independentes sdo necessariamente independentes 2 a 2, mas o

reciproco nem sempre é verdadeiro.

Exemplo. Seja uma experiéncia aleatdria que consiste no langamento de dois dados. Sejam os

eventos:
A - "O primeiro dado mostra um nimero par”;
B - “O segundo dado mostra um nimero impar”;

C - "Ambos os dados mostram nimeros impares ou ambos mostram nimeros pares”.
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Os eventos acima sdo independentes 2 a 27

Os eventos acima sdo mutuamente independentes?
Alinea (a). Os eventos A, B e C sdo independentes 2 a 2 se.
P(ANB)=P(A)P(B) e P(ANC)=P(A)P(C) e P(BNC)=P(B)P(C) .
Ora:
P(A)=(3x6)/36=0,5 e P(B)=(6x3)/36=0,5 e P(C)=9/36+9/36=0,5.
P(ANB)=9/36=0,25 e P(ANC)=9/36=0,25 e P(BNC)=9/36=0,25.
Logo,
P(ANB)=P(A)P(B) e P(ANC)=P(A)P(C) e P(BNC)=P(B)P(C) ,
ou seja, os eventos A, B e C sdo independentes.
Alinea (b). Os eventos A, B e C sdo mutuamente independentes se, para além de,
P(ANB)=P(A)P(B) e P(ANC)=P(A)P(C) e P(BNC)=P(B)P(C) ,
ter-se ainda,
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C) .
Mas P(ANBNC)=P(¥)=0, enquanto que P(A)P(B)P(C)=0,125, ou seja,
P(ANBNC)=P(A)P(B)P(C) .

Logo, os eventos A, B e C ndo sdo mutuamente independentes.

Conclusao
Acontecimentos independentes e acontecimentos incompativeis sdo coisas distintas.

Eventos mutuamente independentes sdo necessariamente independentes 2 a 2, mas o

reciproco nem sempre é verdadeiro.
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Avaliacao

1. Sejam A e B acontecimentos independentes, definidos no mesmo espaco de
resultados, sendo P(A)=1/3 e P(B)=3/4. Calcule:

a. P(AUB).
b. P(B|AUB).

2. Suponha que vai passar um fim-de-semana, a uma das cidades maravilhosas
dos paises africanos, viajando de avido. Considere os seguintes

acontecimentos:
A - "A minha mala perde-se na viagem de ida”;
B — “A minha mala perde-se na viagem de regresso”.

a. Sabendo que os dois acontecimentos sdo independentes, que
P(AUB)=0,0298, queP(ANB)=0,0002 e que P(A)<P(B), determine P(A) e P(B).

3. Maria é uma promissora engenheira quimica, esta interessada em saber se
determinada substancia esta contaminada por uma impureza que conduz a
sua inutilizagao. Existe um teste laboratorial que tem probabilidade 0,8 de
assinalar a impureza quando a substancia esta efetivamente contaminada, e
probabilidade de 0,1 de assinalar a presenga de impureza quando esta ndo
estd contaminada. Sabe-se ainda que, antes de efetuar qualquer teste, a

probabilidade da substancia estar contaminada por essa impureza é de 0,4.

a. Qual a probabilidade de um teste laboratorial assinalar a presenca de

impureza?

b. Tendo o teste assinalado a impureza, calcule a probabilidade da substancia

estarefetivamente contaminada.

4. Por precaugéo, dada a sua inexperiéncia, a Maria, do exercicio anterior,
efetuou de uma forma independente duas vezes o teste laboratorial a8 mesma

substancia.

a. Qual a probabilidade de os dois testes acusarem a presenca de impureza,
se asubstancia estiver efetivamente contaminada? E se néo estiver

contaminada?
b. Calcule a probabilidade de os dois testes acusarem a presenca de impureza?

c. Sabendo que os dois testes acusaram a presenca de impureza, qual a

probabilidadeda substéncia estar efetivamente contaminada?
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Resumo da Unidade

No calculo de probabilidade é fundamental a determinacéo do espago de resultados. Das trés

defini¢bes de probabilidade apresentadas (classica, frequencista e geométrica), a mais utilizada

no célculo de probabilidade é a classica.

A probabilidade condicional deu lugar a teoremas fundamentais no célculo de probabilidade,
como o teorema de multiplicagdo, a regra de probabilidade total e o teorema de Bayes. Entre

acontecimentos independentes, a probabilidade condicional ndo tem efeito.

Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreensao!

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem sete questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacao

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacédo total.

Avaliacao
1. Se 12 bolas sdo colocadas aleatoriamente em 20 caixas, qual é a probabilidade

de nenhuma caixa receber mais do que uma bola?

2. Uma caixa contém cinco bolas das quais duas sdo pretas. As bolas pretas estao
numeradas de 1 a 2, e as outras bolas, de 3 a 5. Extraem-se duas bolas ao
acaso (uma a seguir a outra e sem reposicdo), e observa-se o nimero escrito

em cada uma delas.
a. Enumere os elementos do espago-amostra associado a experiéncia.

b. Defina o espaco de resultados dos seguintes acontecimentos:

* A_1-" Aprimeira bola observada é preta”;

* A_2-" Asegunda bola observada é preta”;

A_3 - "As duas bolas observadas sao pretas”;

A_4 - "Pelo menos uma das bolas observadas ¢ preta”;

A_5 - "Exatamente uma das bolas observadas é preta”;
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Um sistema eletrénico é formado por dois subsistemas, A e B. De ensaios
anteriores sabe-se que: a probabilidade de A falhar é 0,2, a probabilidade de
B falhar sozinho € 0,15, e a probabilidade de A e B falharem simultaneamente é

0,15. Determine a probabilidade de:

a. B falhar.

b. Falhar apenas A.

c. Falhar pelo menos um deles, A ou B.
d. N&o falhar nem A nem B.

e. A e B falharem simultaneamente.

Admita que num CD com 14 musicas, gosta de 8 delas. Utilizando o botéo
de escolha aleatdria do leitor de CD, cada uma das 14 muUsicas tocard uma sé
vez, por ordem aleatdria. Qual a probabilidade de, nas duas primeiras musicas,

gostar apenas de uma delas?

Trés lampadas em paralelo a um circuito elétrico, o que significa que para
haver corrente no circuito pelo menos uma delas tem que estar acesa. A
probabilidade de uma qualquer delas se queimar por excesso de tensao na

rede é igual a 0,5.

a. Qual a probabilidade de haver corrente no circuito em casa de tenséo

elevada?

b. No caso de uma subida de tensao na rede, qual a probabilidade de se

queimaremduas lampadas?

No trajeto de um avido de guerra ha duas estacdes de radar inimigas
equipadas com baterias antiaéreas, que sdo acionadas s6 se o avido for
detetado. O avido tem uma probabilidade de 0,25 de ser detetado pela

1% estagdo, e, sendo detetado, tem trés hipoteses em cinco de néo ser

abatido por essa estagdo. Se o avido nao for detetado pela primeira estagéo,
ele aproxima-se da segunda nas mesmas condi¢des que a primeira. Em
contrapartida, se a 1% estagdo o deteta sem o abater ele é de certeza detetado

e abatido pela 27 estacédo.
a. Qual a probabilidade de o avido nao ser abatido na 1% estacdo?
b. Qual a probabilidade de o avido ndo ser abatido?

c. Sabendo que o avido foi abatido, qual a probabilidade de ter sido a 1?

estacdo aabate-lo?
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
Leituras.

e Larson, R., & Farber, B. (2010). Estatistica Aplicada (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson
Prentice Hall.

* Murteira, B., Ribeiro, C. S., Silva, J. A., & Pimenta, C. (2002). Introdugéo a
Estatistica (2% ed.). Lisboa: McGraw-Hill de Portugal.

¢ Neto, J. H. (2013). Introducéo a Probabilidade.

Qutros recursos.

* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.

e Software: Geogebra, R e Excel.
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Unidade 3. Varidavel aleatédria
(unidimensional). Funcao de
distribuicsio de uma variavel

Introducao a Unidade

Nesta unidade introduz-se o conceito de varidvel aleatéria (unidimensional) e faz-se a
classificacdo da variavel aleatéria (discreta, continua e mista). Introduz-se o conceito de funcao
de distribui¢do, bem como as suas principais propriedades. Analisa-se algumas medidas de
tendéncia central e, outras, de dispersdo, relativamente a varidvel aleatéria discreta e continua.

Estuda-se algumas distribui¢des discretas e algumas continuas.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

e |dentificar uma varidvel aleatéria.

* Determinar a probabilidade de um acontecimento de uma variavel aleatéria.
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4 )

Funcdo probabilidade: ¢ uma funcdo que permite

calcular a probabilidade de um acontecimento de uma
varidvel aleatdria discreta.

Fungdo densidade: ¢ uma fungdo que permite calcular
a probabilidade de um acontecimento de uma variavel
aleatodria continua.

Funcio de uma variavel aleatéria: € uma funcdo cuja

varidvel independente é uma variavel aleatéria.

. J

Atividades de Aprendizagem

Atividade 1 - Variavel aleatéria e Funcao de distribuicao

Introducao

Nesta atividade introduz-se o conceito de variadvel aleatdria, e faz-se a respetiva classificagéo.
Introduz-se também os conceitos de funcao de distribuicdo, fungdo probabilidade e fungao

densidade e analisa-se as suas principais propriedades.

O conceito de funcdo de uma variavel aleatdria é também introduzido, como uma nova

variadvel aleatéria.

Detalhes da atividade

Definicao (Variavel aleatéria (v.a.)). Uma varidvel aleatéria X E uma variavel que representa
um valor numérico associado a cada resultado de um experimento de probabilidade, ou seja,

é uma caracteristica numérica do resultado de um experimento de probabilidade.

Matematicamente, uma variavel aleatéria é uma fungdo com dominio Q (espago de resultados)

e conjunto de chegada R, ou seja,
X:we)—X(w)ER .

Nota. A varidvel aleatéria X permite passar da estrutura probabilistica original para uma
nova estrutura probabilistica de mais facil utilizagdo, pois as imagens da variavel aleatéria sdo

elementos do conjunto R.
E habitual chamar a varidvel aleatéria X a sua imagem, ou variavel dependente, X(w).

Quando néo houver confusao, utiliza-se a notagdo mais simples X, em vez de X(w), para

designar a varidvel dependente ou imagem da fungéao.

Cada variavel aleatéria representa-se por uma letra mailscula, enquanto os particulares valores

que pode assumir sdo representados pela respetiva letra mindscula.
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Exemplo. Quando se langa dois dados, o espaco de resultados é dado por
Q={(i,j):i,j=1,2,3,4,5,6} ,

Isto é, o espago de resultados tem 36 acontecimentos elementares. Quando se regista apenas

a soma de pontos obtida, a variavel aleatéria é definida da seguinte forma:
X:(i,j)EQ—i+j€eR .
Neste exemplo, a caracteristica numérica é a soma de pontos.

Exemplo. Suponha-se um experimento que consiste em escolher um ponto ao acaso no

circulo unitario. Nesse caso, o espaco de resultados é
Q={(x,y)ERN2:x"\2+yN2<1} .

Pode-se definir uma v. a. X que associa o resultado do experimento a distancia entre o ponto e

a origem. Assim,
X:(x,y)EQ—V(x 2+y*2 )€ER.

Com a variavel aleatéria, o conjunto R passa a ser novo espago de resultados, os subconjuntos
BCR séao os respetivos acontecimentos. Suponha-se que se quer determinar a probabilidade
de B, utilizando a variavel aleatéria X, previamente definida, ou seja, que pretende calcular-se

a probabilidade de X pertencer a B,
P_X (B)=P_X (X(w)€EB) .

Esta probabilidade ¢ dada por:

P_X (B)=P(A),onde A={weQ:X(w)EB} .

Ao conjunto B chama-se imagem de A, X(A)=B; ao conjunto A chama-se imagem inversa de B,
A=XA(-1) (B). Veja a figura abaixo, obtida em (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 102).

Q x*
A==K(F) /\
B X(w)
\_—/ *
X

Nota. S6 se pode calcular probabilidade probabilidades de acontecimentos BcR cuja imagem

inversa X/(-1) (B)EQ seja um acontecimento.

A medida de probabilidade da estrutura probabilistica associada a variavel aleatéria X
representa-se por P_X, mas pode-se usar-se apenas o simbolo P, embora a primeira ganha

vantagem quando se tem mais do que uma varidvel aleatéria em estudos.

Exemplo. Retome-se o “exemplo sobre langcamento de dois dados”. No quadro abaixo,

indicam-se as imagens, as imagens inversas e as probabilidades relevantes.
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Imagens Imagens inversas Probabilidades
{2} {(11)} 1/36
{3} {(1,2),(21)} 1/18
4 [{(13),(22),(31)} 1/12
{57 |{(14),(23),(32),(41)} 1/9
{6} {(1,5),(24).(3,3).(42),(51)} 5/36
{7} {(1,6),(2,5),(34).(43),(52),(6,1)} 1/6
8] [{(2,6),(3,5),(44).(53).(62)} 5/36
{97 |{(3.6).(45),(54).(63)} 1/9

{10} | {(46).,(55).(64)} 1/12
{11} | {(56).(6,5)} 1/18
{12} | {(e.6)} 1/36

Por exemplo,
P_X ({4)=P_X (X=4)=P({(1,3),2,2),(3,))=1/12.
Nota. No célculo de probabilidade séo utilizadas as seguintes notacées:
P(X<x)=P({0€Q:X(w)<x});
P(X=x)=P({weQ:X(w)=x});
P(X<x)=P({0€Q:X(w)<x});
P(X=x)=P({0€Q:X(w)>x});
P(X>X)=P({0€Q:X(w)>x});
P(XEB)=P({0€Q:X(w)EBY).

Definicdo (Funcdo de distribuicdo acumulada (ou funcéo de distribuicdo)). A funcao de
distribuicdo acumulada (f.d.a.), representada por F, de uma variavel aleatéria X é uma fungéo

real de variavel real definida por
F_X (x)=P(X<x) .

Exemplo. Considera-se um experimento que consiste em escolher um nlimero ao acaso em
Q=[-1,1]. Sejam X uma variavel aleatdria que associa o nimero escolhido ao seu quadrado e F

a funcdo de distribuicdo de X.
a.Calcule F(0,25).
b.Determine F.

c.Construa o grafico de F.

Alinea (a).

F(0,25) = P(X<0,25)
= P({w€R:X(w)<0,25})
= P({we:n"2<0,25})
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= P{w€Q:-0,5<w=0,5})

= (0,5-(-0,5)/(1-(-1) )=1/2=0,5
Alinea (b). Para x<0, tem-se
Fx) = P(X<x)

= P{weQ:X(w)<x})

= P{w€Q:0 2<x})

= P(0)

= 0
Para O<x<1, tem-se:
Fx) = P(X<x)

= P{weQ:X(w)<x})

= P{w€Q:0 2<x})

= P{wEQ:-Vx<w<Vx})

= (WX-(/(1-(-1) )=(2x)/2={/x
Para x>1, tem-se:

F(x) = P(X<x)

P{weQ:X(w)<x})

P{weQ:w"2<x})
= P(Q)=1
Entéo,
F(x)={M(0,se x<0@Vx,se 0<x<1@1,5e x>1) .

Alinea (c). O gréfico de F é o seguinte:

Nota. Nota-se que F_X (x)=P(X<x) existe sempre por defini¢do, e que F_X (x) é a probabilidade
do acontecimento B= H-oo,x]CR.

72



Unidade 3. Variavel aleatsria (unidimensional). Fungao de distribuiggo de uma variave

Sempre que ndo cause confusdo, escreve-se, simplesmente F, em vez de F_X (x), como

aconteceu no “exemplo anterior, sobre funcao de distribuicdo”.
Propriedades da fungdo de distribuicao.
Para qualquer fungéo de distribuicdo, F, tem-se:

1.0<F(x)<1.

2.F é ndo decrescente, ou seja, dado Ax>0=F(x)<F(x+Ax).

numero real a.
6.P(X=a)=F(a)-F(a”-), qualquer que seja o nimero real a.

A figura, que se segue, mostra de uma forma resumida as propriedades de uma fungéo de
distribuicdo, ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 106).

Fn 1

1
F (B} AT FTTE NN Y e e i n e
F(a+0)=F(a)

F{a-0)

e |
0

Nota. Se a fungdo de distribuicdo é continua num ponto, pela “propriedade 6”, P(X=x)=0,
ou seja, o acontecimento {x} tem probabilidade zero; mas isto ndo significa que é um

acontecimento impossivel.

Teorema (Funcao de distribuicdo). A funcdo real de varidvel real, F, € uma funcéo de

distribuicdo se, e sé se, verifica as “propriedades 2, 3 e 5".
Exemplo. Prova-se que a fungéo
F(x)={M(0,&x<0@1-e"(x),&x>0)4
define-se uma funcéo de distribuicéo.
E necessario mostrar que esta funcéo satisfaz as “propriedades 2, 3 e 5”.

Propriedade 2. Para x<0, F é constante, logo ndo decrescente. Para x=0, tem-se F'(x)=e”(-x)>0,

ou seja F é estritamente crescente.

(1-e(=)=1] ].

Propriedade 5. Para todo a€R, F(a)=F(a”+), pois F é continua em R\{0} e é continua a direita de

zero.

73



Introduc@o & Estatistica e Probabilidade

Outras propriedades da funcdo de distribuicdo.
Para qualquer fungéo de distribuicéo, F, tem-se:
a.P(X<b)=F(b"-).
b.P(X>a)=1-F(a).
c.P(Xza)=1-F(a”- ).
d.P(a<X<b)=F(b"-)-F(a).
e.P(asX<b)=F(b/-)-F(a”-).
f.P(a<X<b)=F(b)-F(a”-).

Teorema. Uma funcdo F é uma funcdo de distribuicio se, e somente se, as condicdes abaixo

forem satisfeitas:
1.a<b implicar F(a)<F(b), quaisquer que forem a,b€R, ou seja, F for fungdo nao decrescente;

2.F(a”+)=F(a), ou seja, F é continua a direita;

Classificacdo de variaveis aleatérias. Ha variavel aleatéria discreta, continua e mista.

Segundo (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 107) existem varidveis que ndos sdo nem
discretas, nem continuas e nem mistas. No entanto, nesta unidade ocupa-se apenas dos trés

tipos anunciados anteriormente.

Definicdo (Variavel aleatéria discreta). Uma varidvel aleatéria X é discreta se toma um
numero finito ou enumeravel de valores, ou seja, se existe um conjunto finito ou enumeravel
D={x_1,x_2,...}cR tal que P(Xef{x_1,x_2,...})=1.

Se X for uma variavel aleatéria discreta, a fungdo f_X (x)=P(X=x) denomina-se por fungéo de
probabilidade de X.

Quando nédo houver ambiguidades costuma-se representar a funcao probabilidade apenas por
f(x).

Alguns autores representam a fungdo de probabilidade por p(x), ao invés de f(x), pelo que

neste mdédulo pode-se utilizar qualquer uma delas.

Teorema (Funcéo probabilidade). Uma funcéo f(x) (ou p(x)) é fungdo probabilidade de
alguma variavel aleatéria discreta se, e somente se, existir um conjunto finito ou numeravel
D={x_1,x_2,x_3,...}cR tal que:

1.f(x)>0, para x€D;

2.f(x)=0, caso contrério; e
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Definicdo (Suporte de uma distribuicdo de uma v. a. discreta). Seja X uma varidvel aleatéria

discreta. Chama-se suporte da distribuicao de X ao conjunto
{xeR:f_X (x)>0} .

E préatica corrente referir & funcdo probabilidade apenas para os valores de x com

probabilidade positiva, ou seja, os valores de x que pertencem a D. Este subdominio da

funcdo f_X é o suporte da distribuicao.

Por consequéncia da “definicdo da funcdo probabilidade” pode-se calcular a probabilidade de

qualquer acontecimento B exclusivamente a partir da fungao de probabilidade f; tem-se entdo:

£(x)].

Fazendo D={x_1,x_2,...}, a fungdo de distribuicdo pode exprimir-se facilmente em termos da

P(XeB)=P(B)=Y._(x€BND

respetiva fun¢do de probabilidade,

f(x_i)),V xeR.

E indiferente representar uma variavel aleatéria discreta com a respetiva fungédo de distribuicdo

ou com fungdo probabilidade, pois cada x€D corresponde um salto da fungédo distribuicao.
O conjunto D é exatamente o conjunto de pontos de descontinuidade da fungdo distribuicao.

A figura que se segue representa graficamente a fungao distribuicdo e a respetiva fungdo de
probabilidade de uma variavel aleatéria discreta. A primeira é uma fungdo em escada, ndo
decrescente, descontinua a esquerda nos pontos de D={x_1,x_2,...}. A fungdo probabilidade
representa-se por um diagrama de barras. Ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p.

109).
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Exemplo. Retoma-se o “exemplo sobre langamento de dois dados”. Nesse caso, a variavel

aleatdria X associa cada resultado & soma dos nimeros obtidos em cada dado.
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a.Faca o gréfico da funcdo de probabilidade de X.
b.Faga o gréfico da fung¢do de distribuicdo de X.

Para facilitar os esbogos dos gréficos solicitados, apresenta-se a seguinte tabela (veja o

exemplo acima):

x 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
f(x)|1/36|1/18]1/12] 1/9 [ 5/36] 1/6 | 5/36 [1/9] 1/12 | 1/18 | 1/36
F(x)|1/36|1/12] 1/6 | 5/18] 5/12| 7/12]13/18 | 5/6 | 11/12[35/36] 1

¥ 3 3 3 3 3

Figura 1 Gréfico de funcdo de probabilidade p(x)

™ 4 @ @ 4 4 4 = 2 4 [¢ t 3 B 4

Figura 2 Gréfico de funcdo de distribuicdo

Definicdo (Variavel aleatéria continua e densidade). Uma varidvel aleatéria X é continua se

existe uma fungdo integravel f tal que f(x)=0 e

Fx)=] _(-e0)"

f(t)] m(24&dt) ,V xeR.

Se X for continua, a fungédo f é chamada de fungdo densidade de probabilidade de X, ou

simplesmente densidade de X.

Na figura que se segue apresentam-se os graficos da fungdo distribuicao e a respetiva funcéao

densidade.

Para todo o nimero real a, F(a) é a ordenada da funcéo distribuicdo, e é também a area
delimitada pela funcao densidade entre -e e a; f(a) é a ordenada da funcao densidade, sendo
também o declive da fungdo de distribuicdo no ponto a. Tem-se, tg(a)=FA" (a)=f(a). Ver
(Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 113).
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F (x) /

Definicdo (Suporte de uma distribuicdo de uma v. a. continua). Seja X uma variavel aleatéria

continua. Chama-se suporte da distribuicdo de X ao conjunto
{xeR:f_X (x)>0} ,
onde f_X é a funcédo de densidade.

Nota. Na pratica corrente, a fungado densidade pode ser apenas considerada para os valores
de x com densidade positiva, isto é para o subdominio da fungéo f igual ao suporte da

distribuicéo.
Teorema. Se X é uma variavel aleatdria continua, ent3o:
a.P(X=a)=0, para todo a€R;

b.Para quaisquer nimeros reais a, b tem-se

P(X<a) = P(X<a),

P(X=za) = P(X>a) e

Pla<X<b) = Pla<X<b)
= P(a<X<b)
= P(a<X<b)

Teorema. Se X é uma varidvel aleatdria continua com densidade f(x), entdo
a.Para todo acontecimento B,

b.Em particular, quando B=a<X<b, tem-se

#[f(x) 0(24&dx)]=F(b)-F(a) ,V a,beR .

Teorema. Uma fungdo f é densidade de alguma varidvel aleatdria continua se, e somente se,
a.f(x)=0, para todo x€R e
b.J_(-00) " (+0) E[f(x) O(24&dx))]=1 .

Teorema. Para os pontos x onde F(x) é derivavel, tem-se f(x)=F"(x).

Nota. Relativamente ao “teorema anterior”, deve-se dizer o seguinte: nos pontos onde ndo
existe derivada da fungdo distribuicdo, a funcdo densidade n&o fica univocamente definida.

Mas, normalmente, faz-se f(x)=0 nesses pontos.
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Exemplo. Seja X uma varidvel aleatdria continua tomando valores no intervalo [0,64 [, e
suponha-se que a probabilidade total se encontra uniformemente distribuida sobre esse
intervalo. Admita-se que as observagdes experimentais da varidvel aleatéria continua X sdo
obtidas por meio de uma témbola, com a figura que se segue, “de construgao suposta

perfeita e de precisao infinita”.

a.Determine P(X=a), para qualquer a€[0,64 |[.
b.Determine P([2,34 [)=P(X€[2,34 |).
c.Determine a fungédo de distribuicdo de probabilidade F de X.
d.Esboce o grafico de F.
e.Determine a densidade f de X.
f.Esboce o grafico de f.
g.Represente geometricamente P([2,34 ).
Alinea (a). Por ser X uma variavel aleatéria continua P(X=a)=0.

Alinea (b). Como a probabilidade total se encontra uniformemente distribuida sobre o
intervalo [0,64 [, entdo P([2,34 )=P(X€[2,34[)=1/6.

Alinea (c). Para x<0, F(x)=0.

Para 0<x<6, Como a probabilidade total se encontra uniformemente distribuida sobre o
intervalo [0,64 [, entdo F(x)=P(X<x)=x/6.

Para x=6, F(x)=P(X<x)=1.

Logo, a fungao distribuicdo de X é definida por:

0 se x<0
Flz) =4 x/6 se 0 <z <6
1l se =06

Alinea (d). O grafico de F est4 de acordo com a figura que se segue:
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Alinea (e). ComoF/' (0/A-)=0£FA' (0N +)=1/6, entao f(0)=0.
Como, também, FA' (6A-)=1/6#FA' (67 +)=0, entio f(6)=0.
Para x<0, FA" (x)=0.

Para O<x<6, FA' (x)=1/6.

Logo,

fx)={m(1/6 &0<x<6@0,&para outros valores de x ).

Alinea (f). O gréfico de f estd de acordo com a figura que se segue:

Alinea (g). A representacao geométrica de P([2,34 ) é consoante a figura que se segue:

Recorda-se que P([2,34 )=/_2"3%[(1/6) 0(24&dx)]=F(3)-F(2)=1/6. Entdo, geometricamente

P([2,34]) é a area do retdngulo sombreado na figura.

Definicdo (Variavel aleatéria mista). Sejam F_(X_1) uma fungdo de distribui¢do associada a
uma variavel aleatéria discreta X_1, e F_(X_2), outra funcédo de distribuicdo caracterizadora de
uma variavel aleatéria continua, X_2. Diz-se que X é uma variavel aleatéria mista se, e s6 se, a

respetiva funcdo de distribuicdo puder ser escrita do seguinte modo:
F_ X (x)=AF_(X_1) (x)+(1-)) F_(X_2 ),onde 0<A<1 .

Exemplo. Considere a varidvel aleatéria X com funcéo de distribui¢do dada por:

0 se z<0
Fylx) = (1/12) + (3/4) [:1 —e ':l se D=zl
() +@3M4)(1—e) se x>1
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Bom, como esta fungdo é descontinua em O - basta ver que F(0”-)=0, enquanto que
F(0N+)=F(0)=1/12 - e em 1 — basta ver que F(1/-)=1/12+3/4x(e-1)/e, enquanto que F(1"+
)=F(1)=1/4+3/4%(e-1)/e — entdo:

P(X=0)=F_X (0)-F_X (0~-)=1/12 .
PX=1)=F_X (N)-F_X (1"-)=2/12 .
P(X=x)=0,para outros valores reais de x .

O gréfico desta fungdo distribuicdo estd de acordo com a figura que se segue:

/

De acordo com a definicdo da varidvel aleatéria mista uma funcdo de distribuicdo de uma

varidvel aleatéria mista pode ser escrita na seguinte forma:
F_X (X)=AF_(X_1) ()+(1-1) F_(X_2),

onde F_(X_1)e F_(X_2) sdo funcdes de distribuicdes de uma variavel aleatéria discreta X_1 e

de uma varidvel aleatéria continua X_2, respetivamente, e 0<A<1.

Entdo, esta fungdo de distribuicdo — da varidvel aleatéria mista X — pode ser escrita na forma

referida acima, procedendo da seguinte forma:
Determinacao de A
P(X=0) = F_X (0)-F_X (ON-)

= (AF_(X_1) (0)+(1-2) F_(X_2) (0))-(AF_(X_1) (0~-)+(1-A) F_(X_2) (07-))

A(F_(X_1) (0)-F_(X_1) (0"-))

AM(X1) (0)=1/12 ,

uma vez que F_(X_2) é uma fun¢do de distribuicdo de uma varidvel continua - X_2 - F_(X_2)
(0)=F_(X_2) (0"-), e _(X_1) é a funcdo probabilidade da variavel discreta X_1.

Com as mesmas justificagdes apresentadas acima, tem-se:

PX=1) = F_X(1)-F_X (17-)

(\F_(X_1) (1D+(1-3) FL(X_2)) (1)-(AF_(X_1) (17-)+(1-0) FL(X2) (1"-))
= AF_(X_1) (1)-F_(X_1) (1*-))

= AM_(X_1) (1)=2/12 .
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Como s6 ha dois pontos de descontinuidade — 0 e 1 — entdo a varidvel discreta X_1 assume

probabilidade positiva apenas nestes pontos, logo:

f(X_1) (0)+f_(X_1) (1)=1 S AM_(X_1) (0)+Af(X_1) (0)=A
o 1/12+2/12=A
S A=1/4

Determinacdo da funcdo de distribuicio da variavel aleatéria discreta X_1.

Ora:

f(X_1)(0) = P(X=0)/A
= 1/12x4=1/3

fX21) (1) = P(X=1)/A
= 2/12x4=2/3

Entédo:

Determinacdo da funcdo de distribuicio da variavel aleatéria continua X_2.

Para O<x<1, tem-se por um lado

FXX=AF_(X_.1) ®)+(1-VF_.(X2)(x) = AM_(X_1) (0)+(1-M)F_(X_2) (x)
= 1/12+3/4 F_(X_2) (x),

e por outro lado

F X (x)=1/12+3/4 (1-e/\(-x) ) .

Entdo,

F_(X_2) (x)=1-e"N-x) .

Pode-se definir F_(X_2 ) da seguinte forma:

Fo =] 0 se <0
Xy = l—e™ s = =0

Funcdo de uma variavel aleatéria.

Se X é uma variavel aleatéria, entdo qualquer fungdo de X, diga-se Y=g(X), é também uma

variavel aleatéria que assume o valor y=g(x), quando X=x.

Conhecida a fungéo de distribuicdo de X, F_X, pretende-se determinar a fungao de
distribuicdo de Y,F_Y.

Assim, pode-se considerar uma fungéo Y=g(X), com dominio e conjunto-chegada iguais a R.
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Para cada conjunto ACR, considere-se um novo conjunto, denotado por g”\(-1) (A), e definido
por:
g/ (-1) (A)={xeR:g(x)EA} .

A partir da distribuicdo de probabilidades da variavel X, pode-se calcular as probabilidades

para a variavel Y, da seguinte forma:

P(YeA) = P(g(X)EA)

P(Xegn(-1) (A) .

Teorema. Seja X uma variavel aleatdria discreta, e seja Y=g(X) uma fung¢do de dominio e

conjunto-chagada R. Entéo, Y também é uma varidvel discreta.

Exemplo. Considere-se a variavel aleatdria discreta com funcao probabilidade:

0 se noutros casos

f{r-)z{ ;—r se x=-1,1,0-22
: 5 :

Encontrar a distribuicdo de Y=X"2.

Considere-se a seguinte tabela:

x |1 1|0)|-2| 2

¥ 1|10

fx(ﬂ——ﬂii

Teorema. Sejam X uma varidvel aleatéria e Y=g(X) uma fungdo da v. a. X. Sejam
D_X={x:f_X (x)>0} ,
isto é, o suporte da distribuicdo dav. a. X, e

D_Y={y:y=g(x),para algum x€D_X}.

Entdo:

Se g for uma funcao crescente em D_X, F_Y (y)=F_X (g”\(-1) (y)), para yeD_Y.

Se g for uma funcéo decrescente em D_X e X for continua, F_Y (y)=1-F_X (g"(-1) (y)),
para yeD_Y.
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Exemplo. Seja X uma varidvel aleatéria com densidade

se 0 T
f_w;{.i'):{[_l] se D<=z <1

S noutros ensos

Encontrar a densidade da variavel aleatéria Y=g(X)=-Ini={(X).

Para comecar, seja o grafico da funcéo g:

N

Da andlise do grafico da funcdo g, pode-se constatar que ela é decrescente (poder-se-ia

também calcular a derivada de g para concluir este facto).
Uma vez que D_X=+]0,14 [, entdo D_Y= F]0,+00+ [.
Nota-se também que g/\(-1) (y)=e”\(-y) e que
o se x=I
Fy(r)=4 & s¢ OD<x<l
1 s x2>1
Entdo, F_Y (y)=1-F_X (g"(-1) (y)=1-F_X (e”(-1) )=1-e/(-y), para y€ F]0,+00 [.

Assim, tem-se:

eV om [
F}{jj'}:{ L —« se x € |0, +oo|

0 se noufros casos

Nota. A varidvel aleatéria X pode ser continua, a fungdo Y=g(X) pode ser continua, mas esses
factos ndo garantem que Y seja uma variavel aleatéria continua. No entanto, os dois teoremas,
que se seguem, estipulam como determinar a fungéo distribuicdo e a fungado densidade de

uma variavel aleatdéria continua.

Teorema (Densidade de uma fungdo). Sejam X uma v. a. E Y=g(X) uma funcéo de X, onde g é
uma funcéo estritamente crescente ou estritamente decrescente. Suponha-se ainda que f_X (x)
é continua em D_X (o que garante a diferenciabilidade de F_X (x)) e que g/\(-1) (y) é derivavel
em D_Y. A densidade da v. a. Y é dada por

i
fly) = { (g™ () ‘Iu'q_l () se ye Dy '

0 se noutros casos

Exemplo. Seja X uma v. a. Com densidade
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f\-(-r‘}={ i) se D<x<?2

0 s¢ moutros cosos

Encontrara a densidade f_Y (y) de Y=XA2.

Neste caso, D_X=F]0,24 [ e D_Y=F]0,44 [. A fungdo g é estritamente crescente em D_X, como
se pode ver pelo gréfico que se segue:

Ora, g/(-1) (y)=y”~(1/2), para y€ F]0,4 [, logo tem-se:

i
Fx (g™ () |r:'—u'q_l E.t;}| se ye Dy

My = {
0 se noulros casos
1 1
- {fx(.r;-') Ey‘f‘ se ye|0.4]
0 se noutros caosos
se ye 0,4

==Y [

S noutros casos

Conclusao

A variavel aleatéria permite passar de uma estrutura probabilistica original para uma outra de
mais facil tratamento.

S3o0 trés as variaveis aleatdérias mais comuns: discreta, continua e mista.

A introdugdo de fungdo de distribuicdo, fungdo de probabilidade e fungdo densidade permite

determinar probabilidades de acontecimentos mais complexos.

O estudo de fungdo de uma variavel aleatéria permite, de uma certa forma, a simplificagdo de

um problema, mas também a anélise mais profunda da mesma.
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Avaliacao

1. Suponha um experimento que consiste em arremessar um dado equilibrado.
Seja X a variavel aleatéria associada ao nimero observado na face voltada para
cima apos o dado parar. Sejam f(x) e F(x) a fungdo de probabilidade e a funcao

de distribuicdo acumulada de X, respetivamente.
a. Calcule f(2).
b. Calcule f(3.5).
c. Calcule F(2).
d. Calcule F(3.7).

e. Calcule F(500).

bal

Calcule F(-9).
g. Construa o grafico de f(x).
h. Construa o gréafico de F(x).

2. Considere a variavel aleatéria associada com a contagem do nimero de faces
obtido no langamento de trés moedas regulares. O nimero de faces em trés

langamentos sé pode ser 0, 1, 2 ou 3.
a. Calcule F(x), para: x<0; 0=x<1; 1=x<2; 2<x<3; x=3.
b. Determine F(x), para todo x€R.
c. Esboce o grafico de F(x).

3. Joga-se um dado equilibrado. A variavel aleatéria que representa o niumero de
langamentos que se fazem até sair uma sena (6 pontos) pode assumir qualquer

valor da sucessdo dos nimeros naturais x=1,2,3,....
a. Calcule: P(X=1); P(X=2); P(X=3).
b. Determine a fungao probabilidade f(x).
c. Determine a funcao de distribuicdo de probabilidade F(x).
d. Esboce o gréfico de f(x).
e. Esboce o gréfico de F(x).

4. Considere a variavel aleatéria X que representa a duracao da vida util, em
milhares de horas, de um componente de determinado tipo de radar (ou
componentes eletrénicos, em geral. Em muitas situagdes, X tem funcéo de
distribuicdo dada por F(x)=1-e(-6x), onde 6 é um parametro que carateriza
a qualidade do componente (quanto menor for 8, melhor é a qualidade).

Responda as questdes que se seguem para 8=0,03.
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a. Esboce o gréfico de F(x).
b. Determine a fung¢do densidade f, e esboce o seu gréfico.

c. Determine a probabilidade de um acontecimento escolhido ao acaso:
dure menosque 20 mil horas; dure entre 30 mil e 50 mil horas; dure mais

que 60 mil horas.

Sabe-se que a probabilidade de determinada residéncia, segura contra roubo,
ser vitima desta causalidade é de 0,01, e que, se esta ocorréncia se der, o
montante das perdas em relagdo ao capital seguro seré dado pela variavel

aleatéria X com fungdo de densidade f_X (x)=12x"2 (1-x), para 0<x<1.

a. Represente o montante a pagar pela seguradora pela variavel aleatéria Y
e determine F_Y (y).

b. Justifique que a variavel aleatéria Y é mista.

c. Determine A€ H0,14[, F_(Y_1), funcdo de distribuicdo de uma variavel
aleatdriadiscreta Y_1, e F_(Y_2 ), funcdo de distribuicdo de uma variavel

aleatéria continuaY_2, de modo que
F_Y (y)=AF_(Y_1) +(1-D)F_(Y_2)(y) .

Determine o valor de real de k de modo que a seguinte fungdo seja uma fungéo

de densidade de uma variavel aleatéria X:

kr se O<zx<l1
flry=4 2—x se l<x<2 .
0 se xe]l—oc,0]U{l} U2, 4¢]

O nimero de automdveis encomendados mensalmente num stand, é uma

variavel aleatéria X com a seguinte funcdo de probabilidade:

x 0ol 1] 2] 3] 2
flx)|o03lo302]01]01

a. Calcule a fungdo de distribui¢do de X.

b. Determine o nimero minimo de automoéveis que o stand deve ter num
més para quea probabilidade de satisfazer todas as encomendas nao seja
inferior 0,75.

c. Num més em que haja apenas dois automédveis em stock no stand,
calcule aprobabilidade de serem todos vendidos, e especifique a distribuicdo

da varidvelaleatéria que representa as vendas nesse més.
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8. Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungéo de distribuicdo dada por

0 se < -1

0,2 s —-1=<=x<0
Fa)=1 0.7 se 0<z<1
1 se x2>=1

a. Determine a funcdo probabilidade de X.
b. Calcule P(X>1).
c. Calcule P(X<0,5 |X20).

9. Supondo que a variavel aleatéria continua X tem funcéo de distribuigao
F_X, determine, para cada alinea, a fungao distribuicdo da variavel aleatéria

correspondente:
a. Y=IXI.
b. Y=aX+b, onde a,beR e az0.
c. Y=XA2.

10.  Seja X uma variavel aleatéria com densidade

fx(z) = { g[:l.‘ +1) se —-1<r<2

0} se outros casos

a. Encontre a funcéo de distribuicdo da v. a. Y=XA2.
b. Encontre a densidade f_Y da v. a. Y=X/2.

11. A quantidade de vinho (em dezenas de litros) que um produtor-engarrafador

vende por dia é uma variavel aleatéria X com funcao de distribuicao definida

por:

0 s x=<0

2

20 — a®
Al

1 se x>=10

se <mx <5
Fyl(z) =
—1 se 5 <x<10

a. Determine a funcdo densidade.

b. Do conjunto de dias em que vende mais que 50 litros, qual a

probabilidade devender menos que 90 litros?

c. Se o ganho liquido diario for Y=2X-6, calcule a fungdo de distribui¢do do

ganholiquido e a proporgdo de dias em que ha prejuizo.
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Atividade 2 - Distribuicoes discretas

Introducao

Nesta atividade introduz-se os conceitos de valor esperado e momentos, etc., que sdo muito

importantes na caracterizagdo de uma variavel aleatéria.

Estuda-se também alguns modelos probabilisticos de muita importancia nas aplicagdes da

teoria de probabilidade e da estatistica, relativamente a varidvel aleatéria discreta.

Detalhes da atividade

Definicdo (Valor esperado de uma variavel aleatéria discreta). Seja X uma varidvel aleatéria

discreta, com fungdo probabilidade f_X e com suporte D_X={x_1,x_2,...}. A expressao

x| £.X () J<teo,
define o valor esperado, média ou esperanga matematica de X.
Nota.

Se o conjunto D_X é finito a condi¢do

verifica sempre, logo existe o valor esperado da varidvel aleatéria X.

Quando D_X ¢ infinito numeravel, o valor esperado de X é dado pela série

> _(xeD_X)

xf X (X)) ,

e esta, deve ser absolutamente convergente. Entdo serd sempre necessério verificar a

convergéncia desta série antes de avancar-se pelo calculo do valor esperado.

No entanto, para o presente trabalho, parte-se de principio que a convergéncia da série ja esta
verificada, sempre que se esta a calcular o valor esperado de uma variavel aleatéria discreta,

com suporte infinito numeravel.

Geralmente o valor esperado da v. a. X é representado por p_X, ou simplesmente por y,

quando néo houver confusao.

Do ponto de vista frequencista, o valor esperado de uma variavel aleatéria se aproxima da
média aritmética dos valores obtidos, quando se repete a experiéncia aleatéria um “grande

numero de vezes”.

Exemplo. Seja X a varidvel aleatéria que representa o nimero de pontos obtido com o

langamento de um dado regular.

Neste caso, o suporte é D_X={1,2,3,4,5,6}, logo
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E(X)=p_X = S _(x€D_X)E[xf X
= 1x1/6+2x1/6+3x1/6+4x1/6+5x1/6+6x1/6
= 21/6
= 3,5

Definicdo (Valor esperado de uma funcao de variavel discreta). Seja X uma variavel

aleatoria discreta, com fungao probabilidade f_X e com suporte D_X={x_1,x_2,...}. A expressdo
E(p(X))=X_(xeD_X)#[px) fX (x) ]
é valor esperado da variavel aleatéria @(X), onde ¢ é fungdo da variavel aleatéria X.

Exemplo. Seja X uma variavel aleatéria discreta, com fungdo probabilidade dada por

S noutros casos

Frl) = { % se x=-1,0,1
)
Seja ¢ uma fungdo da variavel aleatéria X definida por @(X)=X"2.
Neste caso, pela defini¢éo,
E(@X)=(-1)"2x1/3+0x1/3+172x1/3=2/3 .

Nota.

Pode-se calcular o valor esperado de ¢(X), a partir da “definicao do valor esperado de uma
varidvel aleatdria discreta”. Basta calcular o suporte da varidvel aleatéria @(X) e a respetiva

funcdo probabilidade.

No “exemplo anterior”, o suporte da variavel aleatéria @(X) é D_¢(X) ={0,1} e a funcéo

probabilidade é

fax (plx) = se plr)=1

S Loy Ui‘ ros Cisos

=R Ty e

Logo,
E(p(X))=0x1/3+1x2/3=2/3 .
A existéncia de E(X) ndo implica a existéncia de E(¢(X)), e inversamente.

Teorema (Propriedades do valor esperado). Seja X uma variadvel aleatdria discreta, sejam § e

@ funcdes da v. a. discreta X e seja c uma constante real. Entdo:
E(c)=c.
Se existe E(@(X)), entdo E(c@(X))=cE(¢@(X)).

Se existem E(¢@ (X)) e E(W(X)), entdo E(@(X)+P(X)=E(0o(X))+EW(X)).
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Definicdo (Momento de ordem k em relagao a origem). Seja k um nimero inteiro positivo, e

seja X uma variavel aleatdria discreta, com suporte D_X= {x_1,x_2,x_3,...}. O valor esperado,

p_kA'=E(X"k )= _( XX (4]

se existir, € o momento de ordem k em relacdo a origem, ou momento ordinario de ordem k

da variavel aleatéria X.

Teorema. Seja k um ndmero inteiro positivo, e seja X uma variavel aleatéria. Se existe o
momento ordinario de ordem k da v. a. X, entdo existe o momento ordindrio de ordem s, onde

s é um inteiro positivo menor que k, da mesma v. a. X.
Nota.

Pode-se concluir, a partir da “definicdo de momento ordinério de ordem k ”, que o momento
de ordinario de ordem 1 de uma variavel aleatéria X, com suporte D_X={x_1,x_2,x_3,...}, éa

média ou valor esperado dessa v. a. X, ou seja:

p_T=p_X=E(X)=) _( X)) .

que corresponde ao centro de gravidade da distribuicdo. Ou seja, assinalando a cada x, um
ponto material de abcissa x e massa f_X (x)=P(X=x), o conjunto de tais pontos forma um
sistema material que tem por centro de gravidade o ponto de abcissa p. Deste modo, pode

encarar-se o valor esperado p como um parametro de localizagdo da distribuicao de X.

Definicio (Momento de ordem k em relacdo a média aritmética). Seja X uma variavel
aleatoria discreta, com suporte D_X={x_1,x_2,x_3,...}, e seja k um inteiro positivo. O valor

esperado
H_k=E((X-1)"k )=3_(x€D_X)E[(x-1) "k FX (x) ] ,

se existir, € o momento de ordem k em relagcdo a média (ou valor esperado) y, ou momento

central de ordem k da varidvel aleatéria discreta X.

Nota.

O primeiro momento em relagdo a média nao tem qualquer interesse, pois é sempre nulo:
b1 =E(X-p)=E(X)-E(u)=p-p=0 .

Definicao (Variancia). A variancia de uma variavel aleatéria discreta X, com suporte D_X, é o
segundo momento em relagdo a média, e ¢ representado pelos simbolos Var(X) ou 6_X"2, ou

simplesmente ¢ se ndo houver ambiguidade, ou seja,

Var(X)=E((X-p))=> _(xeD_X)#[(x-w)"2fX (x)] .

90



Unidade 3. Variavel aleatsria (unidimensional). Fungao de distribuiggo de uma variave

Nota.

Para toda variavel aleatéria discreta X, Var(X)=0, e da-se a igualdade quando X tem toda a

massa de probabilidade concentrada num ponto qualquer c, ou seja P(X=c)=1.

Como a variancia de X é o valor esperado dos quadrados dos desvios entre X e a sua média y,
pode-se considerar a varidncia um parametro de dispersao da distribuicdo de X em torno da

média.

Teorema (Propriedades da varidncia). Sejam c e d constantes reais, e seja X uma variavel

aleatéria discreta. Entdo:
Var(c)=0.
Var(cX)=c/"2 Var(X).
Var(cX+d)=c/2 Var(X).
Nota. Como (X-p)A2=X~"2-2Xu+p”2, verifica-se entdo que:

Var(X)

E(XA2-2Xu+pA2 )

= E(XA2 )-2uE(X)+EuA2)
= E(XA2 )-2un2+pA2

= E(XA2 )-pA2

Definicdo (Desvio padrao). Seja X uma variavel aleatéria discreta, com suporte D_X. Ao valor

positivo da raiz quadrada da variancia,
o_X=J(Var(X)) ,
chama-se desvio padréo da variavel aleatéria X.

Nota. Quando nao existe ambiguidade o desvio padréo da v. a. discreta X pode

representar-se simplesmente por o.

E mais conveniente utilizar o desvio padrao para medir a dispersao dos elementos observados,

do que a variancia, pois o primeiro utiliza a unidade de medida original dos dados.

Definicao (Coeficiente de variagado). Seja X uma varidvel aleatéria discreta, com suporte D_X
contido no conjunto dos nimeros reais positivos. O coeficiente de variagdo de X, se existir, é

igual ao quociente entre desvio padrdo e a média, ou seja,
CV=o/p .
Nota.

O coeficiente de variagdo é uma grandeza que nao depende de qualquer unidade de medida

(como acontecem com o desvio padréo e a variancia).
Essa grandeza (a de desvio padréo) é muito utilizada para comparar.
Definicao (Coeficiente de assimetria). Seja X uma variavel aleatdria discreta, com suporte

D_X. O quociente
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vy 1=(EX-p)"3)/0"3 =p.3/c"3 ,

se existir, € designado por coeficiente de assimetria da varidvel aleatéria discreta X.
Nota.

Uma distribuicdo simétrica conduz a um coeficiente de assimetria nulo.

Se y_1>0, a distribui¢do serd mais “abrupta do lado esquerdo” e os desvios positivos

dominarao.
Inversamente, se y_1<0, a distribuicdo serd mais “abrupta do lado direito”.

Exemplo. Sejam as variaveis aleatérias discretas X e Y, com fungdes probabilidades definidas

nos suportes indicados por:
X (x)=(2-Ix-41)/4,em D_X={3,4,5}.
.Y (y)=(4-ly-41)/16,em D_Y={1,2,3,4,5,6,7}.

Calcula-se, em relagao as estas duas variaveis aleatérias, as médias, desvios padréo,

coeficientes de variagdo e coeficientes de assimetria.

Alinea (a).
pXxX = > (xeD_X)E[xf X (x) J=3X1/4+4x1/2+5x1/4=4.
cX = V(0_X*2)=V(Z_(x€D_X)# [(x-u_X )2 f X (x) D=V(1/4+1/4)=10,5=0,707 .
cv = o X/uX=v0,5/4=0,177.
y1 = (E(X-u_X)"3)/5"3 =(-1/4+1/4)/(0,5)"3 =0
Alinea (b).
by = yfY (y) J=1/16+2x1/8+3%3/16+4x1/4+5%3/16+6x1/8+7x1/
16=4.
oY = V(0.Y"2)=V(Z_(yEDV)E[(y-nY)"2£Y (y) ])
= V(9%1/16+4%1/8+3/16+3/16+4x1/8+9x1/16)=v2,5=1,581
cv = o_Y/uY =V2,5/4=0,395.
yi1 = (E(Y-L_Y )"3)/0"3

= (-27x1/16-8x1/8-3/16+3/16+8x1/8+27x1/16)/(0,5)"3 =0
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1

As duas distribuicbes do exercicio anterior sdo simétricas, pois o coeficiente de assimetria, y_1,

é igual a zero.

Exemplo. Sejam as varidveis aleatdrias discretas X e Y, com fungdes probabilidades definidas

nos suportes indicados por:

215..;
a. 1 se r=1,223450
- . — )
Ix(@) =1 |
51 ¢ T= 7
1
b. G % V= 1
Mo =4 %, :
-If'rl se y=2,3,4,5,6,7
¥

Calcula-se, em relagdo as estas duas varidveis aleatdrias, as médias, desvios padrao,

coeficientes de variagdo e coeficientes de assimetria.

Alinea (a).
p_X = > (xeD_X)#E [xf X (x) J=1x1/2+2x1/4+3x1/8+4x1/16+5x1/32+6x1/64+7x1/6
4=127/64
= 1,984
o X"2 = Y xeD X)E [(x-p X)"2fX (%))

= (-63/64)"2x1/2+(1/64)"2x1/4+(65/64)"2x1/8+(129/64)"2x1/16+(193/6
4)72x1/32+(257/64)"2x1/64

+(321/64)"2x1/64=1 662/831=1,797

oX = V(6_X"2)=v(1 662/831)=1 177/520=1,340
Cv = 0 X/uX=179/265=0,675
y1 = E((X-1X)"3)/0"3 =1 495/746=1,664
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Esta distribuicdo é assimétrica positiva, pois o coeficiente de assimetria, y_1, é maior que zero.

Alinea (b).
by = S (yEDY)E[yEY () J=1x1/64+2x1/64+3x1/32+4x1/16+5%1/8+6X1/4+7
x1/2=61/64
= 6,016
o.YN2 = Y (yeD_Y)E[(y-pY) 2 £Y (y) J=1 662/831=1,797
oY = V(6.Y"2)=V(1 662/831)=1177/520=1,340
cv = 6_Y/ILY =125/561=0,223
vl = E((Y-LY )"3)/0"3 =-1859/997=-1,862

Esta distribuicdo € assimétrica negativa.

[T

L]

Distribuicoes discretas. Apresenta-se aqui alguns modelos probabilisticos de variaveis

aleatérias discretas com que se depara frequentemente nas aplicagdes empiricas.

Definicao (Distribuicdo uniforme). Seja X uma variavel aleatéria discreta, com suporte D_
X={x_1,x_2,....x_n }. Diz-se que X tem uma distribui¢do uniforme nos n pontos x_j, j=1,2,...,n,

se, e s6 se, a fungdo probabilidade é dada por:

1
f,\'l:.!';l' _ ; CTER = D.‘\'
0 se x& Dy
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Algumas caracteristicas de distribuicio uniforme.

E(Q)=p

Var(X) = 1/nY_(=D"nEEG-uA2 =1/n ) _(=D) nEx jA2 -un2
E simétrica.

Exemplo. O modelo probabilistico que descreve o langamento de um dado perfeito é uma
distribuicdo uniforme. Neste caso, D={1,2,3,4,5,6} e P(X=x)=1/6, onde x=1,2,3,4,5,6.

Neste caso, tem-se:

EX)=p = 1/6x5_(j=1)"6%xj =1/6x21=7/2 .
var(X) = 1/6xY_(j=1)"6#x_jr2 -ur2=1/6x91-49/4=2 11/12
o = V(Var(X) )=V(2 11/12)=1 407/575=1,709

Nota. Suponha-se que D_X seja igual a D={1,2,3,...,n} e que P(X=x)=1/n, ou seja, que a

variavel aleatéria discreta X segue uma distribuicdo uniforme.

Neste caso, ter-se-a:

EX)=p = 1/nxy_(j=1) n#x_j =1/nxn/2x(n+1)=(n+1)/2 .
Var(X) = 1/nx3_(j=1)"niEx_jA2 -ur2="1/nx(nx(n+1)x(2n+1))/6-(n+1)/2)A2
- (n+1)x((2n+1)/6-(n+1)/4)=(n+1)x(4n+2-3n-3)/12
- ((n+1)x(n-1))/12=(n"2-1)/12 .
o = JVar(X) )=J((nA2-1)/12)=1/2xJ(nA2-1)/3)

Definicao (Distribuicdo de Bernoulli). Seja X uma variavel aleatdria discreta, com funcéo
probabilidade definida em D_X={0,1} por:

f X (x| 0)=06"x-(1-8)"(1-x),para 0<0<1 .
Neste caso, diz-se que X tem uma distribuicdo de Bernoulli, e representa-se por X~B(1;6).

Nota. A distribuicdo de Bernoulli aparece associada com experiéncia aleatéria, designada

por prova de Bernoulli, em que se observa a realizagdo ou ndo de um acontecimento A, com
probabilidade P(A)=0. A realizacdo de A diz-se um “sucesso”, e a sua néo realizagdo, que tem
probabilidade P(A™)=1-8, um “insucesso”. Assim, a variavel aleatéria discreta X assume o valor

1 quando hd sucesso, e o valor 0 quando ha insucesso.
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Algumas caracteristicas da distribuicio de Bernoulli.

EX) = 0-(1-0)+1-0=0.
Var(X) = (1-6)-672+0-(1-0)2=0-(1-0)-(0+1-0)=6-(1-0) .
y1 = ((1-0)-073+0-(1-8)"3) /0”3 =((1-0)-0"3+6-(1-0)"3)/

(6-(1-0)-0)=(0"2+(1-6)"2) /0
= (1-20)/c .

Exemplo. Seja X uma variavel aleatéria associada ao langamento de uma “moeda perfeita”. X

tem distribuicdo de Bernoulli.

Convencionando a saida de “face” como sendo “sucesso”, e de “coroa”, como um insucesso,

tem-se:

P(X=0)=1/2=0 e P(X=1)=1-6=1/2 .
Logo,

f X (x|1/2)=1/2 , parax€{0,1} .

Definicdo (Distribuicdo binomial). Seja X uma variavel aleatéria discreta com fungédo

probabilidade dada por

Lt o W= § i ‘
fy(al9) _{ (h) B (1) se c€{0LL.m} 6 poy)
(

I se oubros casos

Neste caso, diz-se que X é uma distribuicdo binomial, e representa-se por X~B(n;0).

Nota. A distribuicdo binomial aparece associada a uma sucessao de provas de Bernoulli
independentes, isto é, uma sucessdo de experiéncias aleatdrias independentes, em cada uma
das quais se observa a realizagdo de determinado acontecimento A, com probabilidade P(A)=6,
constante de prova a prova. Associado a essa sucessdo de provas, aparece muitas vezes o
seguinte problema: “qual a probabilidade para que, em n provas de Bernoulli independentes,
se obtenham x sucessos, onde x€{0,1,2,...,n}, seja qual for a ordem em que esses sucessos sdo
obtidos?”

Entdo, esta probabilidade calcula-se aplicando a fungdo probabilidade da distribuigcdo

binomial.

Algumas caracteristicas da distribuicao binomial

E(X) = n-(n-1)-6"2+4no.
Var(X) = nb-(1-0).
y.1 = (1-20)/c.

Exemplo. Qual a probabilidade para, em cinco langamentos de um “dado perfeito”, se obter

duas vezes a “sena”?
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Nota-se que a variavel aleatéria associada ao langamento de um “dado perfeito” é uma
distribuicdo de Bernoulli, e que a experiéncia aleatéria seréd realizada cinco vezes. Entdo, a
probabilidade pedida pode ser determinada a partir da fungao probabilidade da distribuicao
binomial, tomando 8=1/6, a probabilidade de sair uma “sena”, no langamento de um “dado

perfeito”, n=5, o nimero de provas, e x=2, o nimero de sucessos pretendidos:

P(X=2)=(5!2) 0"x-(1-0)"(nx) = 51/(31-20)-(1/6)2+(5/6)"3

10-1/36-125/216

77/479=0,161
Nota.
A distribuicao de Bernoulli pode obter-se a partir de uma distribuicdo binomial, fazendo n=1.

O célculo das probabilidades binomiais torna-se laborioso mesmo para valores de n
relativamente baixos. No entanto, recorrendo a meios computacionais adequados, pode-se
obter essas probabilidades sem muitas dificuldades. Por exemplo, para o problema anterior,
pode-se obter as probabilidades fazendo uso do software “Geogebra”, como se pode ver na

figura que se segue:

T AT AR

e

" PEen
8] bagi
1| bag
3| aieee
=
4| noen
| noees

o GEIIE we B EIM

Ha tabelas previamente preparadas donde se pode obter os valores de probabilidades, como

por exemplo.

Para determinar probabilidades a partir de tabelas quando 6>0,50, utiliza-se a seguinte

relagdo:
X~B(n;0)=(n-X)~B(n;1-0) ,

ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 172).
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Exemplo. Num armazém estdo preparadas para distribuicdo 500 embalagens de um produto,
das quais exatamente 50 estdo deterioradas. E efetuada uma inspecio sobre uma amostra de

10 embalagens escolhidas ao acaso com reposigao.

Qual a probabilidade de que a inspecao rejeite a comercializagdo do lote, quando sé é

admitida, no maximo, uma embalagem deteriorada na amostra?

Que dimensao minima deve ter a amostra para que, adotado o mesmo critério, a

probabilidade de rejeicao seja superior a 0,5?

Alinea (a). Seja X o nimero de embalagens deterioradas numa amostra de 10. Entdo
X~B(10;0,1), pois as extracdes fazem-se com reposicdo e a probabilidade de um “sucesso”,

neste caso embalagem deteriorada, é 6=0,1. Entdo, a probabilidade pedida é:

PX>1)=)_(x=2)M1

#(101%) (0,1)"x -(0,9)A(10-x)=0.2639.

Ver a figura que segue, que mostra a computagdo desta probabilidade utilizando o software

Geogebra.

L Furmlas matrizes.ggb - a x

Titmes LoE Vle Orgher Sampeeeie Jes deets & e 8 pae trm Bkt Carta Lopet bt
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j

o e ]
==
g2

Alinea (b). Pretende-se saber o valor de n de modo que a P(X>1)>0,5, onde X é o nimero
de embalagens deterioradas numa amostra com n embalagens. De acordo com os dados do
problema, X~B(n;0,1).

PX>1)>1eY_(x=1)"n

n/x) (0,1)*x-(0,9)*(n-x)>0,5&n=17 .

Definicao (Distribuicdo geométrica). Seja X uma varidvel aleatéria discreta, com fundo

probabilidade definida por

r=1 . _ o o
f_\'{.rﬂ]—{“_ﬂ) 0 se xeDy={L23,...} yparall < 8 < 1.

0 se  outros casos
Neste caso, diz-se que X é uma distribuicdo geométrica, ou distribuicao Pascal.

Nota. Uma variavel aleatéria discreta X segue uma distribuicdo geométrica quando ela esta
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associada a observacdo do niimero provas de Bernoulli até que se obtenha um sucesso. Neste

caso, o suporte da varidvel aleatéria discreta X é D_X={1,2,3,...}.

Algumas caracteristicas da distribuicio geométrica

EX) = 1/6.

Var(X) = (1-0)/612 .

P(a<X<b) - (1-0)"(a-1)-(1-6)Ab.
P(X>a) = (1-0)Aa-1).

P(X<b) = 1-(1-0)"b.

Nota. A partir da “caracteristica 5.”, acima referida, pode-se concluir que a fungéo de

distribuicdo de uma variavel aleatéria com distribuicdo geométrica é dada por

Ful 0 se r=l
=9 (1-8)* se k<z<k+1l, parake{1,2,3,...}.
Exemplo. Um individuo que faz anos em 15 de janeiro dispde-se a inquirir pessoas ao acaso
até encontrar uma que faga anos também no mesmo més.
Qual o nimero médio de inquiricbes que tem de fazer até ter um sucesso?
Qual a probabilidade de inquirir menos de 6 pessoas?

Alinea (a). Esta-se a pedir E(X), onde X ¢ a avariavel aleatéria discreta associada a observacdo
do niimero de individuos inquiridos até que se obtenha um que tenha nascido no més de

janeiro, ou seja, X tem distribuicdo geométrica.

Suponha-se que o acontecimento A é “pessoa que nasceu no més de janeiro”, e que a
probabilidade de uma pessoa nascer num determinado més é 1/12, ou seja, todos os meses

tém igual probabilidade.
Entdo, 6=1/12,logo E(X)=1/6=12.

Alinea (b). Pretende-se determinar a probabilidade da varidvel aleatéria X ser menor que 6, ou

seja, Xiguala 5, ou4,0u3,ou2, oul.
P(X<6)=P(X<5)=1-(1-1/12)A5=1-(11/12)"5=0,3528 .

Definicdo (Distribuicdo binomial negativa). Seja r um nimero natural, isto é, reN={1,2,3,...}.

Seja X uma variavel aleatdria discreta com funcao probabilidade dada por

r—1 - o f s L
f_t'[.?"_l‘-’,'l={ (r—l)ﬂ-“_m se ref{rnr+l,r+2,...} . paral<@<1.
(

) se  oufros casos

Neste caso, diz-se que X tem distribuicdo binomial negativa, e representa-se por X~BN(r;6).
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Nota.
Para reN, o suporte da v. a. discreta X é D_X={r,r+1,r+2,...}.

A distribuicdo geométrica obtém-se a partir da distribuicdo binomial negativa fazendo r=1.

Assim, se X segue uma distribuicdo geométrica, escreve-se X~BN(1;0).

Uma varidvel aleatdria discreta X segue uma distribuicdo binomial negativa, X~BN(r;0), reN,
quando ela esta associada a observagdo do nimero provas de Bernoulli até que se obtenha r
sucessos. Seja x€D_X={r,r+1,r+2,...}. Se somente ao fim de x provas se completam r sucessos,
entdo na x-ésima prova tem de obter-se um sucesso, o r-ésimo sucesso, e nas x-1 provas

anteriores tem de obter-se r-1 sucessos e x-r insucessos. Logo
PX=x) = P(r-1 sucessos em x-1 provas)-P(1 sucesso na x-ésima prova)

= ((x-1)(r-1)) 87 (r-1) (1-0)A (x-1-(r-1) ) 0

(G-1i(r-1)) 8”1 (1-6)" (x-1)

BN(r,8) representa o nimero de insucessos que ocorrem em uma sequéncia de provas de

Bernoulli antes de se atingir os r sucessos.

Algumas caracteristicas da distribuicdo binomial negativa — X~BN(r;0).

EX) = r/6.
Var(X) = r(1-6)/672.
v.1 = ro/V(1-6) .

Exemplo. Existe uma técnica de amostragem — bastante Gtil em algumas situages — que
consiste em recolher observagées independentes de determinada populagao até se
observarem r unidades com determinada caracteristica. Com esta técnica, o nimero de

elementos a inquirir tem distribui¢do binomial negativa.

Suponha-se que se pretendia inquirir 100 apoiantes de determinado partido politico, sobre
a apreciagdo que fazem sobre a lideranca do respetivo partido. A probabilidade de se ter de

observar pelo menos 1000 pessoas sera dada por

P(X=1000) = 2_(x=1000)"(+e0

((x-1)199) -67100-(1-8)" (x-100)

1-P(X<1000)

1-5_(x=100)A999

x-1)199) -67100-(1-0)(x-100) ,

onde 6 representa a propor¢do de apoiantes desse partido na populagdo. Se essa proporgdo

for 8=0,1, ter-se-a:

P(X=1000) = 1-y_(x=100)A999

(x-1)199) -(0,1)7100-(1-0,1)(x-100)

= 1-)_(x=100)"999

x-1)199) -(0,1)7100-(0,9)" (x-100)
= 1-0.5154177

= 0.4845823
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Nota. Esta probabilidade tem que ser calculada com a ajuda de um computador. Por exemplo,
este resultado foi obtido com a ajuda do software “R":

R rConsole

> pnbinom(q=900,s3ize=100,prob=0.1)
[1]) 0.5154177

> ProbXmaiorl000 1- (pnbinom(g=900,size=100,prob=0.1))

[1] 0.4845823
>

Alternativamente, pode-se proceder da seguinte forma, para obter o mesmo valor, utilizando o
software “R":

R RiGui (54-bit) - (R Console]
R File Edit View Misc Packages Windows Help

b

> probXmaio U0
[1] ©.4B45823

Definicao (Distribuicao hipergeométrica). Sejam N, M e n nimeros naturais arbitrarios, com

N maior que M e n. Seja X uma varidvel aleatéria com suporte
D_X={xeN_0:max{0,n-(N-M)}=x<min{n,M}} .

Se a variavel aleatéria X tem fungéo probabilidade dada por

MY N-M
Tx(x|N, M,n) = % se x € Dy

n

0 se xd Dy

diz-se que tem distribuicdo hipergeométrica, e representa-se por X~H(N,M,n).

Nota. De uma certa forma, pode-se comparar a distribuicdo hipergeométrica com a
distribuicdo binomial. Ambas consistem em determinar a probabilidade de numa amostra de
n elementos, extraida de uma populagdo com dimensao N, se obter x “sucessos” (um sucesso
¢é a observacdo de um acontecimento A, com probabilidade 8, que, no presente contexto,
representa cada um dos M elementos, da populagédo de dimensao N, com determinados
atributos). No entanto, quando se trata de uma distribuicdo binomial, as provas de Bernoulli
sdo independentes, pois as extragdes sao feitas com reposicdo, ou seja, a probabilidade do
acontecimento A ndo se altera de prova para prova; mas, quando se trata de uma distribuicdo
hipergeométrica as provas de Bernoulli ndo sdo independentes, pois as extragdes sao feitas

sem reposicdo, o que significa que a probabilidade do acontecimento A ndo se mantém
constante de prova para prova.
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Geralmente, na distribuicdo hipergeométrica, n é inferior a M e a N-M. Nesse caso,
D_X={0,1,2,3,...}=N_0O .
Algumas caracteristicas da distribuicdo hipergeométrica — X~H(N,M,n).

EX) = n-M/N .

Var(X)

n-M/N-(N-M)/N-(N-n)/(N-1) .
No presente caso, M/N é a probabilidade do acontecimento A — P(A)=M/N=6. Entao:
EX)=n-6 e Var(X)=n-0-(1-6)-(N-n)/(N-1) .

Exemplo. De um grupo de 1000 exploragdes agricolas, de uma certa regido, ha 20 que
produzem espargos. Recolhida ao acaso uma amostra de 100 exploragdes, sem reposicéo,

qual é a probabilidade de observarem 5 produtores de espargos?
Neste caso, a variavel aleatdria discreta tem suporte D_X={0,1,2,...,18,19,20}. Entao,
P(X=9)=f_X (9| 1000,20,100)=((20:9)-(980i91))/((1000}100) )=0,00004143 .

O gréfico que se segue representa a distribuicdo de probabilidades de X, em D_X.

Definicao (Processo de Poisson). Suponha-se que se procede & contagem do nimero
de acontecimentos (chegada de doentes, chegada de navios, etc.) ocorridos ao longo do
tempo. Tem-se um processo de Poisson com parametro A>0 quando se verificam as seguintes

condigdes:

e O numero de acontecimentos que ocorrem em dois intervalos, de tempo,
disjuntos sdo independentes;

* A probabilidade de ocorrer exatamente um acontecimento em qualquer intervalo,
de tempo, de amplitude At arbitrariamente “pequena” é aproximadamente AAt;

* A probabilidade de ocorrerem dois ou mais acontecimentos em qualquer
intervalo, de tempo, de amplitude At arbitrariamente “pequena” é
aproximadamente igual a zero.

Definicdo (Distribuicdo de Poisson). Seja X uma varidvel aleatéria discreta com fungéo

probabilidade dada por
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x!

£ A AT
FxlzlA) = - se xe{0,1,23,...}  om A =1.

0 se outros caosos
Neste caso, diz-se que X tem uma distribuicdo de Poisson, e representa-se por X~Po(}).

Algumas caracteristicas da distribuicido de Poisson — X~Po(}).

E(X) = A
Var(X) = A.
y 1 = AN(-1/2).

Se os acontecimentos num processo de Poisson ocorrem a uma taxa média de A, por
unidade de tempo, entdo o nimero de ocorréncias num intervalo de amplitude t (positivo)
representado pela varidvel aleatdria X(t), tem distribuicdo de Poisson de parametro At,

flz|xt) = P(X(t) = z|\t) =

= At )ul. e
1—4—L.J£{&L1&HJ.A>n
I

Nota. Pode entdo concluir-se que o niimero esperado de ocorréncias num intervalo de

amplitude t é At.

O célculo de probabilidades usando distribuicdo de Poisson deve ser feito utilizando meios

computacionais adequados. Também pode-se auxiliar numa tabela de Poisson.

Exemplo. Numa fébrica de téxteis existem numerosos teares do mesmo tipo. Depois de
muitas observagdes, chegou-se a conclusdo de que o nimero de teares avariados segue
um processo de Poisson com taxa média de 3 por més. Logo, se X ¢ a varidvel aleatéria que

representa o nimero de teares avariados por més, tem-se X~Po(3).
Qual é a probabilidade para que durante um més se avariem sete ou mais teares?

Determine a capacidade mensal minima disponivel, C, da oficina de reparagéo, de

modo a ser pelo menos 0.9 a probabilidade de ndo haver teares a aguardar reparagao.
Alinea (a). Calcula-se:

P(X=7)

S _(x=7)(+oo)i (e (-3) 3/X)/x!

0.0335

Este célculo foi realizado com o software “Geogebra” — Veja o Gréfico 1 - P(X=7) numa Po(3).

Pode-se também determinar a mesma probabilidade, procedendo da seguinte forma:

P(X=7) 1-P(X<6)

1-0.9665

0.0335

O Caélculo de P(X<6) foi realizado com o software “Geogebra” — Veja o Gréfico 2 - P(X<6)

numa Po(3).
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Alinea (b). Determina-se C, o menor inteiro a verificar:

P(X=C)=)_(x=0)AC#(e(-3) 3/ x)/x!=0.9 .
S C=5

Este célculo foi realizado utilizando o software “R” — Veja o Gréfico 3 — Determinagdo do C em

Po(3).
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Gréfico 3 — Determinacdo do C em Po(3)
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Conclusao

As distribuicbes de variaveis aleatdrias discretas tém inimeras aplicagdes na resolugao de

problemas de vérias ordens.

Consoante o tipo de problema, pode-se ajustar a varidvel aleatéria em estudo a uma das

distribui¢des aqui estudadas (uniforme, Bernoulli, binomial ou hipergeométrica).

Os valores de valor esperado, varidncia e/ou desvio padréo, coeficiente de variagéo e
coeficiente de assimetria permitem caracterizar a distribuicdo de uma variavel aleatéria (neste

caso, V. a. Discreta).

Algumas distribuicdes sdo casos particulares de outras, mas por terem vérias aplicagbes, os

seus estudos fizeram-se em separados.

Avaliacao
1. A variavel aleatéria X tem funcdo probabilidade definida por f_X (x)=x/10,
x€D _X={0,1,2,3,4} .
a. Calcule E(X) e Var(X).
b. Seja Y=X~A2. Determine Var(Y) e E(Y).

2. Sabe-se que o primeiro e o segundo momentos em relagédo a origem da v. a.
discreta X sdo iguais a 6 e a 62, respectivamente. Sendo Y=X/2+3, determine a

média, a variancia e o desvio padrao de Y.

3. Um jogo consiste em baralhar e tirara duas cartas (com reposi¢édo) de um
baralho vulgar (52 cartas); se sairem duas cartas de copa ganha-se 15 euros;

em caso contrério, perde-se 1 euro.
a. Qual a probabilidade de ganhar duas vezes seguidas o jogo?
b. Em média, quando se ganha ou se perde de cada vez que se joga?

4. Num teste de resposta mdltipla, cada pergunta tem cinco respostas possiveis,
e apenas uma delas é correta. Admita que o aluno responda sequencialmente

€ a0 acaso as perguntas.
a. Qual a probabilidade de a primeira pergunta certa ser a quarta?
b. Em média, a quantas perguntas tem de responder para acertar uma?

5. Qual a probabilidade de, no langamento de uma moeda, se obter a terceira

face no sétimo langamento?
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Um fornecedor de fechaduras para portas blindadas envia as pegas em lotes
de 100 fechaduras, para 50 fabricas de portas blindadas, independentes.
Devido a falhas de producéo resultou defeituosa uma série de fechaduras. Para
evitar prejuizos decidiu incluir em cada um dos lotes 5 dessas fechaduras, na
esperanca de passarem despercebidas no controlo de qualidade dos clientes,
que consiste em escolher duas fechaduras ao acaso, em cada lote, devolvendo

o mesmo se alguma tiver defeito.
a. Calcule a probabilidade de um lote ser aceite pela fabrica que o recebeu.

b. Qual a probabilidade de no controlo de qualidade de um lote haja pelo

menos umafechadura sem defeito?

Seja X uma variavel aleatéria com distribuicdo de Poisson de parametro A=5.

Calcule as seguintes probabilidades:
a. P(X=5).
b. P(X=1).
c. P(4<X<8).

Uma fabrica produz azulejos que sdo embalados em caixas de 20 unidades.
Sabe-se que o nimero de defeitos por azulejo segue um processo de Poisson

com taxa média igual a 0.1.
a. Qual a percentagem de azulejos com defeitos?

b. Calcule a probabilidade de numa caixa existirem mais de dois azulejos

com defeitos.

c. Se a aceitagdo de um fornecimento de azulejos for feita na condig¢do de
o numero total de defeitos encontrados numa amostra de 100 azulejos

ndo exceder 15, com que probabilidade é rejeitado o fornecimento?

Suponha que 70% das consolas de PlayStation 3 ndo estdo defeituosas.

Encontre a probabilidade de encontrar a segunda consola sem defeito:
a. Em trés tiragem.
b. Em no maximo seis tiragens.

c. Em pelo menos cinco tiragens.
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Atividade 3 - Distribuicoes continuas

Introducao

Nesta atividade introduz-se algumas medidas de tendéncia central e, outras, de disperséo
(valor esperado, momento, quantil, moda, etc.), relativamente & uma variavel aleatéria

continua. Estuda-se algumas distribuicdes de varidvel aleatdria continua.

Detalhes da atividade

Definicdo (Valor esperado de uma variavel aleatéria continua). Seja X uma variavel aleatéria

continua, com funcao de densidade f_X. A expressdo

xf X (x) 0(24&dx)) ,

x| fX (x) O(24&dx)]<+eo ,
define o valor esperado, média ou esperanga matematica de X.
Nota. A condicédo

[ _(o0)M(+e0)s

x| £X (x) O(24&dx)] <+

destina-se a garantir, no caso do valor esperado E(X) ser uma integral impréprio, que o mesmo

seja absolutamente convergente, verificando, desta feita, a unicidade do valor esperado E(X).

No entanto, para o presente trabalho, parte-se de principio que a convergéncia do integral
ja esté verificada, sempre que se esta a calcular o valor esperado de uma variavel aleatéria

continua.
Exemplo. Seja X uma varidvel aleatéria continua, com fungao densidade
X ()=3x"(-4) , parax>1.
Entdo, o valor esperado de X é dado por
EX) = [ (oo (+00) E[xf X (x) O(24&dX)]

= J_(-00)M1#[(x-0) O(24&dx))]+[_17(+o0

= 3/2 .

[x-(3x*(-4) ) O(24&dx)]

Definicao (Valor esperado de uma fungéo de varidvel continua). Seja X uma variavel aleatéria

continua, e seja @ uma fungdo real de variavel real, com dominio R. A expressao
E(@(X))=] _(-o0) M+ 00)E [p(x) f X (x) O(24&dx)] ,

E o valor esperado da variavel aleatéria @(X) (que pode ser continua ou ndo), sob a condigdo

de E(@(X)) ser absolutamente convergente, em caso de ser um integral impréprio.

Exemplo. Seja a varidvel aleatéria continua X considerada no “exemplo anterior”. Sejam as
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fungdes reais de variaveis reais ¢_1 e ¢_2, definidas por
@_1 (x)=x"2

e

©_2 (x)=f(x)={l(0,&x<2@1,&x=>2)1 .

Sejam as variaveis aleatorias Y=¢_1 (X) e Z=¢_2 (X).

Os valores esperados das variaveis aleatérias Y e Z sdo:

@_1 (x) £X (x)0(24&dx)]

E(=E(e_1 (X)) = J_(-00)"(+o0

= [ 17 (+o0) i [x72-(3x7(-4) ) O(24&dX))

[3-x(-1) |17 (+e0)

= 3

E(Q)=E(¢_2 (X)) = J_(-e0)" (+00) E[p_2 (%) £ X (x)B(24&dx)]
S

[-xA(-3) |_2"(+0)

0-(3x7(-4) ) O(24&dx) ]+ [ 27 (+00) E[1-(3x"(-4) ) O(24&dx)]

= 1/8 .

Nota. As “propriedades dos valores esperados” vistas na “Atividade 1.2" sdo validas também

para variaveis aleatdrias continuas.

Definicio (Momento de ondem k em relacédo a origem). Seja k um nimero natural arbitréario,

ou seja keN={1,2,3,.. .}, e seja X uma variavel aleatoria continua. O valor esperado,

P_kA'=E(Xk )= _(-e0) M (+00) E [xk-f_X (x)O(24&dx)] ,

se existir, define o momento de ordem k em relagdo a origem, ou momento ordinério, de

ordem k da varidvel aleatdria continua X.

Definicdo (Momento de ordem k em relacdo a média). Seja k um ndmero natural arbitrario,

ou seja keN={1,2,3,...}, e seja X uma variadvel aleatéria continua. O valor esperado,

H_k=E(X-p) k=] _(-e) M+ 00) B [ (x-1) k£ X (x)0(24&dX)]

se existir, € o momento de ordem k em relacdo a média, ou momento central de ordem k da

varidvel aleatdria continua X.

Definicdo (Varidncia de uma v. a. continua). A varidncia de uma variavel aleatéria continua X

é dada por

Var(X)=0_X"2=E((X-w)"2 )=/ _(-00)* (+00) & [ (x-p) " 2-f X (x)0(24&dx)] ,

se existir o valor esperado.

Nota. As “propriedades de variancia” vistas na “Atividade 1.2" sdo vélidas para as variaveis
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aleatérias continuas.

Os conceitos de “desvio padrdo” (raiz quadrada da variancia), “coeficiente de variagdo” e

"

coeficiente de assimetria” definem-se da mesma maneira que na “Atividade 1.2".

Definicédo (Quantil). Seja X uma variavel aleatéria continua, com fungdo densidade f_X (x), e
seja a um numero real a verificar O<a<1. Quantil de ordem «, §_a, é um valor de X que satisfaz

a condicdo
[_(re0)ME_0)E X (x) O(24&dx)]=a=F X (Ea)=a.

Nota. O quantil de ordem a existe sempre, embora a equagdo F_X (§_a )=a possa ter mais que
uma solugdo; nesse caso, convenciona-se que o quantil de ordem a é a menor das solugdes da

referida equacéo.

A definicdo do quantil pode apresentar-se para qualquer variavel aleatéria, nomeadamente
para variaveis aleatdrias discretas. Mas, do ponto de vista pratico, os quantis para variaveis

aleatodrias continuas tém mais interesses.
Os quantis sdo conhecidos por parametros de ordem.

O conceito de quantil apresentado aquando do estudo da estatistica descritiva, refere-se a

colegdes de dados ou amostras, logo trata-se de uma nogédo empirica.

Doravante, o que se quer é determinar um quantil de uma variadvel aleatdria, ou distribuicdo,

continua, isto €, no ambito do modelo probabilistico.

Definicdo (Mediana). Seja X uma variavel aleatéria continua, com func¢do densidade f_X (x).
Mediana de X, representada por p_e ou med(X), é o quantil de ordem a=0,5, §_0,5, ou seja, é

a solugdo (“conveniente”) da equagéo (na varavel £ 0,5)
[_(-o0)(£.0,5) 5 [fX (x) O(24&dx)]=0,5 .

Nota. A mediana é o valor de X tal que metade da massa de probabilidade se encontra a sua
esquerda e a outra metade a sua direita, ela pode ser utilizada como medida de localizagédo da

distribuicdo, a semelhanca da média (ou valor esperado).

Definicdo (Moda). Seja X uma variavel aleatéria continua, com fungdo densidade f_X (x). Moda,

representado por p_*, é um valor de X que verifica a condi¢do
X (x)=<f_ X (u_*), VxeR.

Nota. A moda ndo é um parametro de ordem. Contudo, trata-se de uma importante medida

de localizagdo, que deve ser considerada juntamente com a média e com a mediana.
No caso de distribuicdes simétricas unimodais, a média, a mediana e a moda séo iguais.

Definicdo (Quartis). Seja X uma varidvel aleatéria continua, com fun¢do densidade f_X (x). O
primeiro quartil de X é o quantil de ordem a=0,25, £ 0,25, e delimita superiormente o primeiro
quarto da massa de probabilidade; o terceiro quartil de X é o quantil de ordem a=0,75, §_0,75,
e delimita inferiormente o Ultimo quarto de massa de probabilidade; a mediana é o segundo

quartil.
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Definicao (Amplitude interquartis). A amplitude interquartis de uma variavel aleatéria

continua X, representado por AlQ, é uma medida de dispersao absoluta, que se define por:
AlQ=£_0,75-¢ 0,25 .
Pode-se obter uma medida de disperséo relativa, calculando

(€_0,75-¢_0,25)/u_e

Nota. O intervalo H§_(0,25),§.0,754 [, denominado intervalo interquartis, abrange 50% da

massa de probabilidade.

Quando a=0,1,0,2,...,0,9 obtém-se os decis; quando «=0,01,0,02 ,...,0,99 tém-se os

percentis.

Nota. O quadro que se segue, apresenta o resumo das medidas de localizagdo e dispersao,

estudadas aqui neste texto.

Medidas plo|CV | u, | ue | AlIQ fQ
Localizagao X X | x
Dispersao Absoluta X X
Dispersao relativa X X

Exemplo. Seja X uma variavel aleatdria continua, com funcéo densidade
X (x)=3x"(-4) , parax>1.

(Ver o “exemplo acima”).

O valor esperado de X é

EX)=p=3/2 ,

pelos célculos realizados anteriormente.

A variancia obtém-se a plicando a definigao:

Var(X)=0"2 = J_(-00)M(+o0) E[(x-p) " 2-f X (x)O(24&dx))
= [ 17 (o) [(x-3/2)72-(3x(-4) ) O(24&dx))
= 3/4

O desvio padréo, raiz quadrada positiva da variancia, é:

o=V3/2 .

f X (x) O0(24&dx))=0,5 < [_17(E.0,5)[3x" (-4) 0(24&dx)]=0,5

J_(-00)"(5.0,5

o 2_0,5=\3/2=p_e
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O primeiro e o terceiro quartis sdo, respetivamente,
Q_1=V36/3 e Q3=V4 .

Nota. Os célculos realizados acima foram feitos com a ajuda do software “Geogebra — Folha
CAS".

O intervalo interquartis é
AlQ=Q_3-Q_1=34-¥36/3=(3V4-V36)/3 .
As outras medidas podem ser calculadas a partir destas.

Definicdo (Distribuicdo uniforme). Seja X uma varidvel aleatéria continua, e sejam a,
numeros reais. Diz-se que X tem distribuigdo uniforme no seu suporte D_X= Fo,4 [, com a<p,

e representa-se por X~U(a,B), quando a fungdo densidade é dada por

1 1 r
fx(x|ey, 3) = { i—a se  x € o, 3]

0 se  outros cosos
A correspondente funcdo de distribuicdo é definida por

0 se &<
€=

Fe(elo.d)={ 5=q

Algumas caracteristicas da distribuicao hipergeométrica — X~H(N,M,n).

E(X) (a+B)/2 .

Var(X) (B-a)N2/12 .

Nota. O caso particular em que a=0 e =1 —isto é, em que X~U(0,1) — tem especial interesse
a nivel tedrico-pratico (para mais informagdes, ver (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p.
225)).

Teorema (Transformacdo uniformizante).

Seja X uma variavel aleatéria continua com fungdo de distribui¢do F_X estritamente crescente

no intervalo aberto Ha,b+[, onde X tem densidade positiva — este intervalo pode ser ilimitado,
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isto é, pode acontecer a=-c0 ou b=+ — e F_X (a)=0 e F_X (b)=1. Entéo, a variavel aleatéria
Y=F_X (X) tem distribuicdo U(0,1).

Seja Y uma varidvel aleatdria com distribuicdo U(0,1), e F_X a funcéo de distribuicdo de uma
varidvel aleatdria continua X. Sup&e-se que F_X é estritamente crescente no intervalo aberto
Ha,b1[, onde X tem densidade positiva — o intervalo pode ser ilimitado, isto é, a=-e0 ou b=co
—e F_X(a)=0e F_X (b)=1. Entdo, a variavel aleatdria X=F_X”(-1) (Y) é continua com funcéo
distribuicdo F_X.

A mudanca de varidvel Y=F_X (X) é chamada transformacao uniformizante ou transformacéo de
probabilidade.

Exemplo. Seja X uma variavel aleatéria com funcéo densidade, definida no seu suporte D_
X=HO,+eod [ por

f X (x)=eM(-x) .

Ora, f_X (x) é positiva em D_X, ou seja, X tem densidade positiva em D_X.

Entéo, X satisfaz as condicdes da alinea (a) do “teorema anterior”.

A funcéo de distribuicdo de X é

Folg) = —e "4+l se x>0
x(@) {u se r<0

Entdo, pode determinar-se a fungdo densidade da variavel aleatéria Y=1-e/(-X), obtendo-se

Y~(0,1), pelo referido teorema.

Definicao (Distribuicdo normal). Seja X uma variavel aleatéria. Diz-se que X tem distribuicao
normal com parametros p e 62, e representa-se por X~N(u,6°2 ), quando a funcéo

densidade é da forma

’ 1 I 47
fxlzlpo®) = —e = | _socr <400,

V2nat

onde peR e 6/ 2>0.

Nota. Muitos dos atributos observaveis de determinada populagao sdo bem representados
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por varidveis aleatérias que seguem uma distribuicdo normal.

Os parametros da distribuicdo normal representam-se por py e 62 porque correspondem,

respetivamente, & média e a variancia da variavel aleatéria em causa.

Segundo (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 227), a fungdo de distribuicdo de uma

variavel aleatéria que segue uma normal N(u,0672 ) é dada por

o ’ 1 . y
f\ (,g- _{J‘,O") = f S __,‘:IP il di .
o VAW

a2
W=
para o qual ndo se conhece solugdo analitica.

Um caso importante da distribuigdo normal obtém-se quando p=0 e 6/2=1. Nesta situagdo, a

funcdo densidade e a funcéo distribuigdo séo, respetivamente, dadas por

o(z) = # e, B(z) = # /:\ et
Teorema. Seja X uma varidvel aleatdria continua. Se X~N(u,072 ), a varidvel estandardizada
Z=(X-p)/o
tem distribuicdo N(O,1).
Nota. A distribuicdo N(0,1) é habitualmente designada por distribuicdo normal estandardizada.

Os simbolos ¢ e @ sdo reservados para representar, respetivamente, fungdes densidade e de

distribuicdo de uma variavel aleatéria que segue uma N(O,1).

Os calculos envolvendo distribuicdo normal podem fazer-se com meios computacionais
adequados (O software “R” da resposta a qualquer problema proposto neste texto, mas
quando os célculos sdo acessiveis pode-se usar o software “Geogebra”). Quando nao

for possivel utilizar os meios computacionais, pode-se utilizar a uma tabela normal — que

normalmente refere-se a N(O,1).
A distribuicdo normal é simétrica em relagdo a reta x=p. Em particular, tratando-se da
distribuicdo normal estandardizada, tem-se:

fplr)=g(—=x), Plx)=1-P(-2).

Utilizacdo da tabela da normal. Esta tabela diz respeito a funcédo @, para valores nao-
negativos de z. Permite calcular para cada z a respetiva ordenada da funcdo de distribuicdo @

da normal estandardizada, N(O,1). Por exemplo, se z=0,53, entdo
®(z) = (0,53) = P(z < 0,53) = P(z < 0,53) = 0,70194 .
Este valor esté na interse¢do da linha “0.5” e da coluna “0.03", ou seja, z=0,53=0,5+0,03 .

A simetria da distribuicdo normal estandardizada (é simétrica em relagdo a reta x=p=0) garante
que

P(z)=1—P(—2).
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Sendo assim, pode-se sempre determinar ®(z) para valores negativos de z.
Quando X~N(w,0”2 ) faz-se a mudanga de varidvel para varidvel estandardizada

Z=(X-p)/o .

Assim sendo, tem-se

P(x_0<X<x_1) P((x_O-p)/o<Z<(x_1-p)/0)=d((x_1-1)/0)-P((x_0-1) /o)

P(X<x_1)

P(Z<(x_1-p)/0)=P((x_1-w)/0)
P(X>x_0) = P(Z>(x_0-p)/0)=1-®((x_0-w)/0)

Exemplo. A precipitagdo anual (em mm) num determinado lugar é bem modelada por uma
distribuicdo normal com p=572 mm e 6=138,6 mm. Pretende-se calcular a probabilidade de a

precipitagdo anual se situar entre 700 e 800 mm.

Seja X a variavel aleatéria que representa a situagdo em causa. Entdo, X~N([[572 ,138.6]"2).
Como a normal ndo é estandardizada, deve fazer-se a mudanca de variavel para variavel

estandardizada, e depois determinar a probabilidade pedida. Assim,

P(700<X<800) = P((700-572)/138.6<Z<(800-572)/138.6)

D((800-572)/138.6)-d((700-572)/138.6)

= @ (1.645022)-$(0.9235209)

0.1279

Esta probabilidade pode ser obtida utilizando o software “Geogebra” (por exemplo):

el

Definicdo (Distribuicdo exponencial). Seja X uma variavel aleatéria com fungdo densidade
definida por

0 se <10
e ™ se x>0~

Fxlz|A) = {
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Neste caso, diz-se que X tem distribuicdo exponencial, ou exponencial negativa, e

representa-se por X~Ex(A).

Algumas caracteristicas da distribuicio exponencial — X~Ex(}).

EX) = 1/ .
Var(X) = 1/AN2
y_1 = 2.
Cv = 1

Segundo (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 237), a distribuicdo exponencial, ou
exponencial negativa, tem a sua origem associada ao processo de Poisson, embora a sua
utilizagdo na modelagédo estatistica seja bastante mais ampla, aplicando-se, para além do
tempo de espera entre acontecimentos originados por um processo de Poisson, a outros

fenémenos.

Se a variadvel aleatdria X representa a contagem do nliimero de acontecimentos num intervalo
unitario de tempo, em certas condigdes (condigdes do processo de Poisson) X tem distribuicdo
de Poisson com parametro A (o valor esperado de X — que pode ser interpretado com ritmo
médio a que afluem os acontecimentos por intervalo unitario). Se as condi¢cdes se mantém

e, o intervalo considerado, em vez de ser unitario, tem amplitude h, a vaiavel aleatéria Y, que

representa a contagem no novo intervalo, tem distribuicdo de Poisson, com parametro Ah.

Se a sucessao de acontecimentos constitui um processo de Poisson e a contagem € iniciada no
momento O (zero), o tempo de espera pela chegada do primeiro acontecimento é uma variavel

aleatéria T, cuja funcao distribuicdo F_T é dada por

F T @®)=P(T<t)=1-P(T>t) , comt>0.

Como P(T>t) é a probabilidade de ndo haver qualquer chegada no intervalo de HO,t] tem-se:
P(T>1)=P(Z=0)=e/\(-At) ,

onde z~Po(At) é a variavel aleatdria que representa a contagem no intervalo FO,t]. Assim,
F_T ©)={M(0,8t<0@1-e"(-At),&t=0)4 , f.T (t)={M(0,&t<0@Ae At &t>0)4 ,

surgindo, desta forma, a distribuicdo exponencial.

Nota. O valor esperado de X de uma distribuigdo exponencial, mostra que, num processo
de Poisson com parametro A (A>0), a média do tempo de espera por um acontecimento é o
inverso da do ritmo de afluéncia dos acontecimentos. Por exemplo, se em média surgem 6
acontecimentos por hora, o tempo médio de espera por um acontecimento é um sexto de

hora, ou seja, 10 minutos.
O coeficiente de variagdo e o de assimetria ndo dependem do parametro A.

A distribuicao exponencial ndo tem moda, uma vez que a fungdo densidade é decrescente

com x e o dominio é aberto. A mediana é dada por
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e, consequentemente, p_e<p.

Exemplo. A chegada de clientes a uma loja segue um processo de Poisson em que o ritmo
médio de afluéncia é de 20 clientes por hora. Apds abrir a loja, qual é a probabilidade de o

comerciante ter de esperar mais que 5 minutos pela chegada do primeiro cliente?

Seja X a variavel aleatéria associada ao tempo de espera pelo primeiro cliente, em uma hora.
Entdo, segundo os dados do problema, X~Ex(20). Logo a probabilidade pedida obtém-se a
partir de:

P(X>5/60)=P(X>1/12) = J_(1712)A (+e0

20e”(-20x) ) O(24&dx)
= [-e/(-20x) 1_(1/12) A (+o0)
= eN(-5/3)=-0.19

Este célculo pode ser realizado utilizando o software “Geogebra”. Veja o Gréfico 4 - P(X>5/60)
em Ex(20).

Gréfico 4 - P(X>5/60) em Ex(20)
Teorema. Seja X~Ex(}). Entéo:
P(X>x+h | X>x)=P(X>h) .

Nota. A propriedade enunciada no teorema anterior, designa-se pela “falta de memaria” da
distribuicdo exponencial. Com efeito, se qualquer objeto tem tempo de vida com distribuigdo
exponencial, entdo, qualquer que seja a sua idade, o tempo residual de vida ndo é afetado
pelo tempo ja vivido, ou seja, o objeto “nao envelhece”; e se chegou “vivo”, por exemplo, ao
fim de dez anos, o tempo de sobrevivéncia tem a mesma distribuicdo que o tempo de vida a

nascenca.

Definicao (Funcdo gama, ou fatorial generalizado). Seja a um nimero real positivo, ou seja,
o>0. A fungdo gama, que se representa por I'(a), define-se, por intermédio de um integral

improéprio, da seguinte forma:
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I'(a)=J_0"(+0) e (-x) x*(a-1) ) O(24&dx) .

Ou seja, trata-se de uma fungéo real de variavel real que faz corresponder a cada nimero real

positivo, a>0, o nimero real I'(a).

Teorema (Propriedades da fungdo gama). A funcdo gama verifica as seguintes propriedades:
Quando a>1, tem-se

F(@=(a-Dl(a-1) ;

Se a=n,neN={1,2,3,...}, entdo

F(@=Tm)=n-1!;

r(1/2)={n .

Seja A um nlimero real positivo, ou seja, A>0. Substituindo x por Ax na expressao que define a

funcdo gama,

I()=/_07(+00) i e (-x) xA(a-1) ] O(24&dx) |,

e fazendo a respetiva mudanca de variavel, obtém-se

T'(a)=A"a [_07 (40

[e” (-Ax) X" (a-1) ] O(24&dx) .

Definicdo (Distribuicdo gama). Seja X uma varidvel aleatéria com fungdo densidade definida
por

0 se <10
Fx(xla, X) = ¢ Avergo-! . ocomo>0ed >0,
—_— 52 x =10
Iiev)

Nestas condigdes, diz-se que X tem distribuicdo gama de parametros a e A, e representa-se por
X~G(a,)).

Nota. Segundo (Murteira, Ribeiro, Silva, & Pimenta, 2002, p. 240), a distribui¢do gama pode
ser considerada uma generalizagdo da distribuicdo exponencial e, tal com essa, também pode

ser introduzida a partir do tempo de espera associado a um processo de Poisson.

Um caso particular da distribuicdo gama é a distribuicdo exponencial, que se verifica quando

a=1.

Algumas caracteristicas da distribuicio gama - X~G(a,).

EX) = a/A .

Var(X) = a/AN2

cv. = T

A = 2Wa .

b_* = (a-1)/A ,quando a>1 .

Nota. Verifica-se, das carateristicas indicadas da distribuicdo gama que o coeficiente de
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variagdo e o de assimetria dependem apenas de «, e decrescem com este parametro.

A distribuicdo gama ndo tem moda para a<1.

A mediana existe sempre, embora seja dificil obter a sua expressao analitica.

Sempre que existam p_*, u_e e y, ou seja, moda, mediana e média, verifica-se p_*<p_e<p.
Os calculos com distribuicdo gama fazem-se normalmente com recursos computacionais.

Exemplo. Admita-se que as indemnizag¢bes (em recursos) referentes a determinado risco,
pagas por uma seguradora e representadas pela varidvel aleatdria X, seguem uma distribuigao
gama de parametros a=2 e A=0.008. Determina-se a probabilidade de a seguradora pagar

uma indemnizagado superior a 500 euros.
Calcula-se entdo a probabilidade de X ser superior a 500.

P(X>500) = | 5007 (+

(AN e (-Ax) XM (1)) /T () O(24&dx)
= [ _500/ (+00)E[[0.008] "2 e (-0.008x) x] 0O(24&dx)

= 5/en4

= 5e/\(-4)=0.091578194 .

Os célculos foram realizados com o auxilio do software “Geogebra”:

= v "y x=x= f & &

Nof

Intagral[0 006" 2expd-0.008x)x, x, 500, +x]

5
St

Definicdo (Distribuicdo do qui-quadrado). Seja X uma variavel aleatéria, e seja n um
numero natural, ou seja, n€N. Diz-se que X tem distribuicdo do qui-quadrado com n graus de

liberdade, e representa-se por X~x”2 (n), quando a respetiva funcao densidade é dada por
0 se x=<10

flxln) = # - . meHM,

Nota. A distribui¢do do qui-quadrado, é um caso particular da distribuicdo gama, ou seja,
X~x"2&X~G(n/2,1/2) .

Os célculos com a distribuicdo do qui-quadrado fazem-se, geralmente, com recursos

computacionais, embora possa existir uma ou outra tabela para o efeito.
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Entende-se por grau de liberdade o nimero de valores de um conjunto de dados que podem
variar apos terem sido impostas certas restricdes a todos os valores; por exemplo: suponha
que 10 estudantes obtiveram em um teste média de 8.0; assim a soma das 10 notas deve ser
80 (restricao); neste caso, temos um grau de liberdade 9=10-1, pois as nove primeiras notas

podem ser escolhidas aleatoriamente, contudo a 10 nota deve ser igual a
80-(a soma das 9 primeiras).

A distribuicao qui-quadrado pode ser interpretado como a soma dos quadrados de normais

padronizadas, ou seja:
X~N(0,1),entdo }_(i=1)"n#X_i"2 =x"2 (n) .

A grande aplicacdo do qui-quadrado encontra-se nas inferéncias estatisticas (que esta fora do

escopo deste mddulo).

Algumas caracteristicas da distribuicio gama — X~G(a,2).

EX) = n.
Var(X) = 2n .

v = J2/n)
y_1 = J@/m) .

n-2 ,quando n>2 .
Algumas relacdes entre as distribuicdes: qui-quadrado, gama e normal
Seja X uma variavel aleatéria continua.

Se X~N(0,1), entdo Y=X"2~x"2 (1).

X~G(a,A)eY=cX~G(o,A/c), c#0

X~G(n,A)&Y=2AX~x"2 (2n).

Exemplo. Suponha que a variadvel aleatéria X segue uma distribuicdo qui-quadrado com 7

graus de liberdade.
Determine a P(X>9).
Determine o valor de x tal que P(X<x)=0.95.
Determine o valor de x tal que P(X>x)=0.95.

Nota. Pode-se utilizar uma tabela do qui-quadrado para resolver as questdes das alineas (b)
e (). Ou seja, na tabela obtém-se os valores que correspondem aos pontos x tais que P@"2

(n)=<x).
Os célculos podem ser sempre realizados utilizando os meios computacionais.

Definicdo (Funcao Beta). A fungdo beta é uma funcao real de duas variaveis reais, que faz

corresponder a cada par de nimeros reais positivos, (a,), um nimero real, B(a,B), definido por
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B(a,B)=/_071Eur(a-1) (1-u)A(B-1) O(24&du) .

Teorema (Propriedades da funcdo beta). A funcao beta verifica as seguintes propriedades:
B(a,B)=B(B,0).
B(1,1)=1.
As fungdes beta e gama estdo relacionadas da seguinte forma
Bla,B)=I'(a)I'(B)/T(a+P)
B(1/2,1/2)=m.

Definicdo (Distribuicdo Beta). Seja X uma variadvel aleatéria, e sejam os nimeros reais
positivos a e B. Diz-se que X tem distribuicdo beta, e representa-se por X~Be(a,f), se X tem

funcdo densidade dada por

1 ir—1 =1 . .
fx(zla, 3) = { B, .i}'! (1-x) se U=a<l paraa > 0e 3= 0.
(

) se  outros casos

Algumas caracteristicas da distribuicio gama - X~G(a,1).

EX) = o/ (a+B) -
Var(X) = oaB/((a+B)"2 (atB+1))

CcVv = JB/a(a+B+1)) .

vl = (2(B-) V(a+B+1))/((at+B+2)Vap) .

Nota. A distribuicdo beta é simétrica se a=p; se a<f, a distribuicdo é assimétrica positiva; se

a>B, a distribuicdo é assimétrica negativa.
Se a>1e f>1, a distribuicdo é unimodal e a moda ¢ igual a

(a-1)/(a+B-1) .

Se a=B=1, a distribuicdo é uma distribuicdo uniforme, e nos outros casos, a distribuicdo ndo

tem moda.

Para realizar célculos de probabilidades de distribuices beta faz-se uso de meios

computacionais.

Exemplo. Considere-se uma apélice de seguro contra roubo com um capital de 4000 euros.
Admita-se que a varidvel aleatéria X traduz o montante de uma indemnizagdo com proporgao
do capital seguro, e que X~Be(2,1.5). Qual a probabilidade de uma indemnizagdo ultrapassar
3600 euros?
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A probabilidade pedida obtém-se a partir de:

P(X>3600/4000) =

#1/B(2,1.5) x(1-x)10.5 B(24&dx)

47+/10/2000

IR

0.07431353
O célculo do valor do integral foi realizado com o software “Geogebra”:

A g | B2, 1 5 (1 - S A0 0.1)

Conclusao

As distribuigdes de varidveis aleatérias continuas tém inimeras aplicagdes na resolugdo de

problemas de vérias ordens.

Consoante o tipo de problema, pode-se ajustar a varidvel aleatéria em estudo a uma das

distribuicdes aqui estudadas (uniforme, normal, exponencial, gama, etc.).

Excetuando as distribui¢des uniforme e beta, as outras distribuicbes de variaveis aleatdrias
continuas servem para modelar fenémenos, para os quais ndo existam limitagdes severas nos

dominios dessas variaveis.

Os valores de valor esperado, variancia e/ou desvio padréo, coeficiente de variagéo e
coeficiente de assimetria permitem caracterizar a distribuicdo de uma varivel aleatéria — neste
caso variavel aleatéria continua — por isso, de acordo com os problemas propostos pode ser

necessario a determinacdo dos seus valores.

Algumas distribuicdes sdo casos particulares de outras, mas por terem varias aplicagbes, os

seus estudos fizeram-se em separados.
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Avaliacao

1. Seja X uma variavel aleatéria com fungao densidade definida, no seu suporte
D_X=+]0,+c04[, por f_X (x | 0)=0-e"(-6-x) , para6>0.

Determine o valor esperado de X.

2. A resisténcia a compressao de amostras de cimento de um certo tipo é uma
variadvel aleatéria que pode ser modelada por uma distribuicdo normal com

média 600 kg/cm”2 e desvio padrdo 100 kg/cm”2. Determine:

a. A probabilidade para que uma amostra de cimento tenha resisténcia

superior a 6150 kg/cm”2;

b. A probabilidade de que uma amostra de cimento tenha resisténcia entre
5900 kg/cm”2 e 5950 kg/cmA2;

c. Aresisténcia R que é excedida por 90 % das amostras de cimento.

3. Uma empresa, monopolista no mercado de determinado produto, tem
produgdo constante de 90 toneladas por més, e tem conhecimento de que a

procura é uma variavel aleatéria X~N(80,100).
a. Determine a probabilidade de haver procura excedentéria.

b. Para satisfazer a eventual procura excedentaria, a empresa tem
possibilidade deimportar no principio do més um stock de seguranga.
Qual deve ser esse stock, S,por forma que a probabilidade de haver

procura insatisfeita baixe para 0.025?

4. Suponha que o tempo de vida Util de uma componente eletrénica é uma
variavel aleatéria X, com distribuigdo exponencial, com média igual a 600

horas.
a. Determine a probabilidade de a componente durar mais 700 horas.

b. Suponha que a componente ja tinha durado 400 horas; calcule a

probabilidade dedurar ainda mais 700 horas.

5. Seja X uma variavel aleatéria com funcdo densidade definida, no seu suporte,
por f_X (x)={M(x,&0<x<1@1/2,&1<x<2)4

a. Calcule a média e a variancia de X.
b. Determine o primeiro e o terceiro quartis.

c. Utilizando as propriedades do valor esperado, obtenha a média e a

variancia davaridvel aleatéria Y=4X-2.

d. Calcule a média das seguintes variaveis aleatérias: Z=1/X; U={H(-
1,&X<0.5@1,&x=>0.5)4 .
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6.

A duragdo de pequenos anuncios (entre 5 e 12 segundos) numa cadeia de

televisdo pode considerar-se uma variavel aleatéria com distribuicao uniforme.
a. Ndique a fungao densidade.

b. Qual a probabilidade de um pequeno anincio ter duragdo superior a 7
segundos?

c. Calcule e interprete P(X>6 | X<10).
d. Calcule a média e o desvio padrdo da duragdo dos pequenos anincios.

O tempo médio gasto na estafeta 4x100 metros por cada um dos atletas
da equipa A é de, respetivamente, 10.6, 10.8, 10.5 e 10.7 segundos. Admita
que os tempos gastos tem uma distribuicdo normal com desvio padrédo de,
respetivamente, 0.2, 0.5, 0.4 e 0.6 segundos.

a. Estabeleca um limite maximo para o tempo gasto pela equipa em pelo
menos 90 % dos casos.

b. Se o tempo gasto pela equipa B tiver distribui¢do normal com média 42.8

e variancia 0.8, qual a probabilidade de esta vencer a equipa A?

Os eixos produzidos por uma maquina consideram-se nao defeituosos se o
desvio do diametro do eixo para as dimensdes projetadas ndo é maior, em
valor absoluto, do que dois milimetros. Os desvios aleatérios do didmetro dos
eixos obedecem a uma distribuicdo normal de média nula e desvio padrao 1.6

mm. Determine a percentagem dos eixos ndo defeituosos produzidos.

Um banco atende em média dois clientes em cada 3 minutos. Considere que o

nimero de clientes atendidos é um processo de Poisson.

a. Qual a probabilidade de decorrerem 3 minutos sem qualquer cliente
atendido?

b. Qual a probabilidade de o atendimento de um cliente demorar mais do

que 3 minutos?
c. Compare o resultado das duas alineas anteriores.

d. Qual a probabilidade de atendimento de um cliente demorar entre 3 e 6

minutos?
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Resumo da Unidade

As varidveis aleatdrias classificam-se em discreta, continua e mista.

As fungdes probabilidades (densidades) e as de distribuicdes sdo fundamentais na

caracterizagdo das variaveis aleatdrias.

Na resolugdo de um problema ha que verificar que tipo de varidvel aleatéria estd em estudos e

que tipo de fungdo de distribuicdo se adequa a ela.

Os usos de recursos computacionais revelam-se de grande importancia — as vezes
indispensaveis — na realizagdo de célculos relacionados com célculos de probabilidades e

outros.

Avaliacao da Unidade
Verifique a sua compreensao!

Variavel aleatéria (unidimensional). Funcdo de distribuicdo de uma variavel

Instrucoes

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de Avaliacado

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacdo total.

Avaliacao

1. Sejam keR e X uma variavel aleatéria com funcgdo distribuicdo

!‘I —T 5 -
Fx(z) = 3 {l —e } se x>

0 s <10

a. Calcule o valor de k.
b. Encontre a densidade de X para o valor de k calculado acima.

2. Uma caixa contém cinco bolas pretas (P), trés azuis (A) e sete vermelhas (V). A
experiéncia aleatdria consiste em retirar ao acaso duas bolas sem reposicdo
Suponha que se atribuiu a seguinte pontuagéo: bola preta - 1 ponto; bola azul - 2
pontos; bola vermelha — 3 pontos. Considere a varidvel aleatéria X, “soma dos
pontos obtidos”.
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a. Qual acontecimento que é imagem inversa do intervalo [3,54[.

b. Determine a fung¢do de distribuicdo.

(e}

. Classifique a variavel aleatéria X.

o

. Calcule P(X>3 | X<6).

3. Seja
T
Hz) = 3 se 1l <x<?2
1 se x2=2

a. Verifique se se trata de uma fungdo de distribuicao.

b. Em caso afirmativo, determine a varidvel aleatéria em causa.

4. Seja a variavel aleatdria X com fungédo de distribuicdo dada por:
0 se =<0
) — 2
A) 1-Ze” se 220

a. Determine P(X>0).

b. Represente graficamente a funcao, e classifique a varidvel aleatéria em

causa.

5. Seja

a. Prove que F ¢ a fungdo de distribuicdo de uma variavel aleatéria X.
b. Determine a fungao densidade correspondente.

c. Determine a P(X<3/2).

d. Calcule o valor de k, tal que P(X<k)=1/2.

6. Seja Xuma variavel aleatéria, com funcdo densidade definida, no suporte D

X=1+]0,24[, da seguinte forma:

fx(x) = {

a. Determine a funcdo de distribuicdo de X.

se <mx<1
se 1 <x<2

| =

b. Determine a fun¢do densidade da varidvel aleatéria Y=4X-2.
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c. Determine a fungao de distribuicdo, e classifique a seguinte variavel aleatéria:

U= -1 s X <0.5
o 1 se X =05

Um produtor de refrigerantes resolveu langar uma campanha publicitaria
oferecendo prémios impressos nas capsulas das garrafas. Durante a campanha
5% das garrafas distribuidas para a venda tinham prémio. Ao adquirir 15 garrafa
qual a probabilidade de se receber pelo menos um prémio?

Um lote de 500 pecas existem 50 defeituosas. Para efeitos de aceitagdo do lote
retira-se ao acaso uma amostra, rejeitando-se o lote se nessa amostra existirem
mais que duas pecas defeituosas.

a. Se a amostra for de dimensao 10, qual a probabilidade de se rejeitar o
lote?

b. Supondo que se mantém o critério de rejeicdo de um lote se numa
amostraexistirem mais que duas pecas defeituosas, determine a dimensao

maxima deamostra de forma que a probabilidade de rejeicdo do lote seja
inferior a 0,05.

Sabe-se que 1% dos parafusos de determinado fabricante sdo defeituosos. Os
parafusos sdo vendidos em caixas de 12 unidades com garantia de devolugédo do

valor pago caso existam dois ou mais parafusos defeituosos.

a. Qual a probabilidade de ocorrer uma devolugao?

b. Se se comprar dez caixas, qual a probabilidade de haver devolugdes?

10. O ndmero de erros de ortografia que um aluno da por pagina, numa prova escrita

de Estatistica, segue um processo de Poisson com taxa média de 1.5 erros.
a. Qual a percentagem de provas de duas péaginas sem erros de ortografia?

b. Se um aluno escreveu quatro paginas, qual a probabilidade de ter
cometido maisde 8 erros?

c. Escolhidas ao acaso cinco provas de quatro péaginas cada, qual a

probabilidade deapenas uma delas néo ter erros de ortografia?

1. Seja X uma variavel aleatéria com fungdo densidade definida, no seu suporte, por
X () ={M(x+2,&2<x<-1@-X,&-1<x<0)

a. Obtenha a média, a mediana e a varidncia de X.

b. A variavel aleatéria X tem distribuicdo simétrica?

c. Qual o coeficiente de assimetria de X?

d. Sendo Z=2X-2, calcule a respetiva média e variancia.
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12.  Considere que o tempo gasto numa visita a feira do livro é uma variavel aleatéria
com distribuicdo normal, de média igual a duas horas. Suponha que apenas 25

% dos visitantes permanecem mais de 3 horas.
a. Qual o desvio padrdo da variavel?

b. Sabendo que um visitante j& chegou a uma hora, qual a probabilidade

de se irembora nos préximos 30 minutos?
c. Calcule a mediana e o intervalo interquartil de X.

d. Calcule a probabilidade de em 20 visitantes selecionados ao acaso haver

no maximoum que permanega mais de trés horas.

13. O nuimero de particulas radioativas observadas num intervalo de 10 minutos

segue um processo de Poisson.

a. Supondo que a probabilidade de ndo se observar qualquer particula no
intervalo de 10 minutos é de 0.15, determine o ritmo do processo, isto é,

em média quantotempo medeia entre duas observagdes consecutivas?

b. Qual a probabilidade de ser necessario esperar mais que 30 minutos até
se observara terceira particula?

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
do curso.

Leituras e outros recursos obrigatorios:

® Murteira, B. et al. (2002). Introducdo a Estatistica. (2* Ed.). Lisboa: McGraw-Hill de
Portugal.

e Farber, L. (2010). Estatistica Aplicada. (4* ed.). Sdo Paulo: Pearson Prentice Hall.

e Software: Geogebra, R.

Leituras e outros recursos opcionais:

* Maquina Cientifica: TI-83 ou semelhante.
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Unidade 4. Aplicacéo do Estudo de
Estatistica e Probabilidade a CIA

Introducao a Unidade

Esta unidade destina-se a resolucdo de exercicios no dmbito de Estatistica e Probabilidade,

com recurso a softwares adequados.

Inicia-se com a apresentacdo e manuseio dos softwares que serdo utilizados ao longo da

unidade, nomeadamente “Excel”, “R" e "Geogebra”.

Seguidamente, apresenta-se problemas de Estatistica Descritiva e de Célculo de

Probabilidades para serem analisados e resolvidos.

Objetivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

* Operar com os seguintes softwares: “Excel”, “R” e "Geogebra”;

* Resolver problemas de Estatisticas Descritivas e de Probabilidade e Estatistica
com recurso a softwares
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Atividades de Aprendizagem

Atividade 1 - Software utilizadas na resolucao de problemas

estatisticos

Introducao

Nesta atividade vai apresentar-se os softwares “Excel”, “R” e “Geogebra” no que tange as

suas utilizacbes ao longo desta unidade.

Embora o Excel seja uma ferramenta muito forte na area de estatistica e probabilidade, neste
trabalho o Excel é utilizado mais como um meio para introducgao de dados, a serem utilizados
pelo “R”, uma vez que este Ultimo é completamente virado para célculos e construcdes de

graficos na area referida acima.

O "Geogebra” sera utilizada uma ou outra vez, para calcular algumas probabilidades e para

construir alguns gréficos.

Detalhes da atividade

Microsoft Excel. E um editor de planilhas produzido pela Microsoft, com boas ferramentas para

efetuar célculos e para construgao de graficos.

Nesta unidade vai utilizar-se o Excel 2016. Contudo, pode usar-se o Excel 2007, 2010, 2013
ou qualquer outra versdo. Para o fim desejado neste curso, ndo ha muita diferenca entre
essas versdes, ou seja, qualquer uma delas serve de suporte para resolugdo de problemas em
Estatistica e Probabilidades.

Com o “Excel” podemos organizar os dados de um determinado problema e, a partir dai,
calcular as medidas de centralizagdo e de dispersdo em relagdo a esses dados. Pode-se
representar um conjunto de dados graficamente—através de grafico de barra, histograma,
grafico de setores, etc. Também, pode-se fazer operagdes que envolvem calculos de

probabilidades com varidveis aleatérias discretas e continuas.

A figura que se segue mostra a Interface do “Excel 2016, quando se escolhe o “livro em
branco” —o que se deve escolher quando se inicia o tratamento de um conjunto de dados—

na abertura desta aplicagéo.
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folat | @

ponto & F——r—;

Figura 1 - Interface do Excel 2016

Para mais informac&es sobre a utilizagdo dessa poderosa ferramenta de apoio em Estatistica e
Probabilidade, aconselha-se a consulta de alguns tutoriais sobre o Microsoft Excel, como por

exemplo: doc. 1 ou doc. 2.

Geogebra. E um software gratuito e multiplataforma de matematica dindmica, desenvolvido
para o ensino e aprendizagem da matematica nos vérios niveis de ensino. Possui ferramentas
de célculo e construgdo de grafico na drea de geometria, algebra, célculo, probabilidade e

estatistica, etc.

Nesta unidade utiliza-se o software Geogebra para auxiliar na construgéo de gréficos, no

calculo de probabilidades e na determinagdo de medidas de tendéncia central e de disperséo.

A figura que se segue mostra a interface do Geogebra, ao inicia-lo:

€2 GeoGebra - X
Ficheiro Editar Vista Opgdes Feramentas Janela Ajuda Inicie a sesso...

AL D OO, £ N e =2 )
» Folha Algébrica & X ) Folha Grafica 2D X
a1

s

4]

s

Entrada:

Figura 2 Interface do Geogebra 5.0.253.0-3D

Para mais informacao sobre Geogebra pode, por exemplo, consultar os seguintes

documentos: doc. 1, doc. 2.

R. E uma linguagem de programacéo e um ambiente de desenvolvimento integrado, gratuito,

para andlise estatistica e construcao de graficos.

A figura que se segue mostra a interface de R ao inicia-lo:
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R RGui (64-bit) - [R Console] - [} %
R File Edit View ckages Windows Help

B]E]

R version 5 (2016-04-14) -- "Very, Very Secure Dishes"
The R F n

for Stat
-mingw32/x64 (64-bit)

Dos trés softwares, R é mais indicado para estatistica e probabilidade, por isso aconselha-se

especial atengdo a esse software.

A medida que iremos prosseguir no desenvolvimento desta unidade, conforme for o tipo de
problema a ser resolvido numa determinada ocasido, introduzir-se-a as ferramentas de “Excel”,

“"Geogebra” e "R" para o efeito.

Exemplo. Considera-se os dados referentes a taxa anual de nupcialidade, TAN—j&

apresentados “num dos exemplos, na Unidade 1":

Ano TAN Ano TAN Ano TAN Ano TAN Ano TAN

1960 7.8 1969 9 1978 83 1987 7.2 1996 6.3

1961 88 1970 9.4 1979 8.1 1988 7.1 1997 6.5

1962 7.9 1971 9.7 1980 7.3 1989 7.4 1998 6.6

1963 7.9 1972 9.1 1981 7.7 1990 7.3 1999 6.8

1964 81 1973 9.9 1982 7.4 1991 7.3 2000 6.2

1965 84 1974 93 1983 7.5 1992 7 2001 5.7

1966 8.6 1975 10.9 1984 7 1993 6.8 2002 5.4

1967 8.9 1976 105 1985 6.8 1994 6.6

1968 8.7 1977 9.4 1986 6.9 1995 6.6

Tabela 1 Taxa Anual de Nupcialidade
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Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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Avaliacao do Curso

Avaliagdo sumativa de Introdugdo a Estatistica e Probabilidade

Instrucoes

O Teste de avaliagdo tem sete questdes, algumas com alineas.

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de avaliacado

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo
menos 50% da cotacédo total.

Avaliacao

1. As ex-alunas de uma turma que completou o Ensino Médio ha anos
se encontraram em uma reunido comemorativa. Varias delas haviam
se casado e tido filhos. A distribuicdo das mulheres, de acordo com a
quantidade de filhos, é mostrada no seguinte gréfico:

B =

sem filhos 1 filho 2 filhos 3 filhos

10

o N A O ®

a. Um prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-alunas. Qual ¢ a

probabilidade de que a crianga premiada tenha sido um(a) filho(a) Unico(a)?

2. Considere a amostra que mostra o nimero de dias de férias de
funcionarios de uma determinada empresa, num determinado ano:

31912 (117 |5(3|2]|2 |6

410|110 |03 |5|7 |8 6|5

a. Determine a mediana e os quartis e .
b. Esboce a respetiva caixa-de-bigodes.

c. Aproximadamente dos funcionarios ndo gozaram mais do que quantos
dias deférias?
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As suas compras mensais com cartdo de créditos (arredondadas para
o délar mais préximo) nos Ultimos dois anos e, as do seu amigo estao

listadas a seguir:

60 |95 [102 [110 |[130 |130 |162 |200 (215 [120 [124 |28

Vocé:
58 {40 102 [105 [141 |160 [130 | 210 |145 |90 |46 |76

Seu 100 (125 |132 |90 |85 |75 [140 |[160 [180 [190 [160 |105

Amigo:

145 |150 |151 |82 |78 |115 (170 [158 |[140 [130 |165 |125

a. Determine a média e a moda de cada um destes conjuntos de dados.
b. Determine o desvio padrdo de cada um dos conjuntos de dados.

c. Diga em qual dos dois conjuntos de dados, as observagdes estdo menos

dispersasem relacdo a média aritmética.

Considere a distribuicao de frequéncias, que mostra o nimero de
eleitores de um determinado pais , de acordo com a idade:

Idade dos

eleitores (em Acima dos
anos) 18a20 (21a24 [25a34 |35a44 |45a 64|65

F.i (em

milhées) 5.8 8.5 21.7 27.7 51.7 26.7

Encontre a probabilidade de um eleitor escolhido, aleatoriamente,
a. Esteja entre e anos.
b. N&o esteja entre e anos.

Uma moeda ¢ viciada de tal modo que sair cara é duas vezes mais
provavel do que sair coroa. Calcule a probabilidade de:

a. Ocorrer cara no lancamento desta moeda.
b. Ocorrer coroa no lancamento desta moeda.

Um grupo ¢é constituido de homens e mulheres. Trés pessoas séo
selecionadas ao acaso, sem reposicdo; qual a probabilidade de que ao
menos duas sejam homens?

Uma urna tem bolas vermelhas e pretas. Outra urna tem bolas
vermelhas e pretas. Uma urna é escolhida ao acaso e dela é escolhida
uma bola também ao acaso. Qual probabilidade de observar-se:
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8.

9.

10.

a. Urna e bola vermelha?
b. Urna e bola preta?
c. Urna e bola vermelha?
d. Urna e bola preta?

Considere a funcéo:

x2
flz) = 7 se r=123
0

se noutros casos
a. Mostre que esta fungdo é uma fungdo de probabilidade.

b. Seja uma variavel aleatéria com funcdo probabilidade . Qual é a funcéo
de distribuicdo de .

c. Seja uma variavel aleatéria com fungdo de probabilidade . Determine .

Considere-se a variavel aleatéria que representa o nimero de cartas de
copas em quatro retiradas aleatoriamente sem reposi¢cdo de um baralho
vulgar de cartas.

a. Encontre a fungdo de probabilidade da varavel aleatéria .
b. Calcule a média e o desvio padréo de .
c. Qual a probabilidade de serem todas de copa?

d. Sabendo que saiu pelo menos uma carta de copas, nas quatro escolhidas
ao acaso,qual a probabilidade de serem exatamente duas cartas de

copas?

Uma regido esté dividida em distritos de superficies semelhantes,
pelo que se admite que cada distrito tem igual probabilidade de ser
bombardeado. Calcula-se que o nimero de bombas recebidas por
esta regido foi de . Se um distrito for selecionado ao acaso, qual é a
probabilidade de ser bombardeado com duas bombas?
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Avaliacao sumativa 1

Instrucoes

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de avaliacado

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacdo total.

Avaliacao

1. A escolaridade dos jogadores de futebol nos grandes centros é maior
do que se imagina, como mostra a pesquisa abaixo, realizada com os
jogadores profissionais dos quatro principais clubes de futebol do Rio de

Janeiro.
Total: 112 jogadores

60 54

40 .

20 14 14 14

0
Fundamental ~ Fundamental Médio Médio Superior
incompleto incompleto incompleto

(O Globo, 24/7/2005.)

a. Determine a percentagem dos jogadores dos quatro clubes que

concluiram oEnsino Médio.

2. Considere a seguinte amostra, que mostra o nimero de horas que
pessoas assistem televisao diariamente:

512103 |5(|9(|4(5|2]|1 |3 |6|7 |2

a. Determine a mediana e os quartis e .
b. Esboce a respetiva caixa-de-bigodes.

c. Qual é a percentagem de pessoas que assistem mais do que horas de

televisdo pordia?

d. Se selecionarmos uma pessoa aleatoriamente a partir da amostra, qual
serd aprobabilidade dessa pessoa assistir menos do que horas de
televisdo por dia?
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Em uma amostra aleatéria de avides, lista-se o nimero de defeitos
encontrados em suas fuselagens, conforme a seguinte tabela:

N. ° de defeitos |0 [1 [2 |3 |4 |5 |6

N. ° de avides 4 (5121911 3|1

a. Determine a média e a moda.
b. Determine o desvio padrdo e o coeficiente de variagdo.

c. Qual é a percentagem de defeitos que estdo a menos desvios padroes da

média?

Um estudante joga uma moeda e seleciona aleatoriamente um nimero
de a. Qual é a probabilidade de obter coroa e nimero ?

Um dado ¢é viciado, de modo que a probabilidade de se observar
um nimero na face de cima é proporcional a esse nimero. Calcule a

probabilidade de:
a. Ocorrer nimero par.
b. Ocorrer nimero maior ou igual a .

Uma urna contém bolas vermelhas e brancas. Duas bolas sdo extraidas
ao acaso, com reposicao, qual a probabilidade de:

a. Ambas serem vermelhas?
b. Ambas serem ser preta?

Em uma populagdo, o nimero de homens é igual ao de mulheres.
dos homens sao dalténicos e das mulheres sdo daltonicas. Uma
pessoa é selecionada ao acaso e verifica-se que é daltonica. Qual é a
probabilidade de que ela seja mulher?

Seja uma variavel aleatéria com funcdo densidade definida, no seu
suporte , por:

a. Mostre que 0.5.

b. Sabendo que é positivo, e utilizando a fungédo de distribuicdo, calcule a

probabilidade de ser maior que .

c. Obtenha a distribui¢do da variavel aleatéria que concentra os
valores negativos deno ponto zero e mantém, sem alteragdo, os positivos.

Classifique-a.

d. Se, verifique que a respetiva fungdo densidade é , para .
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9. Sabe-se, por experiéncia, que a probabilidade de uma maquina
necessitar de ser afinada em cada periodo de trabalho de minutos é de

(periodos independentes). Determine:

a. A média do nimero de afinagdes numa semana em que a maquina

trabalhe horas?

b. A probabilidade de em horas de trabalho se verificar pelo menos uma

afinagdo, e ade se verificarem a afinacdes.

10.  Determine a média e o desvio padrdo para o nimero de raparigas em

nascimentos.

a. Diga se é usual ou ndo, em nascimentos, serem raparigas?

Avaliacao sumativa 2

Instrucoes

Responda cada uma das questdes de uma forma clara e justifique cada passo de resolugéo.

Critérios de avaliacado

Cada ponto ou alinea vale 10 pontos. Considera-se aprovado o estudante que tiver pelo

menos 50% da cotacdo total.

Avaliacao

1. 1.Nos ultimos anos, ocorreu reducédo gradativa da taxa de crescimento
populacional em quase todos os continentes. A seguir, sdo apresentados
dados relativos aos paises mais populosos em e também as projegdes

para .
Paises mais populosos em 2000 Paises mais populosos - previs&o para 2050
(em milhGes de habitantes) (em milhdes de habitantes)
1.400
1.275
1.800
1.200 1572
1.008 1.6001 1.462
1290 1.400
800 1.200

1.000
800
600
400
200

@

=)
B
=

India
EUA

eua ||

Paquistao D§

Brasil

@
5
=
@]

Indonésia
india
China

Indonésia D

Intemet: <www.ibge.gov.br>.
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Com base nas informacgdes acima, € correto afirmar que, no perl'odo de a,
a. A taxa de crescimento populacional da China sera negativa.
b. A populagao do Brasil duplicara.

c. Ataxa de crescimento da populagdo da Indonésia serd menor que a dos
EUA.

d. A populagdo de Paquistao crescera mais de .

e. A China sera o pais com maior taxa de crescimento populacional do

mundo.

2. Considere a seguinte amostra, que mostra as distdncias de um
determinado aeroporto, depois de viagens:

28 |2 3 3 3.2 59|35 (3.6 |4 |41 |46

1.8 |55 (3.7 |52 |38 (3.9 |6 25 |5 |55 |6

a. Determine a mediana e os quartis e .

b. Determine a média e a moda.

c. Determine o desvio padréo.

d. Esboce a respetiva caixa-de-bigodes.

e. Aproximadamente de distancias ndo ultrapassaram quantas milhas?

3. Um site de internet compara as tacadas por rodadas de dois jogadores
de golfe profissionais. Qual jogador é mais consistente, sabendo que a
média e o desvio padrao do jogador sdo, respetivamente e tacadas, e
os do jogador sao, respetivamente, e tacadas?

4. Uma experiéncia de probabilidade consiste em rolar um dado de
seis lados e girar a roleta, abaixo apresentada. A roleta tem a mesma
probabilidade de parar em cada um dos quadrantes . Qual é a
probabilidade de rolar um nimero maior que e a roleta parar no
quadrante ?
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Um ndmero é escolhido ao acaso entre os inteiros de a . Qual é a
probabilidade do nimero:

a. Ser multiplo de ?
b. Ser multiplo de e de?
c. Ser multiplo de ou de ?

Um grupo ¢é constituido de pessoas, entre elas Jonas e Cesar. O grupo
é disposto ao acaso em uma fila. Qual e probabilidade de que haja
exatamente pessoas entre Jonas e Cesar?

A probabilidade de um certo homem sobreviver mais anos, a partir de
uma certa data é , e de que sua esposa sobreviva mais anos a partir da
mesma data é . Qual a probabilidade de:

a. Ambos sobreviverem mais anos a partir daquela data?
b. Ao menos um deles sobreviver mais anos, a partir daquela data?

Considere a variavel aleatéria com funcédo densidade definida, no seu
suporte , por:

0.5¢" se =<0
fX(’L'): E se OD<ax<?2

4

a. Determine a funcao distribui¢do de .
b. Calcule .

Um jovem casal deseja ter, exatamente, duas filhas. Considere que a
probabilidade de ser rapaz ou rapariga ¢ igual, e que o casal tera filhos
(rapazes ou raparigas) até realizar o desejo.

a. Qual a fungdo probabilidade do nimero de rapazes?
b. Qual a probabilidade de ter quatro filhos?

c. Qual a probabilidade de ter no méximo quatro ciangas?
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