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Prefdacio

A Universidade Virtual Africana (AVU) orgulha-se de participar do aumento do acesso a
educacao nos paises africanos através da produgdo de materiais de aprendizagem de
qualidade. Também estamos orgulhosos de contribuir com o conhecimento global, pois
nossos Recursos Educacionais Abertos sdo acessados principalmente de fora do continente

africano.

Este médulo foi desenvolvido como parte de um diploma e programa de graduagdo em

Ciéncias da Computacao Aplicada, em colaboragdo com 18 instituigbes parceiras africanas

de 16 paises. Um total de 156 médulos foram desenvolvidos ou traduzidos para garantir
disponibilidade em inglés, francés e portugués. Esses médulos também foram disponibilizados

como recursos de educagéo aberta (OER) em oer.avu.org.

Em nome da Universidade Virtual Africana e nosso patrono, nossas instituicdes parceiras, o
Banco Africano de Desenvolvimento, convido vocé a usar este médulo em sua instituicdo, para
sua prépria educagdo, compartilhd-lo o mais amplamente possivel e participar ativamente da
AVU Comunidades de pratica de seu interesse. Estamos empenhados em estar na linha de

frente do desenvolvimento e compartilhamento de recursos educacionais abertos.

A Universidade Virtual Africana (UVA) é uma Organizacdo Pan-Africana Intergovernamental
criada por carta com o mandato de aumentar signi cativamente o acesso a educagéo e
treinamento superior de qualidade através do uso inovador de tecnologias de comunicagédo
de informagédo. Uma Carta, que estabelece a UVA como Organizagao Intergovernamental, foi
assinada até agora por dezenove (19) Governos Africanos - Quénia, Senegal, Mauritania, Mali,
Costa do Mar m, Tanzénia, Mogambique, Republica Democratica do Congo, Benin, Gana,
Republica da Guiné, Burkina Faso, Niger, Sudao do Sul, Suddo, Gambia, Guiné-Bissau, Etidpia
e Cabo Verde.

As seguintes instituigdes participaram do Programa de Informatica Aplicada: (1) Université
d'Abomey Calavi em Benin; (2) Université de Ougagadougou em Burkina Faso; (3) Université
Lumiére de Bujumbura no Burundi; (4) Universidade de Douala nos Camardes; (5) Universidade

de Nouakchott na Mauriténia; (6) Université Gaston Berger no Senegal; (7) Universidade

das Ciéncias, Técnicas e Tecnologias de Bamako no Mali (8) Instituto de Administracdo e
Administragdo Publica do Gana; (9) Universidade de Ciéncia e Tecnologia Kwame Nkrumah
em Gana; (10) Universidade Kenyatta no Quénia; (11) Universidade Egerton no Quénia; (12)
Universidade de Addis Abeba na Etidpia (13) Universidade do Ruanda; (14) Universidade
de Dar es Salaam na Tanzénia; (15) Universite Abdou Moumouni de Niamey no Niger; (16)
Université Cheikh Anta Diop no Senegal; (17) Universidade Pedagégica em Mogambique; E
(18) A Universidade da Gambia na Gambia.

Bakary Diallo
O Reitor

Universidade Virtual Africana
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Descri¢ao Geral do Curso

Descricéio Geral do Curso

Bem-vindo(a) a Pesquisa Operacional

A pesquisa operacional é uma area de gestdo que analisa e apresenta procedimentos
cientificos para tomada de decisdo na gestdo de recursos humanos, produtivos e financeiros

de uma organizagdo.

Baseia-se na modelagdo matemética de problemas-tipo, usando técnicas de optimizagao

(convexa) e da teoria de grafos.

O principal algoritmo de célculo de programas lineares, o SIMPLEX tabular, é considerado
como um dos dois mais importantes algoritmos do século XX. (https://www.siam.org/pdf/
news/637.pdf)

A pesquisa operacional surgiu com o objectivo de optimizar a utilizagdo de recursos
escassos durante a 27 guerra mundial e, tendo ganho preponderéncia na industria e gestdo,
apresenta-se hoje como um dos principais instrumentos de tomada de decisdao empresarial (de

modo cientifico e ndo-empirico).
Na abordagem desta matéria priorizam-se os “principios basicos” em detrimento da

complexidade que este tema hoje em dia apresenta.

Pré-requisitos

PAra fazer este curso é importante que ja tenha estudado:
Algebra Linear, Probabilidade e Estatistica | e Folhas de Calculo

Materiais

Os materiais necessarios para completar este curso incluem:

® Acesso a Excel/Solver ou Google/Sheets/Solver -https://www.google.com/sheets/
about/

* Introducdo a Pesquisa Operacional, Fernando Marins, UNESP, S. Paulo, 2011-
http://www.culturaacademica.com.br/catalogo-detalhe.asp?ctl id=158

* Introducdo a Pesquisa Operacional, 8% Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 20069

® Introduction to Operations Research 9th Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 2009

* Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

* Matrizes, Vetores e Geometria Analitica, Reginaldo Santos, Margo 2012 -_http://
www.mat.ufmg.br/~reqgi/

* Introducdo a Probabilidade e Estatistica, Maria G Martins, 2005 - http://
arquivoescolar.org/bitstream/arquivo-e/97/1/IPE%202005.pdf
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Recursos da Internet

Apds concluir este curso, o(a) aluno(a) deve ser capaz de:
1. Construir um modelo quantitativo de um problema de gestao.
2. Formular um problema de optimizagéao linear;

3. Usar o método simplex para resolver manualmente problemas simples de
programacao linear.

4. Usar o Sheets/Solver para resolver problemas de programacéo linear
complexos.

5. Modelar e resolver um problema de transporte e de designagéo/atribuigao.
6. Modelar o fluxo e encontrar o caminho de menor peso numa rede.

7. Modelar um problema de fila de espera e determinar o tempo médio e o
comprimento médio de uma fila de espera.

Unidades
® Unidade 0: Diagndstico

Faz uma revisdo das principais no¢des da élgebra linear e geometria analitica necessarias as

unidades seguintes;

Usa alguns conceitos estatisticos para determinar os parametros estatisticos da distribuicao de
Poisson (nimero de acontecimentos num determinado intervalo de tempo), da distribui¢do

exponencial (tempo decorrido entre dois acontecimentos) e distribuicdo binomial;
Usa software de folhas de célculo para implementar rotinas automaticas de calculo.
e Unidade 1: Programagdo Linear, método simplex

Apresenta os conceitos de modelagdo matematica e a formalizagdo de problemas de

programagcao linear;
Apresenta a terminologia e os elementos bésicos do método de optimizagdo linear;

Apresenta os fundamentos computacionais do método simplex a partir de um problema

bidimensional, ilustrando com o método grafico e algébrico;

Resolve alguns problemas-tipo de maximizagao usando o algoritmo simplex, numa folha de

célculo;
Introduz o Excel/Solver;
e Unidade 2: Programacdo Linear, Dualidade e andlise de sensitividade

Apresenta o algoritmo simplex para a minimizagao da fungao objectivo com as duas variantes

"big M e duas fases”;
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Apresenta o teorema da programacao linear que trata da questdo da existéncia e unicidade

das solugdes;

Trata as condigdes de inicializagdo, iteragao e término do algoritmo simplex, e resolve alguns

problemas-tipo de programacéo linear fazendo uso de folhas de célculo e do Excel/Solver;

Apresenta a relagdo entre o primal e o dual de um problema problema de programagéo linear,

os fundamentos da anélise de sensitividade e ilustra os conceitos com alguns exemplos;
e Unidade 3: Problemas de Transporte e Designagao

Apresenta as nogdes basicas e terminologia da teoria de grafos;

Apresenta o problema de Transporte e alguns algoritmos para sua resolugéo.

Apresenta o problema da designagdo e e alguns algoritmos para sua resolugao.
e Unidade 4: Problemas de Filas de Espera

Apresenta as nogdes basicas e terminologia de processos estocasticos de Markov;

Apresenta elementos dos processos de Markov e da teoria das filas de espera

Apresenta elementos da programacgéo nao linear (convexa), do método dos pontos interiores e
da programagéo dinamica

Avaliacao

Em cada unidade encontram-se incluidos instrumentos de avaliacdo formativa a fim de verificar

o progresso do(a)s aluno(a)s.

No final de cada médulo sao apresentados instrumentos de avaliagdo sumativa, tais como
testes e trabalhos finais, que compreendem os conhecimentos e as competéncias estudadas

no modulo.

A implementacdo dos instrumentos de avaliagdo sumativa fica ao critério da instituicdo que

oferece o curso. A estratégia de avaliacdo sugerida é a seguinte:

1 Unidade 0 (avaliacédo 15%
formativa)

2 Unidade 1 (avaliacédo 15%
formativa)

3 Unidade 2 (avaliagdo 15%
formativa)

4 Unidade 3 (avaliacédo 15%
formativa)

4 Unidade 4 (avaliacédo 15%
formativa)

5 Médulo (avaliagdo sumativa) | 25%
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Calendarizacao
Unidade [Temas e Atividades Estimativa do tempo
Unidade 1. Prética + Aval. formativa 12 horas
0
Unidade 1. Exposicao tedrica + Pratica +| 24 horas
1 Aval. formativa
Unidade [ Exposicao tedrica + Pratica + Aval. formativa 24 horas
2
Unidade [ Exposicao tedrica + Pratica + Aval. formativa 24 horas
3
Unidade [ Exposicao tedrica + Pratica + Aval. formativa 24 horas
4
Avalicdo | Avaliacdo formativa (2x4) e sumativa(4x1) 12 horas

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos deste curso sao:

Unidade O

Leituras e outros recursos obrigatorios:

Algebra Linear e Geometria analitica - http://www.mat.ufmg.br/~regi/livros.html

Introdugdo a Probabilidade e Estatistica, Maria G Martins, 2005 - http://
arquivoescolar.org/bitstream/arquivo-e/97/1/IPE%202005.pdf

Aplicativo folha de calculo - https://www.google.com/sheets/about/

Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

Leituras e outros recursos opcionais:

https://pt.wikipedia.org/wiki/%C3%81lgebra_linear

https://en.wikipedia.org/wiki/Poisson_distribution

https://en.wikipedia.org/wiki/Exponential distribution

Unidade 1

Leituras e outros recursos obrigatorios:

Introdugdo a Pesquisa Operacional, Fernando Marins, UNESP, S. Paulo, 2011;

Introdugdo a Pesquisa Operacional, 8% Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 20069

10




Descri¢ao Geral do Curso

* Introduction to Operations Research 9th Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 2009

* Aplicativo folha de calculo - https://www.google.com/sheets/about/

* Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

Leituras e outros recursos opcionais:

e Linear and Non-Linear Programming, 3rd Ed, David Luenberger, Yinyu Ye,
Springer, 2008;

* Principles of Mathematical Modeling, 2nd Ed, Clive Dym, Elsevier Inc., 2004;

* Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional - http://www.sobrapo.org.br/menu.

php
* International Ferderation of Operational Research Societies - http://ifors.org/
web/

* https://en.wikipedia.org/wiki/Operations_research

Unidade 2

Leituras e outros recursos obrigatérios:

® Introducdo a Pesquisa Operacional, Fernando Marins, UNESP, S. Paulo, 2011;

® Introducdo a Pesquisa Operacional, 87 Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 20069

* Introduction to Operations Research 9th Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 2009

* Aplicativo folha de calculo - https://www.google.com/sheets/about/

* Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

Leituras e outros recursos opcionais:

e Linear and Non-Linear Programming, 3rd Ed, David Luenberger, Yinyu Ye,
Springer, 2008;

* Principles of Mathematical Modeling, 2nd Ed, Clive Dym, Elsevier Inc., 2004;

* Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional - http://www.sobrapo.org.br/menu.

php
* International Ferderation of Operational Research Societies - http://ifors.org/
web/

* https://en.wikipedia.org/wiki/Operations_research

11
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Unidade 3

Leituras e outros recursos obrigatorios:

* Introdugdo a Pesquisa Operacional, Fernando Marins, UNESP, S. Paulo, 2011;

* Introducdo a Pesquisa Operacional, 8% Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 20069

* Introduction to Operations Research 9th Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 2009

* Aplicativo folha de calculo - https://www.google.com/sheets/about/

* Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

Leituras e outros recursos opcionais:

e Linear and Non-Linear Programming, 3rd Ed, David Luenberger, Yinyu Ye,
Springer, 2008;

* Principles of Mathematical Modeling, 2nd Ed, Clive Dym, Elsevier Inc., 2004;

* Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional - http://www.sobrapo.org.br/menu.

php
* International Ferderation of Operational Research Societies - http://ifors.org/
web/

* https://en.wikipedia.org/wiki/Operations_research

Unidade 4

Leituras e outros recursos obrigatérios:

* Introducdo a Pesquisa Operacional, Fernando Marins, UNESP, S. Paulo, 2011;

* Introducdo a Pesquisa Operacional, 8% Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 20069

® Introduction to Operations Research 9th Ed, Frederick Hillier, Gerard Lieberman,
McGraw, 2009

* Aplicativo folha de calculo - https://www.google.com/sheets/about/

e Academia Khan - https://pt.khanacademy.org/

12
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Leituras e outros recursos opcionais:

e Linear and Non-Linear Programming, 3rd Ed, David Luenberger, Yinyu Ye,
Springer, 2008;

* Principles of Mathematical Modeling, 2nd Ed, Clive Dym, Elsevier Inc., 2004;

* Sociedade Brasileira de Pesquisa Operacional - http://www.sobrapo.org.br/menu.

php
* International Ferderation of Operational Research Societies - http://ifors.org/
web/

* https://en.wikipedia.org/wiki/Operations_research

13
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Unidade O. Diagnéstico

Introducao a Unidade

O propésito desta unidade ¢ verificar a compreensado dos conhecimentos de élgebra linear e

geometria analitica e estatistica que possui e que estdo relacionados com este curso.

Objectivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

* Aplicar conhecimentos prévios da dlgebra e geometria analitica na resolucéo de
problemas;

* Aplicar conhecimentos prévios da estatistica para determinar os pardmetros
estatisticos da distribuicdo de Poisson (nimero de acontecimentos num
determinado intervalo de tempo), exponencial (tempo decorrido entre dois
acontecimentos) e distribuicdo binomial;

* Usar software de folhas de célculo para implementar rotinas de calculo.

14
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Avaliacao da Unidade

Verifique a sua compreenséo!

Teste de avaliagdo de conhecimentos pré-requisitos

Instrucoes

O teste tem 5 questdes para serem respondidas num tempo de 120 minutos.

Critérios de Avaliacdo

Cada questdo tem o peso de 20 pontos, num total de 100 pontos.

Com resultado acima de 50% o (a) estudantealuno pode continuar com as restantes unidades.

Com resultado abaixo de 50% o (a) estudante aluno devera fazer uma revisdo dos mddulos da

Algebra Linear e Geometria Analitica e Estatistica antes de continuar.
Avaliacado
Questao 1

Dadas as matrizes

I
ferte]

D QO &

Il I

D —
|

=g

I

[y

| W |

I
mb—*b:'
|
|—l-="_l
—_

b
I
Iate |
m"h
Pt e A
e
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1.

2.
3.
4.

Questao 2

1.

Questao 3

1.

2.

Calcule
AB=
BA=

CD=

ACAT=["]
BAT B=
AD=
AE=
EB=
ED=
Diga porque néo é possivel calcular 2+B, AC, BC, DE ou EC

Calcule [A100+[B]-[C]UI[D]II-[E] L]

Use o algoritmo de eliminagdo de Gauss para encontrar a forma escalonada
das matrizes C,D e E

Use a eliminagdo Gauss-Jordan para encontrar a inversa de E e resolva a
equagao Ex=B

Em relacdo a base candnica de R?, qual a equacéo da recta que passa pelos
pontos P:(4,0) e 0:(0,3)?

Qual a equagao do segmento entre P,Q ?

. Quais as coordenadas do ponto que fica a meio de P,Q

. Quais as coordenadas do ponto de intersec¢do da recta em (a) com a recta

2y-x=1

Em relagdo a base candnica de R3, qual a equagao do plano que passa pelos
pontos p:(4,0,0), 0:(0,3,0) e R:(0,0,-1)7

Quais as coordenadas do ponto que fica a meio do triangulo de vértices
PQeR

Qual a equacao da recta resultante da intersecgdo da superficie em (a) com
a superficie 2y-x+z=1

16
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Questao 4

Uma empresa de seguros recebe em média uma participacao de acidentes por hora.
Assuma a distribuicdo de Poisson e admita que a empresa funciona em média seis horas por

dia, durante cinco dias por semana.

1. Qual a probabilidade de numa hora nao ocorrer qualquer participacédo de
acidente?

2. Qual a proporgao de dias com menos de trés participagdes?

3. Qual a probabilidade de em trés dias de uma semana, haja participagéo
diéria de quatro acidentes?

Questao 5

Num processo (sem memoria) de Markov, o vector de estados P~k da geragdo k depende
apenas da geragdo anterior PA(k-1), através da relagdo PAk=TP~(k-1) onde as entradas B[T]ELjj
na matriz de transicdo T mede a probabilidade de mudanga do estado i para o estado j numa

geragao.

Considere um sistema Markoviano com uma populacdo dividida em 3 estados, com a matriz

de transicdo

1/21/4 0
E=(1/21/21/2
0 1/41/2

e o vector de estados inicial

, [1/3
P'=|1/3
1/3
1. Explique porque as entradas da matriz de transi¢do T sdo ndo negativas, a

soma das entradas em qualquer das colunas de T é 1 e a soma das entradas
de P@tambem é 17

2. Qual é o vector de estados da 3% geracéo, P3 ?

17
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Resolucao
Questao 1

1.

A:ril_
BA= —638‘24]
[ 370 -2
_[-6—1
cp=[53
1 =7 1}
=10 =31
-1 10 —2
ACT=[_95)
BTB=6
AD =12 5]
AE=[3 2 3]
E'B:[_:sl]
1
ED=[_71 3]
10

2. As dimensbes das matrizes ndo sdo compativeis com as operagdes.

[A)p T [Bly; T[Clyal D)y T [Ely, =0+1—-(-1)(1)—2=0

C-[5=37Y

1 -1 -1
C*p—al]
D—}é?:l

00

1 0 1
E%ﬂ-ln]

0 0 -2

11

L1l
E=|3 § -1

1.1,

2

B
Il
t\.‘.‘ll—ll [ SR
=
)
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Questao 2
1.
3x+4y=12
2.
(1-t) (4,0)+t(0,3) para t[I[0,1]
(x,y)=((1-t)4,3t) equacdes paramétricas
3.
Para t=(1/2)
(x,y)=(2,7/2)
4.
(x,y)=(2,3/2)
Questao 3
1.
3x+4y-12z=12
2.
(zy,2), ;.= (4/3,1,—1 /3)|
3.
A(24 /5,24 /10,1)+(1—A)(2,2/3,0)
Questao 4

1. Por hora (unidade de tempo)

X[JPo (1) i.e. a variadvel aleatdria X tem distribuicéo

de Poisson com pardmetro A=l
P(X=n)=((e”{-A}A")/(n!))
P(X=0)=((ell*1)/(0!))= ell*= 0.36788=37 %
2. Por dia (unidade de tempo) a empresa funciona durante 6 horas
XPo (6)

P(X=0,1,2)=((elll6l]) /(0))+((elllo*) /(L)) +(ellde?)/(2!)=
25ellll= 0.062=6.2%
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3. Por dia (unidade de tempo) a empresa funciona durante é horas
XPo (6)
P(X=4)=((elll6ll)/(4!))= 54elll= 0.134

Y é o numero de dias numa semana, com total de 5 dias

numa semana

YIB(5;0.134) i.e. a variadvel aleatdria tem distribuicéo

binomial com média 0.134
P(Y=k)=(n/k)p"~{k} (1-p) *{n-k}
P(Y=3)=(5/3) (0.134)3(1-(0.134))2= 0.018=1.8 %
Questao 5

1. Correspondem a probabilidades de transi¢do do estado i para o estado j logo séo

valores reais em [0,1]

A soma das entradas em qualgquer das colunas é 1 porque
a soma das probabilidades para transitar de

qualquer um dos estados para um determinado estado é 1

O total de unidades é igual a soma das unidades

iniciais de cada um dos estados.

P*=TP?=T (TP')=T? (TPL]) =T *PLI

P3=

= | =D | e | =

Leituras e Outros Recursos 3

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de “Leituras e Qutros

Recursos do curso”.
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Unidade 1. Programacéo Linear,
método simplex

Introducao a Unidade

Apresenta os conceitos de modelagdo matematica e a formalizagdo de problemas de

programacao linear;
Apresenta a terminologia e os elementos bésicos do método de optimizagéo linear;

Apresenta os fundamentos computacionais do método simplex a partir de um problema

bidimensional, ilustrando com o método grafico e algébrico;

Resolve um problema-tipo de maximizagao usando o algoritmo simplex, numa folha de

calculo;

Introduz o Excel/Solver e resolve um problema-tipo de maximizagao.

Objectivos da Unidade

Apbs a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

e Conceber modelos matematicos simples relativos a processos reais ou
idealizados;

* Formular problemas de programacéo linear e apresenta-los na forma padrao;

* descrever o método grafico de otimizagao linear de um problema em duas
dimensoes;

* Aplicar conhecimentos prévios da algebra e geometria descritiva na resolugao de
problemas simples de programagéo linear em duas dimensdes;

* Aplicar manualmente o algoritmo simplex na resolucdo de problemas simples de
programagao linear;

* Usar o SOLVER para resolver problemas simples de programacéo linear;

/~ TERMOS-CHAVE )
Modelo: [Definicio]

Modelo matematico: [Definicio]

Programacao linear: [Definicio]

Variaveis: [Definicdo]

Parametros: [Definicao]

Qungéo objectivo: [Definicdo] /
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Actividades de Aprendizagem
Actividade 1.1 - Formulacdo de Problemas de Programacao Linear
Introducao

Apresenta os conceitos gerais da modelagdo matematica e os modelos de decisdo mais

comuns:
- programacao (planeamento)
- fluxo huma rede
- filas de espera
- controle

Apresenta as fases de modulagdo e a formulagdo de problemas de programacao linear,

apresentando exemplos mais frequentes [Marins]:

- Mix de produgéo

- Campanha de publicidade

- Formagéo de pessoal

- Mix em Industria quimica

- Balanceamento de carga de uso de maquinas

- Dimensionamento de equipes
Detalhes da actividade
Para a realizagdo desta actividade é importante a leitura do texto que se segue. A actividade é
composta por 6 problemas e as suas respectivas solugdes.
Modelos de decisao

O objecto da pesquisa operacional é a “modelagem e tomada de decisdo em sistemas reais,
deterministicos ou probabilisticos, relativos a necessidade de alocagdo de recursos escassos”.
([Marins, 2011)]

Modelos sao projecgbes de uma realidade ou de um conceito num determinado “espaco”.

Por exemplo, um avido de papel é uma projeccdo de um conceito num espago material de
papel.

Uma planta digital de uma casa ¢ a projecgdo de um conceito num espago de bits na meméria

de um computador.
A modelagdo matematica surge naturalmente na actividade humana.

Como exemplo, a simples actividade de repartir um saco de arroz entre vizinhos é modelada

naturalmente pela quantificagdo da quantidade de arroz no saco (12 kg) e pela quantidade de
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vizinhos (6). Essa quantificagcdo permite resolver um problema (12/6=2) pacificamente entre os

vizinhos: a cada vizinho cabe 2 Kg de arroz.
A modelagdo tem como objectivo a tomada da melhor decisdo ou da decisdo étima.

Claro que existem outros modelos de reparticdo do arroz que podiam levar em conta a
composi¢do familiar e a idade de cada um dos familiares ou outros factores considerados

relevantes.

Portanto a modelagdo ndo é Unica e depende do nivel de detalhe analitico que se pretende

atingir.

Hoje, a modelagdo matematica representa realidades e conceitos complexos no espago de

relagSes abstractas expressas pela linguagem matematica.

Por exemplo, a equagéo diferencial de 2° grau dada por x”"=g serve de modelo matematico
deterministico da trajectéria de uma moeda langada ao ar, enquanto que a distribuicdo de
Bernoulli P(X=1)=p serve de modelo estocéstico do estado final da moeda, onde a variavel

aleatdria X=1 se sair “cara” ée o parametro p que determina a “a priori” probabilidade de sair

“cara”.

Modelos matematicos sdo genéricamente aplicados a sistemas (organizagdo) e a processos

(evolucdo organica).

A classe de sistema abrange desde sistemas fisicos (particulas, corpos mecanicos,...), sistemas
termodindmicos, sistemas bioldgicos (organismo, ecosistema,...), sistemas tecnoldgicos
(aparelhos, radares, automéveis,...) sistemas de informagéo e comunicagdo (computadores,
telemoveis, torres de comunicagdo, routers,...), sistemas de gestdo (empresas, fabricas, postos

de venda,...), etc.

Num sistema os inputs sdo transformados num determinado output, de acordo com a

especificidade do sistema.

input output

Num processo tanto o input como o output sdo séries temporais e podem existir linhas de
feed-back, onde parte ou todo o input é reintroduzido de novo como input, para melhor

“controlar o output”.

input output

stream stream
Crer )1
feed-back
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Na modelacao de sistemas fisicos, cada input e cada output é mensuravel e as unidades de

medida sdo padronizadas num sistema internacional (Sl) de unidades de medida.

Grandeza Unidade Simbolo

Comprimento | metro m
Massa quilograma kg

Tempo | segundo | s
Corrente elétrica ampére A

| Temperatura | kelvin | K
 Quantidade de matéria | mol , mol
Intensidade luminosa candela cd

Na modelagao de sistemas de gestdo de recursos humanos, produtivos e financeiros de uma
empresa, as unidades fisicas sdo convertidas em unidades monetarias através da nogao de

valor de mercado.

O valor actual de mercado permite traduzir diferentes unidades de medida em unidades

monetarias.

Por exemplo, se o input de um determinado sistema for um kilograma de tinta de 6leo, é
convertivel em 1000 unidades monetarias pois esse é o valor de mercado de cada litro da tinta

de 6leo.

Conforme a especificidade, cada sistema possui parametros técnicos de rendimento que

determinam a capacidade de transformagao do input em output.

Por exemplo, se uma costureira tem um rendimento de 2 camisas por dia, e se ndo houver

falta de matéria prima, um sistema com 3 costureiras produz 6 camisas.

Rendimentos estdo normalmente associados a um determinado periodo de tempo e séo
normalmente catalogados em tabelas técnicas especificas de cada sistema (Exemplo: http://

orcamentos.eu/fichas-rendimento/ ).

Na gestdo de recursos humanos, produtivos e financeiros de uma empresa é necessério tomar

a melhor decisdo (a decisdo 6tima) nos seguintes modelos de deciséo:

1. problema de programagéo (planeamento) - afectagdo de recursos limitados
na producao de outputs concorrentes

inputq

output |

input2

output 2
input 3
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2. problema de fluxo numa rede de sistemas - fluxo através de uma rede de
sistemas interligados e com distintos “pesos” de conexdo

inpm

il

(Bt
L

3. problema de fila de espera - input aleatério mas com regras de um sistema,
permitindo acumulacéo entre o input e o output

fila de espera « 4

4. problema de controle - um output é controlado a partir da regulagédo de
certos inputs;

Estes trés modelos de decisdo empresarial serdo tratados no decorrer deste curso.

O problema de controle pode ser convertido num dos 3 primeiros e ndo sera especificamente

tratado neste curso.
Problema de programacao (planeamento)
Nesta classe de problemas podem ser analisados casos que envolvem:
- Determinagéo do mix de produgao
- Campanha de publicidade
- Formacéo de pessoal
- Mix em Industria Qquimica
- Balanceamento de carga de uso de maquinas
- Dimensionamento de equipes de inspecao

e outros problemas com caracteristicas semelhantes.
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Na generalidade dos casos, a implementacdo de um modelo de produgdo requer os seguintes

[passos:

e definir o problema;

e recolher os dados;

e formular o modelo matematico em termos de um problema de optimizagéo;

e testar e refinar o modelo;

* resolver o problema de optimizagdo e simular diversas condi¢des de operagéo;
® determinar a regido 6tima de operagdo do sistema;

* implementar o funcionamento do sistema na regido optimizada;

* controlar o desvio do sistema da regido optimizada;

Na definicdo do problema é necessario estabelecer, com toda a clareza, o objectivo que se
pretende optimizar - a fungdo objectivo, cujo valor é um nimero real que mede a performance

ou valor de uma decisdo sobre varidveis de decisao.

A recolha de dados permite identificar as varidveis de decisdo que influenciam directamente a
funcdo objectivo, determinar as restricdes a que se sujeitam as varidveis de decisdo e obter os

rendimentos e parametros técnicos que condicionam a fungdo objectivo.

Na formulagéo, o problema de optimizacdo do modelo é colocado na forma de uma funcéo
objectivo £, (%) sujeita a m restricdes £ (x)<bl, para 1i=1,...,m, onde x é o vector
. xﬂn)

das varidveis de decisdo x= (x| , ..

E importante testar o modelo e refina-lo de forma a representar objectivamente as condigdes

reais do sistema.

A simulagdo do modelo permite identificar as varidveis com maior impacto na fungdo objectivo

e tratar essas varidveis com atencao particular.

A resolugdo do modelo consistem em encontrar o vector da varidvel de decisdo que satisfaca

todas as restricdes e optimize (maximize ou minimize) a fungdo objectivo.

O sistema entdo deverd ser levado a operar na regido 6tima encontrada e sistemas de
controle deverdo ser introduzidos de forma a alertar para desvios para fora da regido étima de

operagao.

Formulacao de problemas de programacao linear

Em geral, um problema de optimizagdo é classificado em convexo ou ndo-convexo conforme a
funcdo objectivo £/, (x) e as m restricdes £/ (x)<bl | para i=1,..,m, onde x é o vector das

varidveis de decisdo x= (x|, ...,x | ) forem convexas ou néo.

Recorde-se que uma fungdo é convexa se: f (ax+By) <af (x) +Bf (y) para a+p=1 e o,p €
[0,1]
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Uma classe importante de problemas de optimizagdo convexa sdo os problemas chamados de
programacao linear, onde as fungdes £/, £l , ..., fl| sdo funcdes lineares do vector das

varidveis de decisdo x= (x[ Cox0) .

..

Recorde-se que uma fungéo ¢ linear se:
f (ax+By) =af (x)+pf(y) para a+B €R

As fungdes lineares podem ser representadas pela combinagéo linear das componentes da

varidvel vectorial:

f(x)=c[lxDl+c:2XD2+:::+c:nx[n para c]i eR

A formulagdo de um modelo de programacao linear consiste na apresentagdo do problema na
forma de optimizacdo da funcdo objectivo (maximizagdo ou minimizagao):

z=cll xl +cll xU +1HH+cl] U
sujeita a restri¢coes:

<
all  xt +all xU +H+all, %0 <bl ]

<
all, x[1 +all x[ +00+all, [ <bl]

N
all_xU +all =[] +000+all x[ <bll
e a positividade:

%120 para i=1,...,n

Como a maximizagdo de uma fungéo z é equivalente a minimizagao da fungéao -z basta por

vezes tratar apenas um dos casos.

Apresentam-se alguns exemplos de formulagdo de modelos de programacéo linear, cujos

detalhes podem ser consultados em [Marins (2011).]
Determinacao de mix de producao
Problema1:

Formule um modelo de programagéao linear para optimizar o lucro da produgao diéria de cada
um de 3 tipos de tijolo (S,M,L) produzidos por uma empresa familiar, usando dois tipos de
recursos: mao-de-obra e material, de acordo com a seguinte tabela técnica de rendimento dos

recursos por unidade produzida:

Rendimento S M L
M3o-de-obra (hr/un) |7 3 6
Material (Kg/un) 4 4 5

Toda a produgéao diéria é vendida e o lucro obtido com a venda de cada tipo de tijolo, em

unidades monetarias ($), é o seguinte:
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Lucro da venda S M L

Lucro ($) 4 2 3

A empresa sé dispde de 300 horas diarias de mao-de-obra e 200 Kg de material por dia.
Solugdo 1:
O objectivo é maximizar o lucro diario!

O lucro diario depende da quantidade de tijolos de varios tipos produzida didriamente e no
lucro obtido pela venda diaria de cada um dos tipos de tijolo!

As variaveis de decisdo:
x| = quantidade de tijolo de tipo S,produzida didriamente
x/,= quantidade de tijolo de tipo M,produzida didriamente

x|, =q uantidade de tijolo de tipo L,produzida didriamente

Maximizagdo da fungéo objectivo em unidades monetarias ($):
z=4x[] +2x00 +3x[1,
As restricdes (diarias):
7x[ +3x[1,+6x[1.<300 de m&o-de-obra
4x[] +4x[1,+5x[1.£200 de material

A ndo-negatividade das varidveis de decisdo (quantidade produzida é sempre nado-negativa):

%120
x[1,20
x[1.20

0,2
O modelo de programagéo linear esta assim formulado.

Mais adiante iremos ver como é que se resolve, encontrando as quantidades 6timas de

producgdo dos diferentes tipos de tijolo!
Campanha de publicidade

Problema 2:

Uma empresa de produtos de beleza deseja realizar uma campanha de publicidade na midia:

internet, televisdo, radio e jornal.

Um estudo de mercado revelou os seguintes dados técnicos sobre a audiéncia (mil pessoas) e
o custo ($) de publicidade nesses midia:
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internet TV Radio Jornal
Custo por 5 40 30 15
emissao ($)
Audiéncia global
(Kpes.)
50 400 500 100
Audiéncia 20 250 150 50
feminina (Kpes.)

A empresa deseja gastar até 800 unidades monetarias ($) e adicionalmente:
- atingir 2.000 de mulheres
- fazer o minimo de 5 veiculacdes na TV
- fazer entre 10 a 20 veiculacdes na radio
- fazer entre 5 a 10 veiculagdes nos jornais

Formule um modelo de programagéo linear para optimizar a campanha publicitéria da

empresa.
Solucdo 2:
O objectivo ¢ atingir a maior audiéencia possivel.
A audiéencia depende no nimero de veiculagdes por cada tipo de midia.
As variaveis de decisdo:
x| =ndmero de veiculagdes na internet
x[.,=ndmero de veiculagdes na TV
x| =nUmero de veiculagdes na radio
x|, =ndmero de veiculagdes no jornal
Maximizagdo da fungdo objectivo em nimero de pessoas atingidas (Kpes.):
z=50x%[] +400x[1 +500x01 +100x0],

com as restricdes:

5x[1 +40x[ +30x[] +15x[1,<800 do custo total da campanha
20x0,+250x[],+150x[1,+50x],22000 da audiéncia feminina
x[1,25 das veiculagdes na TV
10<x[1,<20 das veiculagcdes na radio
5<x[1,£10 das veiculagdes no jorna
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e a ndo-negatividade das varidveis de decisao (nimero de veiculagdes é sempre ndo-negativo):

%120
x[1,20
x[1,20
x[1 20

O modelo de programagéo linear esta assim formulado.
Formacgao de pessoal
Problema 3 ((Marins, 2011)]:

Uma empresa de montagem tem um programa de formagao no trabalho para operadores da

linha de produgéo.

Os operadores, ja treinados, podem trabalhar como formadores neste programa ficando

responsaveis por 10 formandos cada.

Apds a formacdo de 1 més, a empresa pretende contratar até final do periodo de produgéo,

apenas 7 de cada turma de 10 formandos.
Atualmente a empresa tem 130 operadores contratados.

Para cumprir a sua carteira de encomendas a empresa precisa para os proximos meses, na
linha de produgéo: 100 operadores em Jjaneiro, 150 em Ffevereiro, 200 em marco, e 250 em
Aabril.

O periiodo de produgéo termina no final do més de Abril.

O salario mensal (em unidades monetérias $) dos operérios e formandos é o seguinte:

1 - Operario na produgao 700

2 - Operério como formador 800

3 - Operério sem lugar na produgéo (ocioso) | 500

4 - Formandos 400

O sindicato ndo permite despedimento de operadores, antes do término do periiodo de

produgdo.

Encontre um modelo de programacao linear que fornega um programa de formagao de custo
minimo e satisfaca os requisitos da empresa em termos do nimero de operadores disponiveis

em cada més.
Solucéo 3:

O objectivo ¢é satisfazer o nimero de operadores na linha de produgéo, com o custo salarial

minimo.
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O custo salarial mensal é determinado pelo nimero de operarios contratados e pelo nimero

de formandos.
As variaveis de decisdo:
x|, €onumero de pessoas na categoria salarial i durante o més j
Em extenso:
%1 = numero de operérios na linha de produgédo no més de Jjaneiro
%[l = numero de operérios formadores no més de Jjaneiro
%[, = nlmero de operarios ociosos no més de Jjaneiro
%1, =nimero de formandos no més de Jjaneiro
%1 _=numero de operarios na linha de produgdo no més de Ffevereiro
%1, _=nUmero de operarios formadores no més de Ffevereiro
%[, =nUimero de operarios ociosos no més de Ffevereiro
%1, =nimero de formandos no més de Ffevereiro
%[ _=numero de operarios na linha de producédo no més de Mmarco
x[, =nimero de operarios formadores no més de Mmarco
%[, =numero de operarios ociosos no més de Mmargo
x[1, =nimero de formandos no més de Mmarco
%1 ,=nimero de operarios na linha de produgdo no més de Aabril
%1, ,=ntimero de operarios formadores no més de Aabril
x[1,,=nUmero de operérios ociosos no més de Aabril
%1, ,=nimero de formandos no més de Aabril
Minimiza¢do da fungdo objectivo em unidades monetarias ($):
(soma de todas as categorias salariais em todos os meses)
z=y (§=1)~4(700x[]_1§0+800x[] 23+500x] 3§+400x]_430)
com as restri¢cdes:

variaveis de decisdo com valor fixo (sdo constantes):

%[ ,=100 operarios na producdo em Jjaneiro

x[1 =150 operarios na producado em Ffevereiro
x[1,,=200 operarios na producdo em Mmargo
x[1,=250 operarios na linha de producdo em Aabril
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varidveis relacionadas entre si:

x[], =10x0_210 relagdo formandos - formador em Jjaneiro
%[, =10x[] relagdo formandos - formador em fevereiro

x[, =10x[] relacdo formandos - formador em Mmarco

x[1,,=0 abril ndo é preciso formandos

x[1,,=0 abril ndo é preciso formadores

O nlmero total de operadores no inicio de cada més ¢ igual ao nimero de operadores na

produgdo mais o nimero de operadores formadores mais o nimero de operadores ociosos:
130=x0 +x[, +x0]
130+0. 7%, ==l +xl] +xl]
130+0.7x0, +0.7xl], ==l +xl] +xl].
130+0.7x0L, +0.7xl), +0.7xl] =xl] +xl] +xl],

A ndo-negatividade das varidveis de decisdo (nimero de operadores ou formandos é sempre

nao-negativo):
x>0 paraqualquerij=1234
O modelo de programagao linear esta assim formulado.
Mix em industria quimica
Problema 4 ([Marins, 2011)]:

Numa empresa industrial quimica, dois produtos, A e B, sdo feitos a partir de duas operagdes

quimicas, 1 e 2.
Cada unidade do produto A requer 2 horas da operagdo 1 e 3 horas da operagao 2.
Cada unidade do produto B requer 3 horas da operacgao 1 e 4 horas da operagéo 2.

Na produgdo de cada unidade do produto B obtem-se 2 unidades do produto C, como

subproduto e sem custos adicionais.

No méximo 5 unidades do produto C serao vendidas com lucro, mas o restante deve ser

destruido.
Sabe-se que:
- Produto A gera um lucro de $ 4 por unidade.
- Produto B gera um lucro de $ 10 por unidade.
- Produto C gera um lucro de $ 3 por unidade se for vendido.

- Produto C gera um custo de $ 2 por unidade se for destruido.
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O tempo total disponivel para a realizagdo da operagédo 1 é de 16 horas, e o tempo total para

a operagédo 2 é de 24 horas.

Determine um modelo de programacéo linear para maximizar o lucro da empresa.

Solugdo 4:
.Frniu!uE
/ . Produts A
Muers | rd e
,e"'1|:| ;'f
J ;
~ 7
¥ Fy
/ ,J 4
//
{7/
4
V .
Unantidade

Observe que o lucro da venda do produto A e B é uma fungéo linear:

mas com respeito ao produto C isto ndo ocorre:

Produto
& Luero
T,
3__.-""-#"-' H\“‘\ -2
,Ll I;\H
.-'--'.i- H-
i =
Quantidade

O objectivo é maximizar o lucro.

O lucro depende da quantidade de produto A,B,C produzida e tambéem da quantidade do
produto C destruida.

As variaveis de decisdo
%[ =quantidade de produto A produzida
%[ =quantidade de produto B produzida
%[ =quantidade de produto C produzida
%[, =quantidade de produto C destruida
Maximizar a fungdo objectivo:

z:4x71+10xﬂ2+3x73—2xf

4
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com as restricdes:
2% +3x1,<16 disponibilidade de tempo para operagéo 1
3x[ +4x[1,£24 disponibilidade de tempo para operagéo 2
2xl =x1 +x1 decada 1 un.de Bresultam 2 un.de C

<5 até 5 un. de C podem ser vendidas

L=

X
e a ndo-negatividade das varidveis de decisao (quantidade produzida é sempre ndo-negativa):
%120 para qualqueri=1,2,3,4
O modelo de programagéo linear esta assim formulado.
Balanceamento de carga de uso de maquinas
Problema 5 ([Marins, 2011)]

Uma oficina mecanica trabalha 8 horas por dia e produz uma peca formada com duas

componentes.

Cada componente é fabricada com uma furadeira e uma fresa, sendo a produtividade de cada

maquina na fabricagcdo da peca a seguinte (em minutos):

Furadeira Fresa
Componente 1 3 20
Componente 2 5 15

A empresa possui 1 furadeira e 5 fresas, mas pretende balancear a carga de utilizagdo dessas
maquinas, de modo que a diferenca das horas de utilizagdo entre as duas nao ultrapasse 30

minutos por dia.

Encontre um modelo de programacéo linear que maximize a produgdo de pegas (conjuntos

completos), com balanceamento das maquinas.
Solucdo 5:
O objectivo é maximizar o nimero de pegas produzidas.
O numero de pegas depende do menor nimero de componentes fabricados.
Varidveis de decisao:
x| =nimero de componentes 1 fabricados
x|, =nimero de componentes 2 fabricados

O numero de pegas (conjunto de duas componentes) é determinado pelo minimo entre o

numero das componentes do mesmo tipo fabricadas.

A fungdo z=min (x[] , %[ )ndo é linear mas pode ser linearizada utilizando uma nova variavel

y=min (x00,, x00,)
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Maximizar a fungdo obijectivo:
=y

com as restricdes

y<x[, nim. de pegas nao supera nim. de componentes
y<x[l, nim. de pegas nao supera nim. de componentes
3xl1, +5x1,<480 8 horas por dia (480 min), 1 furadeira
(20x[),+15x[])) /5480 8 horas por dia (480 min), 5 fresas

| (3% +5x[) - (4x | +3x[ ) | <30 balanceamento de carga das méaquinas
e a positividade das varidveis de decisdo (quantidade produzida é sempre ndo-negativa):
x| 11120 para qualqueri=1,2

O modelo de programagéo linear esta assim formulado.

Dimensionamento de equipaes
Problema 6:

Uma Fébrica deseja determinar quantos inspectores alocar aa uma dada tarefa do controle da

qualidade.

As informagdes recolhidas pela equipa de Pesquisa Operacional durante a visita de trabalho a

Fébrica sao:

O mercado dispde de 8 inspectores do nivel 1 auferindo $4 por hora, que podem verificar as

pecas a uma taxa de 25 pegas por hora, com uma acuracidade de 98%;

O mercado dispde de 10 inspectores do nivel 2 auferindo $3 por hora, que podem verificar as

pecas a uma taxa de 15 pecas por hora, com uma acuracidade de 95%.

A Fabrica deseja que no minimo 1800 pegas sejam inspecionadas num dia de trabalho de 8

horas.

Cada erro cometido por inspectores no controle da qualidade das pecas acarreta um prejuizo

a Fabrica de $2 por peca mal inspecionada.
Formule um modelo de programacéo linear para otimizar o custo da inspegdo diéria na Fabrica.
Solucéo 6:

O objectivo é minimizar o custo de inspegéo.

O custo de inspecgdo depende do nimero de inspectores de nivel 1 e de nivel 2 e dos

erros cometidos por estes nas inspecgdes.
Varidveis de decisédo:

x| 1[=nUmero de inspectores de nivel 1
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x/,=ndmero de inspectores de nivel 2

Minimizar a fungdo objectivo (dia de trabalho de 8 horas):

z=4(8) x[1 +3 (8) x[1+2 (15(8) (0.05) x[ [1+25(8) (0.02) x[)
simplificando

z=40x +36x0],

com as restrigcdes:

x[] <8 condicionalismo do mercado de trabalho

x[1,<10 condicionalismo do mercado de trabalho

25(8)x 1, +15(8)x1 21800  requerimento de inspecgdo

e a ndo-negatividade das varidveis de decisao (nimero de inspectores é sempre nao-negativo):
%120 para qualquer i=1,2

O modelo de programagéo linear esta assim formulado/

Conclusao

A tomada de deciséo cientifica exige a constru¢do de um modelo de decisdo que corresponda

a realidade sobre a qual a decisao deve incidir.

Como as variaveis de decisdo envolvidas no modelo podem ser numerosas, é conviniente
que o modelo seja formulado de maneira a ser resolvido com a ajuda da matematica

computacional.
Avaliacao
Pergunta #1

Uma empresa familiar produz 2 tipos de tijolo (S,M) usando dois tipos de recursos: mao-de-
obra e material, de acordo com a seguinte tabela: técnica de rendimento dos recursos por

unidade produzida

Rendimento S M
Mao-de-obra (hr/un) 7 3
Material (Kg/un) 4 4

Toda a produgéo diaria é vendida e o lucro obtido com a venda de cada tipo de tijolo, em

unidades monetéarias ($), é o seguinte

Lucro da venda S M

Lucro (%) 4 2

36



Unidade 1. Programacéo Linear, método simplex

A empresa so6 dispde de 200 horas didrias de mao-de-obra e 150 Kg de material por dia.

Formule um modelo de programagéao linear para este problema de forma a maximizar o lucro
diario.

Pergunta #2

Uma fabrica produz 2 artigos P1 e P2 em 3 maquinas M1, M2 e M3, indicando-se no quadro

abaixo os tempos de processamento (em horas) bem como o lucro (em unidades de dinheiro)

obtidas com a venda dos

Artigo maqg. M1 maqg. M2 maq. M3 Lucro
P1 0.25 hr 0.40 hr 0 hr 2
P2 0.50 hr 0.20 hr 0.80 hr 3

Para um tempo de laboracao de 40 horas semanais, formule um modelo de programacao

linear que permita maximizar o lucro da fabrica.
Problema #3

Uma fabrica téextil labora em 3 turnos de 8 horas cada: 1° turno das 7 as 15 horas, 2° turno

das 15 as 23 horas e 3° turno das 23 horas as 7 horas.

Cada turno necessita de modelistas, costureiras e embaladoras que auferem por hora de

trabalho, respectivamente 23, 19 e 8 unidades monetérias ($).

As modelistas e costureiras auferem um adicional de 2 u.m./hora e as embaladoras um

adicional de 1 u.m./hora quando trabalham no dltimo dos turnos indicados.

As necessidades de produgdo exigem, em cada turno, 1 hora de modelista por cada hora 3

horas de costureira, ndo podendo haver mais do que 200 horas de embaladeira em cada turno.

Pretende-se que o total de horas de trabalho de modelistas e costureiras seja no minimo de

400 horas no turno da manha, 376 horas no turno da tarde e 270 horas no turno da noite.
Cada turno deve efectuar um minimo 600 horas de trabalho.

Formule um modelo de programacéao linear para o problema dado.

Actividade 1.2 - O método SIMPLEX tabular

Introducao

Apresenta os fundamentos computacionais do método simplex a partir de um problema

bidimensional, ilustrando com o método grafico e algébrico.;
Detalhes da atividade
Método grafico

llustra-se 0 método de resolucdo de um problema de programagéo linear com um exemplo

gréfico.
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Considere o Problema #1 na Avaliagdo da Actividade 1.1
A formulagdo desse problema é dada por:
Maximizagdo da fungdo objectivo em unidades monetarias ($):
z=4xl] +2x[],
As restricdes (diarias):
Txl1 +3x11,2200
4x[] +4x1,<150

ndo-negatividade:

As restricdes e a ndo-negatividade das variaveis de decisdo definem o dominio da fungdo

objectivo:
A nao-negatividade limita a producgéo da empresa (x|, x/1) ao primeiro quadrante.

A primeira restricdo 7x/1 +3x[1 <200 limita a produgdo da empresa a regido abaixo da

recta definida por 7x/ | +3x[,=200.

A segunda restricdo 4x] +4x 1 <150 limita a produgdo a regido abaixo da recta

definida por 4x1 +4x[1 =150.

A interseccdo destas regides constitui a regido viavel:

o+

AN \

(175/8.125/8)

BT regifio videel \

| e :f’m;y::r,n} K

-U:{'ulo 10 i 50 (0] L]
) AN

7%, + 3x,= 200 4x +4x,=150

Como a fungdo objectivo z (x[1, x[1)) é linear, os valores extremos s6 podem se situar no
bordo desta regido, a ndo ser que z seja constante (caso em que qualquer ponto da regido

viavel é 6timo).
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Mais ainda, se z ndo for constante, os valores extremos apenas podem tomar valores nos
vértices do bordo da regido vidvel, a ndo ser que uma das arestas coincida com a expresséo da

funcao objectivo e neste caso qualquer ponto da aresta é étimo)

Logo os candidatos aa solugéo basica vidvel sdo os pares (x|, =), onde se podem calcular

os valores da func¢éo objectivo z

[, [, ,

0 0 0
175/8 125/8 250/2
0 150/4 75
200/7 0 800/7

O ponto 6timo de operacdo da empresa é x1=175/8 ,x[ =125/8 onde o lucro de venda

atinge o maximo, a solugdo étima de z=475/4 (118.75).

Desde logo verifica-se um problema: os blocos séo produzidos em unidades inteiras e ndo em

fraccoes.

Para solugdes exactas, usa-se o método da otimizagao inteira, que nao sera tratado n. Neste

cursoe, o simples arredondamento para o menor inteiro é suficiente:
Ponto 6timo de operagdo: x1 =21 un ,x[ =15 un
Solucdo 6tima: z=114 ($) (ficando ainda algum stock no armazém)

O método gréfico apresenta uma boa intuicdo sobre o problema da optimizagdo quando

existem no maximo de 3 varidveis de decisdo.

Com quatro ou mais variaveis de decisdo ndo é possivel usar o método grafico mas pode-se

usar o método algébrico, seguindo o guido intuitivo deixado pelo método gréfico.
Método algébrico

Na exemplificagdo deste método tambéem vai ser usado o Problema #1 na Avaliagado da
Actividade 1.1

O método algébrico consiste em resolver um sistema de equagdes.
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Mas na maior parte dos casos, as restrigdes e a positividade sdo inequagdes e ndo equagdes.

Para transformar as inequagdes em equagdes, introduzem-se novas variaveis, chamadas de

variaveis de folga:
71 +3x1 <200 é transformado em 7x| +3x[| +s[/ =200 onde s[1,20
4x[ 1 +4x1 <150 é transformado em 4x | +4x| +sl1,=150 onde s/ >0

As duas varidveis de folga s/, s'|, sdo ndo-negativas e podem ser interpretadas como stock

em armazém.

O objectivo da maximizagdo do lucro necessariamente obriga a que essa existéncia em

armazém seja consumida na produgao.

Ha que resolver um sistema de n equagbes (n=2) e m variaveis (m=4)(incluindo d variaveis de

decisdo e m-d varidveis de folga)
TxU +3x0 +sl],=200
4Axl +4xl] +sl],=150

A ndo ser em casos excepcionais que serao tratados na Unidade 2, temos uma infinidade de

solucdes.

No méaximo, m-n=2 varidveis sao livres e as duas outras sdo dependentes.

Em geral as variaveis livres podem assumir qualquer valor.

No método algébrico as duas variaveis livres serdo colocadas a zero.

As possibilidades de escolher 2 das 4variadveis para coloca-las a zero sao dadas por equagdes:

1 - Colocando a zero as varidveis x'1. =0, x[ =0 obtem-se duas equagdes:

7(0)+3(0)+s1,=200
4(0)+4(0) +sl],=150

com solugdes (x[1 ,x, sl ,s1,)=(0,0,200,150)

2

2 - Colocando a zero as varidveis x| =0, s[1 =0 obtem-se duas equagdes:

1
7(0)+3x+(0)=200
4(0) +4x0 +s,=150
com solucdes (x,, =0, s,sl)=(0,200/3,0,-350/3)

3 - Colocando a zero as varidveis x|, =0, s/ =0 obtem-se duas equagdes:

2
7 (0) +3x[1,+s1,=200
4(0) +4x[1,+ (0) =150

com solugdes (x[1,x, sl ,s01,)=(0,150/4,175/2,0)

2
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4 - Colocando a zero as varidveis x/1,=0, s/ =0 obtem-se duas equagdes:
7x00,+3 (0) +(0) =200
4x[1+4 (0) +sl),=150
com solugbes (x|, =l ,sll,sl)=(200/7,0,0,250/7)

5 - Colocando a zero as varidveis x| =0, sl =0 obtem-se duas equagdes:
7% +3(0) +sl1,=200
4x71 +4 (0) +(0) =150
com solugbes (x|, x| ,sll,sll)=(150/4,0,-125/2,0)

6 - Colocando a zero as variaveis sl| 101=0, s.| 201=0 obtem-se duas equagdes:
7 +3x[,+(0) =200
4x7] +4x[1+ (0) =150
com solugbes (x|, x| ,sll,sll)=(175/8,125/8,0,0)

Resumindo o resultado:

xL xL, st st zl ],
Pt ’ na base
s, sl
1 0 0 200 150 - ! :
%[ [, sl
2 0 200/3 0 -350/3 400/3 - :
%[ , sl]
3 0 150/4 175/2 0 150/2 - !
%[, sl]
4 200/7 0 0 250/7 800/7 : :
%[, sl]
5 150/4 0 -125/2 0 150 : !
x[], x[]
6 175/8 125/8 0 0 475/4 : :

As varidveis colocadas a zero chamam-se varidveis ndo basicas.
As varidveis dependentes (calculadas) chamam-se varidveis basicas ou varidveis na base.

Graficamente, os pontos correspondem as intersecgdes das rectas que definem as regides de

interesse:
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X,

4

solugdo bdsiea (invidvel)

zolugio bazica widwrel

zolugdo bazica vidwel
(solugio Stima)

W1 regifo vidvel

X
‘\ﬂ:l]w;:ﬁo badzica (inwidwel) 1

LY
soligio hmr:'anriiuel"j\ '\@\ 0 &0 0

zolugdo basica widwvel

As solugbes encontradas chamam-se (pontos ou) solugdes basicas viaveis se ficam no bordo da

regido vidvel e solugdes basicas invidveis se ficam fora da regido inviavel.
Pelo menos uma das solugdes viaveis € solugdo étima.

Se duas solugdes forem 6timas entdo todos os pontos na aresta que ligam essas duas solugdes

tambem sdo otimas.

Algoritmo SIMPLEX tabular

O método algébrico “perde tempo” ao calcular todos todas as solugdes basicas, incluindo as

invidveis.

E possivel “ganhar tempo” se fosse possivel desenvolver um algoritmo que:
nao calcule solucdes inviaveis
de cada iteragdo resulte uma melhor solugéo viavel
identifique a solugdo étima quando esta é alcancada

Em 1948, George Dantzig criou o algoritmo simplex que inicializa num ponto basico qualquer,

itera para um ponto basico que melhore a solugdo, e termina se ndo encontrar melhor solugéo.

A partir de um problema de programacao linear formulado, de n equagbes e m variaveis

(incluindo d variadveis de decisdo e m-d varidveis de folga)
z=y (j=1)"¢ cuij4+z_ (J=ad+1) "m Osll__
ALl‘jx,j:bui para i=1,...,m

por exemplo o Problema #1 na Avaliagdo da Actividade 1.1
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Maximizacdo da fungdo objectivo em unidades monetarias ($):
z=4x[] +2x[],+0sl +0sl],
As restricdes (diarias):
7] +3x +sl1,=200
4x[] +4x0] +sl1,=150
ndo-negatividade:
=120
x[1,20

o método simplex pode ser organizado na forma tabular.

Inicializacao:

cl 10=4 |cO 20=2 |cO 30=0 |cO 40=0 [0

x0_ 10 x[1_2[] s0_10 s0_20 LD 6
Osll 10017 1 0 200 200/7
Osll 20014 4 0 1 150 150/4

O cabecalho das colunas sdo as m variaveis (incuindo folga), o lado direito da equagao das
restricdes (LD) e uma coluna 6 que é o méaximo valor que a variavel na base pode ter, sem
sair da regido viadvel e por isso decide sobre a iteragdo seguinte (serd aprofundado quando se

tratar a dualidade).

Na linha em cima do cabecalho colocam-se os coeficientes ¢/, que aparecem na funcéo

objetivo junto de cada variavel.
Nas linhas em baixo colocam-se as n equagdes.

A inicializagao é feita com as varidveis de folga na base s/, sl e porisso nas colunas

correspondentes aparecem as colunas da matriz identidade (realce amarelo).
As varidveis de decisdo estdo fora da base x/1 =0, x|, =0

A inicializagdo do simplex tabular esté concluida.

12 lteragao :
cll =4 cll =2 cll =0 cl1,=0 0
xL] =[] sl sl LD S]
Osll, 7 3 1 0 200 200/7
0sl], 4 4 0 1 150 150/4
cll, -z, 4 2 0 0 0
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Numa nova linha cll -z, calcula-se nas colunas das variaveis, a diferenca entre cll; de
cada coluna com o produto interno do vector dos coeficientes das variaveis na base com o

coeficiente al’,, de cada uma das colunas:
4- (0017+0014) =4
2-(0013+0014) =2
0-(0LJ1+0010) =0
0-(0LJ0+0[]1) =0

e marca-se o maior valor pois a varidvel (x1)), que corresponde a essa coluna, entra na base.

(Se todos os valores caculados sdo zero ou negativos entdo o algoritmo termina).
Na mesma linha e na coluna LD calcula-se z[1.=011200+07200=0

resultado que corresponde ao valor de z=0 para as varidveis de decisdo fora da base
xU =0, x[1,=0.

Para saber qual a varidvel que sai da base calcula-se a coluna 6. dividindo o lado direito (LD)

pelos os coeficientes a2l i1l da coluna correspondente a varidvel x| 171 que entra na base
601,=200/7 (menor dos dois)
601,=150/4

Note que estes valores correspondem a valores de x| para x[1,=0 e alternadamente s[1 =0
e sl=0

A varidvel (sll), que corresponde a linha do menor destes valores, sai da base .

O coeficiente all =7 que corresponde a coluna da varidvel que entrou e a linha da variavel
que saiu chama-se pivot e ird servir para executar o processo de elimininagdo de Gauss nas

linhas que ficaram:
divide-se toda a linha pelo coeficiente all =7

usa-se essa linha L 1[1 para eliminar todos os restantes coeficientes dessa coluna,

com operagdes de linha, a comegar com L1 20-4L01 1[:
4-4(7/7)=0
4-4(3/7)=16/7
0-4(1/7)=-4/7
1-4(0/7)=1

150-4(200/7)=250/17
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xfl x[] sﬂl s*2 LD S)
4x[] 7/7 3/7 1/7 0/7 200/7
0sl], 0 16/7 -4/7 1 250/7

Verifica-se que nas coluna das varidveis que estdo na base aparecem as colunas da matriz

identidade.

22 lteracdo:

Repetem-se os passos da iteragdo anterior:

cll = cll =2 cll=0 ctl,=0 0

=[] x[] sl s, LD S]
Osl 7 3 1 0 200 200/7
0sl], 4 4 0 1 150 150/4
cll. -z, 4 2 0 0 0
4x[] 1 3/7 1/7 0 200/7 350/3
0sl], 0 16/7 -4/ 1 250/7 50/4
cll -z 0 2/1 -4/7 0 800/7
4x] 1 0 1/4 -3/16 175/8
2xl 0 1 -1/4 7/16 125/8

Calculando ¢ -z, verifica-se que o maior valor positivo corresponde a coluna de =[], que

entra.

O valor de 800/7 corresponde ao aumento de z na interagéo.

Terminacao:

Na interagao seguinte verifica-se que os valores de

cll, -zl s&o nulos ou negativos, logo a

interagdo termina e o valor 6timo é de z=475/4 obtido nos pontos %1 =175/8 e x| =125/8

cll = cll =2 cll.=0 cll,=0 0

=L bdll st sl LD S]
Osl], 7 3 1 0 200 200/7
0sl], 4 4 0 1 150 150/4
cll, -zl 4 2 0 0 0
4x[] 1 3/7 1/7 0 200/7 350/3
Osll, 0 16/7 -4/ 1 250/7 50/4
cl, -z, 0 2/1 -4/ 0 800/7
4x[] 1 0 1/4 -3/16 125/8
2x0, 0 1 -1/4 7/16 125/8
cl, -z, 0 0 -1/2 -1/8 475/4

Gréficamente pode ver que este é uma variante de métodos “gradiente”, restringido ao bordo

da regido viavel:
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o &0 o
1% peragho Y

A partir de um ponto viavel inicial, o algoritmo simplex escolhe o caminho de mais répido
crescimento (gradiente) do valor da fungdo objectivo na interagdo para o ponto viavel inicial

seguinte.

Este é um caso de aplicagcdo dos métodos “gradiente”, usados para resolver problemas néo

lineares, mas ainda convexos, onde os pontos étimos podem ser interiores a regido viavel.

Esses métodos ndo serdo aqui tratados mas podem ser investigados por exemplo em [Convex
Optimization, Stephen Boyd, L Vanderberghe, Cambridge Press, 2008].

Algumas observac¢des sobre o método SIMPLEX tabular:
Uma varidvel que saiu da base pode voltar a entrar, combinada com outras variaveis;

O valor de @ ndo é calculado se for negativo, pois revela que a variavel ja esta na regido

invidvel;

Os numeros representados na forma decimal (ndo fraccionéria) poderdo gerar erros de

arredondamento, principalmente quando se espera o valor O;

O SIMPLEX tabular apresentado resolve o problema de maximizacao da funcao objectivo.
Na unidade seguinte serdo tratados casos de minimizacdo da funcéo objectivo;
Actividade 1.3 - SIMPLEX com planilha de calculo e com o SOLVER
Introducao

Resolve um problema-tipo de maximizagao usando o algoritmo simplex, numa folha de célculo
do Excel/Google sheet;

Introduz o Excel/Google sheet SOLVER e resolve um problema-tipo de maximizagao.
Detalhes da atividade

Planilha com SIMPLEX tabular
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A forma tabular do simplex pode ser automatizado numa folha de célculo Excel ou “Google

sheet":

SIMPLEX 4 2 0 0 0
X1 X2 s1 s2 LD )
0 s1 7 3 1 0 200 28.57
052 4 4 0 1 150 7.5
Cj-Zj 4 2 0 0 0
4 X1 1 0.43 0.14 0 2857 66.44
052 0 2.28 -0.56 1 35.72 15.67
Cj-Zj 0 0.28 -0.56 0 114.28
4 %2 1 0 0.25 -0.19 21.83
2 X1 0 1 -0.25 0.44 1587
Cj-Zj 0 0 0.5 -0.12 118.66

As formulas das células:

SIMPLEX 4 2 [ ) ]
x x2 = 52 Lo &
o 51 r 3 1 L] -"°°
L] L 4 L) i 50 mroundl G4 C4L T
) SN HIATCHIARCRZ)  =oundD5 AT DALY srond ESWIAYESAFEALD  sromdFEI-SATFISAIFED)  SmndBATGREALGAZ)
4K nECVIER Y rA D 31 reerd L VECE 31 randFVICH 2 e Sreun A D &
052 sIUnECHSCHTE D A DSOS D6, 3 eBPAEASCIHER 2] SHanAF 4304 FE 2 N G SO B AGTOT.E

) 2rond CE-BARCESATCTLY i -EARDESATINIY  —ord ESIARES-SATETLS  sroundFEI-SAFFE-SATFTI)  siundBAl GIEATGT Z]

467 srana eS0T o DE- 5056000 e ES- 505 107 Erand FE-5056F 10, 5 e - G .
2 X1 sounaCTE0ET 2} wipar D7 SDET 2| seaurad ETVEDET 21 siundFIrE06T 2} e R OTE0ET 3

() =1ounsE CE-{BASPCRSATI0PCINL 2 =ipundlDE1-{BAF D= SA MDY =eoura ES1BAREF SANFE WLT) =roundFE1-SAFF3= 54 WrF 10L2) SImsEEAR G SANF G2

A planilha pode ser ainda aperfeicoada, mas tanto o excel como o “Google sheet” dispdem
de um “Add-on” chamado SOLVER que pode ser chamado para resolver este tipo de

problemas.

SOLVER

Algumas breves indica¢des de como usar o SOLVER:
Preparar os quadros de inicializagdo:

Mix de produgao que mostra uma coluna inicialmente com 1 unidade de produgao por

cada tipo;

Recursos por tipo de produto que mostra os recursos necessarios para produzir 1

unidade de cada tipo de produto;

Lucro por tipo de produto que mostra o lucro obtido com a venda de 1 unidade de

cada tipo de produto;
Chamar o SOLVER no menu Add-ons
Aparece a direita da planilha o menu do SOLVER no qual se coloca:

Set Objective - aqui indica-se o0 nome da célula que contem a expressao da fungéo

objectivo z calculada autométicamente para 1 unidade de cada tipo de produto;
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To - aqui escolhe-se o tipo de optimizagdo: maximizagdo, minimizagdo ou um determinado

valor;

By Changing - aqui indica-se o range das células onde estao os valores das varidveis de

decisdo que deverdo ser alterados até a optimizagao;

Subject To - aqui indicam-se as restrigdes com a ajuda dos botdes Add / Change / Delete para
adicionar, mudar ou apagar restrigdes. Para a restricdo da nao negatividade indica-se o range
das células com o valor das varidveis de decisdo e coloca-se maior ou igual (>=) a zero. Para as

outras restrigdes indicam-se o range das respectivas células;

Solving Method - indica o método usado na resolugdo. Aqui apenas nos interessa o Standard

LP (linear programming);

ResetAll / InsertExample / Solve / Options - Fazem parte do menu do SOLVER e aqui
regula-se a precisao da restricdo, optimizagao inteira, convergéencia e outros pardametros que

devem ser investigados pelo aluno.
Como exemplo, usamos o Problema #1 na Avaliagdo da Actividade 1.1
Os quadros de inicializagao:

SolverExemple? Bl

File Edit View Insert Format Data Tools Add-ons Help Al changes saved in Drive

& o P 5 % o000 123- Al - - B I SA. %.H-

fr | =SUMPRODLCT( LB13:C13)
A B c o E F

1 Mix de Produgao
2z Tipo de Produto X1-tijolo 5 X2 - tjolo M
3 Cwanfidade a produzir 1 1
&
5 Recursos por fipo de produto (Dados Tecnicos) Inventario de Recursos
&  Tipo de Produto X1 - tijolo 8 X2 - tjolo M A Consumir Dis ponived
7 Mao-de-Obra 7 3 10 200
g | Material 4 4 & 150
B
10
11
12 Lucro por Tipo de Produto (Dados de Mercadao) Objectivo
13 Lucro por unidade 4 2 E_
14

O resultado da optimizagdo executada pelo SOLVER é mostrado a vermeho.
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SolverExemple2 |

[ BN B T R R B

B

Wex 4 Pristot e

Tipo de Frodula X1- Nk X2 - hole M
L S 3 DO m

Recersos por Bpo de produlo Dados Tecnices)

Tipe de Frodus Ri-tjoe 8 X2 -l M
Wilic-de-Citra T ¥
i MAxend 4 4

2 Lt it Tiped 480 Priatoty (Dadis 8 Marcaae)
13 Lucr por unidade 4 B

File Edt View hnoert Formal Dt Tools Ads-ons

3 s Sodver ®

Sw1 Chjecive
E 9 E12

Teo w0 Wax W6 Malue Of
By Changng
BICE
Investine de Recrsos Subgect Te
. BICI==1
A Corumsir Dt o ETEZ <= FTFa
200 P
50 150
Dectd

(™1 Change i

Sokng Worad
Standard LF/Oussratic

Rt ki [CAPR ] TPPE

[T Cseny

Para mais indicacdes deve-se consultar o HELP do SOLVER.

Conclusao
[Adicionar texto aqui]
Avaliacdo

Problema #1

Use o método gréfico para resolver o primeiro exemplo da Actividade 1.1 - Determinacdo de

mix de produgéo

Problema:

Formule um modelo de programacéao linear para optimizar o lucro da produgéo diéria de cada

um de 3 tipos de tijolo (S,M,L) produzidos por uma empresa familiar, usando dois tipos de

recursos: mao-de-obra e material, de acordo com a seguinte tabela técnica de rendimento dos

recursos por unidade produzida

Rendimento S M L
M3o-de-obra (hr/un) |7 3 6
Material (Kg/un) 4 4 5

Toda a produgédo diéria é vendida e o lucro obtido com a venda de cada tipo de tijolo, em

unidades monetarias ($), é o seguinte:

Lucro da venda S

Lucro ($) 4

A empresa so6 dispde de 300 horas didrias de mao-de-obra e 200 Kg de material por dia.
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Problema #2

Use o método SIMPLEX (manualmente) para resolver o problema #1 acima;
Problema #3

Use uma planilha de célculo para resolver o problema #1 acima;
Problema #4

Use o SOLVER para resolver o problema #1 acima;

Resumo da Unidade

[Adicionar aqui o texto de resumo sobre o que a unidade compreende]
Avaliagado da Unidade

Verifique a sua compreensao!

[Digite o titulo da actividade de avaliagao aqui]

Instrucoes

[Digite instruges detalhadas e os instrumentos de avaliagdo aqui]
Critérios de Avaliacdo

[Digite o texto aqui]

Avaliacdo

[Digite o texto aqui]

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos

do curso.
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Unidade 2. Programacéo Linear,
Dualidade e sensitividade

Introducao a Unidade

Aprofunda o algoritmo SIMPLEX tabular para problemas de minimizagado da fungéo objectivo,

introduzindo as variantes Big M e 2 fases;
Usar planilha de calculo e SOLVER para resolver problemas complexos de programacao linear;

Trata a questdo de existéncia e unicidade de solugdes, as condigdes de inicializagdo, iteracdo e

término do algoritmo simplex.
Apresenta a relagdo entre o primal e o dual de um problema problema de programagéo linear.

Apresenta os fundamentos da anélise de sensitividade e illustra os conceitos com alguns

exemplos;

Obijetivos da Unidade

Apos a conclusdo desta unidade, deverd ser capaz de:

1. Usar o método simplex para resolver manualmente problemas de minimizagao
e de maximizagao da fungdo objectivo aplicando quer a variante do Big M
quer a de 2 fases;

2. Usar o Sheets/Solver para resolver problemas de programacéo linear
complexos;

3. Determinar a existéncia e unicidade de solucdes e as condicdes de
inicializagao, iteragdo e término do algoritmo simplex.

4. Transitar de um problema primal para o seu dual, resolver ambos e interpretar
o resultado;

5. lIdentificar as variaveis mais sensiveis de um problema de programacao linear
e o impacto da sua variagdo na fungdo objectivo;

éRMOS-CHAVE \
Modelo: [Definicao]
Modelo matematico: [Definicao]
Programacao linear: [Definicio]
Variaveis: [Definicao]

Parametros: [Definicao]

k Funcao objectivo: [Definicio] /
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Actividade 2.1 - SIMPLEX: Big M e 2 fases
Introducao

Aprofunda o algoritmo SIMPLEX tabular para problemas de minimizagao da fungéo objectivo,

introduzindo as variantes Big M e 2 fases;

Usar o SOLVER para resolver problemas de minimizagéo;

Detalhes da actividade

BigM

Para um problema de maximizagdo da fungdo objectivo, a forma padréo é:
max (z)
£01, (x) <b

As restri¢des f | definem uma regido vidvel delimitada e convexa, o SIMPLEX inicializa-se na
origem das coordenadas (0,0)onde a funcdo objectivo tem o menor valor e procura pontos

onde a funcéo obijectivo cresce, até atingir um maximo:

i

Regifo Vidvel

x1

Inicializagdo ;

Para um problema de minimizagdo da funcdo objectivo, a forma padréo é:

min(z)

£, (x) b

As restri¢bes £/ definem sempre uma regiao viadvel convexa mas nem sempre fechada.

Se a regido é fechada entdo um "algoritmo de minimizagdo” inicializa-se no ponto de maior
valor da fungdo objectivo tem o maior valor e procura pontos onde a fungdo objectivo

decresce, até atingir um minimo:
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Inicializacdo

Ragifo Widwel

*1

Mas se a regido ndo é delimitada entdo esse “algoritmo de minimizacdo” inicializa-se em
algum ponto Big M com coordenadas (M,M) onde a fungao objectivo tem o maior valor e
procura pontos onde a funcdo objectivo decresce, até atingir um minimo:

Inicializagic

%2 Big M J
(Ma,,Ma_)

Regiio vidval

nio delimitada

Chave:

A minimizagdo de uma fungéao objectivo (z) equivale a maximizagdo da fungdo objectivo (-z) e
assim, o método SIMPLEX tabular j& apresentado pode ser usado tambéem em problemas de

minimizagao.
Exemplo:
Dado um problema de minimizagao na forma padrao:
min(z)
z=3xl] +4x[],
2x[1 +3x[1,28
5x1 +2x[1,212

] >
xU , x0,20
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O problema de minimizagdo da fungdo objectivo (z) é equivalente a maximizagdo dea uma

nova func¢éo objectivo (-2)

max(-z)
(=z)= —3x,1—4xu7

As restricdes exigem duas variaveis de folga negativa slfl_10,s?_27>0 para obter equagdes:
2xl +3xl] -sl] =8
SxU +2xl —-sl],=12

As variaveis de folga negativa ndo contribuem para a fungao objectivo (-z) por isso levam

coeficientes zero:
(=z)= —3X71—4XHZ—OST:—OST2

A inicializagdo ndo pode ser feita no ponto =/ =0, x| =0 pois ndo satisfaz as restri¢des, e

1

como a regido vidvel ndo é delimitada, a inicializagao ¢ feita no ponto Big M com coordenadas
(Mal' ,Mall)), com o menor valor possivel da fungdo objectivo (-z), obtido multiplicando as

variaveis auxiliares pelas coordenadas do Big M:
(-z)= -3x0 -4x1 -0s[] -0s[],~Mall -Mall,

onde al [, all, sdo chamadas variaveis auxiliares ou artificiais.

Se as variaveis auxiliares ou artificiais ndo fazem parte do problema tambéem ndo podem fazer

parte da solugao.

Qualquer solugdo vidvel que ndo contenha all,al faz com que a fungdo objectivo (-z) tenha

um valor superior.

Agora estamos em condigdes de executar a tabela SIMPLEX para o exemplo dado:

-3 -4 0 0 -M -M

=L xL, st sl all all LD S]
—-Mal |, 2 3 -1 0 1 0 8 8/2
—-Mall, 5 2 0 -1 0 1 12 12/5
cll -zl [7M-3 5M-4 -M -M
—-Mal |, 0 11/5 -1 2/5 16/5 16/11
-3x[]) 1 2/5 0 -1/5 12/5 12/2
cll-zl, [0 11M/5- [|FM 2M/5-

14/5 3/5

—4x[] 0 1 -5/4 2/11 16/11
—-3xl] 1 0 2/11 -3/11 20/11
cll.-z[. |0 0 -14/11 |-1/11 -124/11
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A inicializagdo é feita do mesmo modo levando em considerag&o tanto as variaveis de folga

como as variaveis auxiliares no cabecalho.
As variaveis auxiliares comecam na base com os coeficientes -M

Enquanto estiver alguma varaveis auxiliar na base, néo € necessario calcular a linha cl'/, -
zll, nas colunas das variaveis auxiliares (células acinzentadas) pois os valores ndo sdo usados

durante os célculos.
Os valores 6timos obtidos s&o:
x[,=20/11
x[,=16/11
(-2)=-124/11 é o valor méximo de (-z)
Logo o valor minimo de z=124/11
2 fases
Este problema tambéem pode ser resolvido em duas fases.

Numa primeira fase colocam-se todos os coeficientes das varidveis de decisdo e de folga a

zero e toma-se o valor de M=1

0 0 0 0 -1 -1
=L bdll st sl all all, LD S]
—all 2 3 -1 0 1 0 8
-all) 5 2 0 -1 0 1 12

Executa-se entdo o SIMPLEX tabular até que as varidveis auxiliares a'l_, al | saiam da base,

como se verifica na tabela em baixo:

0 0 0 0 -1 -1

xL xL, st sll, all all, LD 0
-all 2 3 -1 0 1 0 8 8/2
—all 5 2 0 -1 0 1 12 12/5
cll -zl |7 5 -1 -1
-all 0 11/5 -1 2/5 16/5 16/11
Ox[1 1 2/5 0 -1/5 12/5 12/2
cll -zl |0 11/5 -1 2/5
0x[]) 0 1 -5/4 2/11 16/11
Ox[1 1 0 2/11 -3/11 20/11
cll-zl. |0 0 0 0

Encontram-se os valores [ =20/11, %1 =16/11 que irdo servir de inicializacdo para a

segunda fase.
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As variaveis auxiliares ndo entram na tabela da segunda fase que assim fica reduzida as

varidveis de decisdo e de folga.
Os coeficientes da funcdo objectivo (-z) sdo tambem introduzidos na tabela.

Os valores da Ultima iteragdo da tabela primeira fase (indicados a verde) sdo copiados

integralmente para a tabela da segunda fase.

-3 -4 0 0

xL xL, sl sll, LD ]
—4x[] 0 1 -5/4 2/11 16/11
—-3xl] 1 0 2/11 -3/11 20/11

Procede-se entdo & iteragao habitual até obter na fila d@_j&-z7_ji valores zero ou negativos que

indica o término da iteracéo:

-3 -4 0 0
x[] 10 x[] 20 s_10 sl _2[] LD =
~4x0 20 |0 1 -5/4 2/11 16/11
-3x00 10 |1 0 2/11 -3/11 20/11
cll_j0- 0 0 -14/11 -1/11 -124/11
z0_ 30

Neste exemplo nao foi necessario ir para além da 1? iteracdo para obter os resultados:
x[1=20/11
x[,=16/11

(-2)=-124/11 é o valor méximo de (-2)

Logo o valor minimo de z=124/11

Minimizagdo usando o SOLVER

O SOLVER ja tem incorporado todas estas variantes e executa a minizagdo directamente a

partir do menu.

Inicializagdo com os dados do problema:
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UVA3 =

File Edit View Insert Format Data Tools Add-ons Help All changes saved in Drive

& e o~ P s w0 00 123 Adal : 0w - nI;i_b_EEI.
fx

A = c D E F

1 Decisdo de Producdo
2 X1 x2
3 Quant a Produzir 1 1
4 Inventario
5 ' Partes ' ' Consumo Nivel minimo
8 | PateA 2 3 5 8
7 PareB 5 2 T 12
B
2  Custo prUn. 3 4 7

B =L
- o

Note que este caso trata ndo a maximizagao do lucro mas sim a minimizagdo do custo.

Chamando o “Add-ons”, introduzindo os dados, e executando o SOLVER no modo

minimizacdo, obtem-se:

UVA3 i

File Edit View Insert Format Data Tools Add-ons Help Allchanges saved in Drive

& e~ ~ P s % g 00 122.  Arial . 0w - B I 5 A. @ . H-
fx

A = c 0 E F

1 Deciséo de Producdo
2 X1 X2
3 Quant. a Produzir 1 1
4 Inventario
5  Partes ' ' Consumo Nivel minimo
& PateA 2 3 5 g
T ParteB 5 2 7 -
B
@  Custo prUn. 3 4 T

o |
o

Que sdo exactamente os mesmos resultados que os obtidos pelo SIMPLEX tabular.
x[1,=20/11=1.818182
x[1,=16/11=1.454545

Valor minimo de z=124/11=11.272726
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Conclusao

[Adicionar texto aqui]

Avaliacdo

[Adicionar texto aqui]

Actividade 2.2 - Teorema da Programacéo Linear
Introducao

Apresenta as condigdes de existéncia e unicidade de solugdes o teorema da programagao

linear;

Trata as condi¢des de inicializagdo, iteracdo e término do algoritmo SIMPLEX tabular.
Detalhes da atividade

Quiais séo os detalhes da actividade???

Existéncia de solucdes

A existéncia de solugdes de um problema de programacao linear depende da regido vidvel, da
monotonia da funcdo objectivo (crescente ou decrescente) e da forma forma como o problema

é bem-colocado ou n3o.

A regido viavel é sempre um subconjunto do | quadrante (cone positivo de RE/nl) e convexa

porque resulta de intersecgdes de semiplanos (semi-espacos).
Entretanto, como ja vimos, a regido vidvel pode ser delimitada ou néo.
Quando ¢é delimitada, o problema de programacéo linear tem sempre alguma solucéo.

Se tiver mais do que uma solucdo entdo toda a aresta e pelo menos dois vértices também séo

solugdo optimal.

Quando néo é delimitada, o problema de programacao linear pode ter ou pode néo ter

solucao:

se a fungdo objectivo é crescente e o problema é de maximizagdo, ndo existe solugao;

se a fungdo objectivo é decrescente e o problema é de minimizagdo, nao existe solugao;
Pode-se resumir todas estas condi¢des num teorema.

Teorema fundamental da Programacgdo Linear

Qualquer problema de programacao linear (PPL) ou é vidvel, ou é ndo-delimitado ou ¢ inviavel;
Se um PPL tem solug&o viavel entdo tem solugdo basica (vértice da regido viavel);

Se um PPL tem solugdo étima entdo tem que ser solugdo viavel basica;

Inicializagdo do SIMPLES tabular

Durante a inicializag&o, iteragdo e término do algoritmo SIMPLEX tabular deve-se ter em conta
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todas estas questdes para determinar se o problema tem ou ndo uma ou mais solugdes.
Na pratica, as variaveis de decisdo podem ser de trés tipos:

ndo-negativas: x|, =0

nao-positivas: =L, <0

irrestrita no sinal: %71 (==, =)
Varidveis ndo-negativas sdo preferidas na inicializagdo do SIMPLEX tabular.

Quandto aparecem varidveis ndo-positivas x:jSO, cria-se uma nova variadvel com o valor
simétrico x | = -x/ e anova varidvel ndo-negativa x| >0 & substituida na funcdo objectivo

e nas restricoes.

Quando aparecem varidveis irrestritas no sinal =, criam-se duas novas variaveis

x', %[ cuja diferenca € igual a variavel inicial x| = x| -x[] e as novas variaveis s&o

substituidas na funcdo objectivo e nas restricdes.

Exemplo

Considere o problema de programagéo linear com a seguinte formulacdo onde estdo

envolvidas varidveis dos trés tipos mencionados acima:
max(z)

z=x[1 -x[] +2x[1,

%0 -x0,+2x0.<30

2x0 +2x0 +x[1 <35

-xl] -4x1 +x[].<75

=120

x[1,20

%[ irrestrita no sinal

Antes de inicializar o SIMPLEX tabular ha que colocar o problema na forma padréo (ou forma
desejavel) para inicializagdo:

Substituindo x| = -x|, e x|l =x| -zl nafuncdo objectivo e nas restricdes obtem-se:
max(z)

z=x[] +x[] +2x0 -2x0],

% +x0,+2x0,-2x <30

2x[ -2x0, +x0,-x[1 <35

-xl ] +4xl] +xl] -x[1 <75

x[1,20
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>
xl,20
x[1.20

>
x,6_O

Usando o SOLVER:

UVAI - m e

Fila Edit View Wngert Format Data  Tooks Add-ons  Halp Al changes seved in Drive e m

Quani. a Produzir St Objecte -
A [] c -] £ L o n [0

T52%0 o= Froducho
x4

x1

0 Min_ Valug Of
By degngdn

!
2
3 [cuern a Produze 146 666657 &
4 Inventang BIE3
s Bt Cansums Stack Subgect To
& FaeA 1 1 2 2 30000001 = BIEI =0
e ; 5668 <= HEHE
T FamB 2 2 [ A 35 000001 *
i Pawel 1 4 i ¥l 5 %
¥
10 L prUn 1 1 2 2 30 00000

1 Asd Changs aiwie

Resulta no ponto 6timo

x[1 =147
x[1,=80
xl,=0
x1 =98

Substituindo de volta as variaveis iniciais obtem-se a solucado étima:

x[1 =147
xll,= =80
x[].= -98

z=xl] -xl +2x[].=67
Fim do exemplo.

Em problemas de minimizacdo da funcdo objectivo em que é usado o método de Big M, é
possivel reduzir o nimero de variaveis auxiliares quando alguma varidvel de deciséo ou

de folga conste apenas de uma sé restri¢do, dividindo toda essa restricdo pelo coeficiente
deassa variavel para obter desse modo uma coluna da matriz identidade (Problemas de fim de
Actividade).

Quanto as restrigdes, assumindo sempre que o lado direitro das é positivo, se ndo for deve-se

multiplicar toda a inequagao por , elas podem ser de trés tipos:
Igualdade: Lado esquerdo igual ao lado direito, LE=LD (+)
Desigualdade: LE<LD (+)

Desigualdade: LE=LD (+)
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No primeiro caso, a igualdade é preferivel pois a solugdo existe sobre o bordo da regido viavel.

No segundo caso, criam-se varidveis de folga (positiva) que sdo adicionados ao lado esquerdo

LE para transformar a desigualdade em igualdade;

No terceiro caso, criam-se varidveis de folga (negativa) que sdo subtraidos ao lado esquerdo LE

para transformar a desigualdade em igualdade;

Aqui importa estabelecer o tipo de restricdes preferidas para os casos de maximizagéo e

minimizagdo da funcéo objectivo:
Para maximizacdo: LE<LD
Para minimizacédo: LE=LD

Usando estes tipos de restricdes preferidas, para cada um dos tipos de optimizagao, garante-se

a existéncia de solucdo do problema de programacao linear.
Iteracdo no SIMPLEX tabular
Durante a iteragdo podem surgir as segquintes questdes:

Empate na varidvel que entra - Quando dois os ou mais valores positivos na linha de d_j-271_jA

sdo idéenticos, escolhe-se um deles com qualquer método de deciséo .

Esta situacao revela que a decisdo de iteragdo de um vértice para dois outros vizinhos sdo

identicas (tem o mesmo custo de execugdo):

n-ézima ponto
da iteracic

=

Regiio vidwel

=1

Na implementagdo de um algoritmo é preciso uma regra para decidir entre duas opgdes
idéenticas, logo é comum optar pela varidvel de decisao com maior coeficiente na funcéo

objectivo ou com maior indice.

Empate na varidvel que sai - Quando dois ou mais valores de [ sdo idéenticos, escolhe-se um

deles com qualquer método de decisao (arbitrario).

Esta situacao revela que a existéncia de degenerancia, i.e. um ponto onde se intersectam mais

do que duas rectas:

61



Unidade 2. Programagéio Linear, Dualidade e sensitividade

1

Exemplo
Considere um problema de programagao linear com a seguinte formulagéo:
max(z)

z=4x[] [+3x0],

2x[0[+3x[1,<8

3x[1+2xD2§12

cll =4 cll =3 cll.=0 cl,=0 0

xﬂl xﬂ2 sTl SHQ LD S)
0sl], 2 3 1 0 8 8/2=4
0sl] 3 2 0 1 12 12/3=4
ch—zﬂj 4 3 0 0 0

Escolhendo arbitrariamente (na implementagdo um algoritmo é preciso uma regra para decidir
entre duas opgdes idéenticas, logo é comum optar pela variavel de folga de maior indice,

neste caso SJ?) :

62



Pesquisa Operaciona

cll =4 cll =3 cll =0 cll,=0 0

=[] =[] st sl LD ]
Osl], 2 3 1 0 8 8/2=4
0sl]) 3 2 0 1 12 12/3=4
cll -z, 4 3 0 0 0
Osl] 101 0 5/3 1 -2/3 0 0
4x[] 1 2/3 0 1/3 4 6
cll, -z, 0 1/3 0 -4/3 16
3x[ 0 1 3/5 -2/5 0
4x[] 1 0 -2/5 3/5 4
cl, -zl 0 0 -1/5 -6/5 16

Na segunda iteragdo, 6=0 (a vermelho) é resultado do empate na iteragdo precedente.
Note que ja na segunda iteragdo o resultado étimo z=16 foi obtido com

sl,=0, recorde-se que x|, ndo estd na base logo é x[1,=0

A degenerancia ndo impede que se atinga o 6timo mas pode causar iteragdes desnecessarias.

Por ultimo, note-se que o valor de 6 ndo pode ser negativo (pois o SIMPLEX tabular estamos

procurar a maximizacdo da funcdo objectivo).

Se durante alguma iteragdo para atribuir valor a © resultar um valor negativo, entdo o ©

deixa-se indeterminado e ndo entra na decisdo sobre a varidvel que sai da base;
Terminacgdo do SIMPLEX tabular

Como ja foi visto, as condi¢cdes de terminacio do algoriitmo SIMPLEX tabular sdo atingidas

quando ¢l -z[1.<0
Entretanto, na terminagdo do algoriitmo SIMPLEX tabular podem surgir trés questdes:

Otimo alternativo - mais do que uma combinagio de variaveis basicas fornecem o
mesmo valor da fungdo objectivo, as variaveis bésicas repetem-se sem que as condi¢bes de

terminagdo sejam satisfeitas;
Regido vidvel ndo delimitada - ndo existéncia de solugéo;
Inviabilidade - a solugdo é inviavel perante as restricdes impostas;

Para cada uma dessas situagdes apresenta-se um exemplo ilucudativo.
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Exemplo de étimo alternativo:
Considere um problema de programagao linear com a seguinte formulagao:
max(z)

z=4xl] +3x[],

2x[1 +3x[1<8

3x:1+2XD2§12

Resolvendo com o sistema tabular:

cll =4 cl =3 cll,=0 ctl,=0 0

=[] x[] sl sl LD S
Osll, 8 6 1 0 25 25/8
Osl], 3 4 0 1 15 15/3
cll. -zl 4 3 0 0 0
dx] 1 3/4 1/8 0 25/8 25/6
Osl], 0 7/4 -3/8 1 45/8 45/14
cll. -zl 0 0 -1/2 0 25/2

As condi¢des de terminacéo s&o atingidas pois ¢l .-z | <0 e a solugéo 6tima é dada por:
x[1,=25/8
sl,=45/8 (existe esse stock ndo usado em armazem e x|, fora da base, x| =0)

Entetanto, verifica-se que a coluna de variavel '/, o valor de c'/ -z[ =0 mas x[/, ndo esta na

base!

Se continuar-mos a iteragdo com a introdugdo da varidvel x| na base, resulta no mesmo valor

6timo da funcéo objectivo:

cll =4 cll =3 cll,=0 cll,=0 0

x[ [ xL, st sl LD ]
0sl], 8 6 1 0 25 25/8
0sl] 3 4 0 1 15 15/3
cll, -z, 4 3 0 0 0
4x[] 1 3/4 1/8 0 25/8 25/6
0sl] 0 7/4 -3/8 1 45/8 45/14
cll, -zl 0 0 -1/2 0 25/2
4x[] 1 0 2/7 0 5/17
3xL1, 0 1 -3/14 -3/17 45/14
cll, -z, 0 0 -1/5 4/17 25/2
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mas num outro ponto da regido viavel
x[1,=5/7
x[1,=45/14
z=25/2
Se tentar entrar s[] 2[] na base de novo o algoritmo entra num ciclo infinito!
Existem pois dois 6timos alternativos:
x[1=25/8
sl1,=45/8
e tambem
x[1,=5/7
x[1,=45/14
sendo que em ambos o valor de z=25/2 é étimo (verificar!)

Gréficamente, toda a aresta o valor de z é 6timo mas como o método SIMPLEX tabular apenas

indica os dois vértices, entdo dois vértices que fornecem o valor étimo:

aresta optimal

X2

Regiio vidvel .

1

Exemplo de ndo delimitagao da regido viavel:
Considere um problema de programagéo linear com a seguinte formulagéo:

max(z)
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z=4x:l[+3x[2

%, -6x[1 <5
3x,1§l 1
%120
x[1.20

cll =4 cll =3 cl],=0 ctl,=0 0

x[ =[] sl st LD S]
Osll, 1 -6 1 0 5 5
Osl], 3 0 0 1 11 11/3
cll. -zl 4 3 0 0 0
4x0 0 -6 1 -1/3 4/3 -
Osl], 1 0 0 1/3 11/3 ?
cfj—zﬂj 0 3 0 -4/3 44/3

N&o é possivel continuar a iteragdo seguinte porque o algoritmo ndo consegue determinar

Primeiro porque a divisdo (4/3)/(-6) resulta num ndmero negativo logo [ é indeterminado,

segundo porque a divisdo por zero (11/3)/0 ndo é possivel.
Assim o problema de programagéo linear ndo tem solucao.

Por ultimo, pode surgir o caso de uma varidvel auxiliar ndo sair da base mesmo satisfazendo as

condi¢bes de terminagao, aqui o problema de programacao linear tambéem ndo tem solugéo.
Exemplo de inviabilidade
Considere um problema de programagao linear com a seguinte formulagao:
max(z)
z=4x[] +3x[],

x +4x[] <3

3xU +x,211
%20
x[1.20

Resolvendo com o sistema tabular, depois de introduzir a varidvel auxiliar usando a variante Big
M :
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cll =4 cll =3 cll = cll -M 0

=L x[] s, sl LD
Osl], 1 4 1 0 0 3
-Mall, 3 1 0 -1 1 12
cll -zl [3M+4 M+3 0 -M 0
4x[], 1 4 1 0 0 4/33
-Mall, 0 -11 -3 -1 1 3
cll;~zll, 0 -M-13 -M-4 -M 0 44/3

O algoritmo termina mas a varidvel all ainda esta na base, logo o problema de

programagcao linear ndo tem solugdo (a solugdo é invidvel perante as restrigdes impostas).
Actividade 2.3 - Dualidade e sensibilidade

Introducao

Apresenta a relagao entre o primal e o dual de um problema problema de programacao linear.

Apresenta os fundamentos da analise de sensitividade e illustra os conceitos com alguns

exemplos;
Detalhes da atividade

Para qualquer espaco vectorial sobre um corpo escalar existe um espaco vectorial dual,

composto por todas as funcionais lineares.

Neste médulo nao se aprofunda a teoria de espagos vectoriais e espagos duais pois interessa a

compreensao dos principios bésicos e para isso a intuicdo de espagos Euclideanos ¢ suficiente.

Considere,a por exemplo, o espago R_*?, onde os funcionais (vector-linha) actuam pelo

produto interno sobre o vector-coluna:

O espaco de todos os vetores-coluna e o espaco de todos os vectores-linha sdo duais, neste

sentido.

Claro que a transposta desta operagao (soma-produto ou produto interno) torna o vector

numa funcional linear e vice versa:

Alguma intuicdo sobre a relacdo primal-dual pode ser obtida da figura seguinte onde o
problema primal é encontar a méaxima distancia do ponto P até a regido convexa (solucdo

indicada a vermelho):
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Regidc
Convexa

distincia
minima

Este problema é relacionado com o problema dual, de encontrar a minima distancia do ponto

P até alguma recta tangente a regido convexa:

Estes dois espagos, primal-dual, sdo “espelhos” um do outro e as condigdes impostas num

reflectem-se no outro.

Qualquer problema de programacao linear tem associado um problema dual e por vezes
torna-se mais facil analizar no espago dual as restrigdes impostas no espaco primal ou as

condic¢des do término do algoritmo SIMPLEX tabular.

O problema dual é construido a partir das seguintes regras:

Se o primal é um problema de maximizagdo entdo o dual é um problema de minimizagéo, e

vice versa;
Por cada restricdo do primal, corresponde uma variavel de decisdo do dual e vice versa;

Os coeficientes da fungdo objectivo do primal passam para o lado direito (LD) das restri¢des
do dual;

A transposta da matriz de coeficientes das restrigdes do primal passa a ser a matriz de

coeficientes das restricdes do dual,
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Se o primal é de maximizagdo e a desigualdade da restricdo é a preferida da maximizagéo (<),
entdo a varidvel correspondente é ndo-negativa, se é igualdade (=) a varidvel correspondente

é irrestrita no sinal e se a desigualdade é (=) entdo a varidvel correspondente é nao-positiva;

Se o primal é de minimizagdo e a desigualdade da restri¢do é a preferida da minimizacao (=)
entdo a varidvel correspondente é ndo-negativa, se é igualdade (=) a varidvel correspondente

é irrestrita no sinal e se a desigualdade é (<) entdo a variavel correspondente é ndo-positiva;

Se o primal é de maximizacdo e a varidvel de decisao é ndo-negativa entdo a desigualdade
da restricdo correspondente do dual é a preferida da minizacdo (=) se é irrestrita no sinal a

restricdo do dual é igualdade (=) e se é ndo-positiva a restricdo correspondente do dual é (<);

Se o primal é de minimizagdo e a varidvel é ndo-negativa entdo a desigualdade da restricdo
correspondente do dual ¢ a preferida da maxmiizagdo (<) , se ¢ irrestrita no sinal a restricdo do

dual é igualdade (=) e se é ndo-positiva a restricdo correspondente do dual é (=);

A tabela da conversdo entre o primal (maximizagado) e o dual (minimizacdo) sintetiza as regras

enunciadas acima:

Primal o Dual
funcédo objectivo | max o min
Z
# restricdes FEN # varidveis de
deciséo
< (prefer. de PN >0
max.)
= o irrestrita no
sinal
> FEN <0
funcédo objectivo |min o max
z
# restricdes RN # varidveis de
deciséo
< PEN <0
= o irrestrita no
sinal
> (prefer. de o >0
min.)
coeficientes funcéo objectivo o LD de
restricdes
LD de o funcéo objectivo
restricdes
A de restricdes o ALNTL de
restricdes
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Onde A" é atransposta da matrix de coeficientes A das restri¢oes.
Qualquer problema pode ser escolhido como sendo o Primal ou Dual.

Exemplo:

Como exemplo de conversao, considere um pequeno produtor de dois tipos de mercadoria

produzidos a partir de dois tipos de recursos.

z=6x1 +5x[],

xU +x[ <5

3x +2x,<12

xU , %, 20
O PPL primal é formulado do seguinte modo, j& com as varidveis de folga:
max(z)

z=6x1 +5x[],

xU +xl +sl] =5

3xU +2x0 +sl],=12

=, x0, sl ,s0,20
onde sl , sl sdo as varidveis de folga do primal
Usando o SOLVER, encontra-se a solugdo étima do primal:

z "*1=27,x 1 =2,x1=3 easfolgas sdo nulas s/1=0,sl,=0

i UVAOR2 ' m
File Edit View Insefl Format Data Tools Add-ons Help  Allchanges saved in Drve Comments m

SUMPRODUCT { B9:09) Set Oojective 3
A E F =]
; T Min ' Value Of
3 Quant a Produzir L L
2 Imventario B:.C3
5 Consumo Stock Subject To:
Bi==0
f Parte A 1 1 5 5 =0
et F1E B 3 2 12 12 Ef ==F§
= ET==F7
#  Lucr/Custo prun & i
9
i
12 il
13
7 Add Change Delete:

O PPL dual que |he corresponde é é construido a partir da tabela de conversao primal-dual:
min(w)
w=5yll [1+12yl] [

yi +3yll, —tll =6
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yi +2yll -t =5
vy, v, e, €020
onde til,tl, sdo asvaridveis de folga do dual
Usando o SOLVER, encontra-se a solugdo 6tima do dual:
w N+ =27,y =3,y =1 e asfolgas sdo nulas t[1 =0, tl =0

UVA_OR2 ] siokaeti@amai.com «
Flle Edt View Insert Format Data Tools Add-ons Help Al changes saved in Drive Comments m

& e AP s % o0 00 123- A * 0 - Mo - Solver

=SUMPRODUCT( Set Objective:

E9

A

w
o
o
m
n

1 Dt o Shnerem T

= To: ' Mal Value Of

3 Quant a Produgit 0 By Changin?)

T BIC3

= Subject To:

: e |

7 PatsB 5 Efi »= Ff

§ ET>=FT

®  Lucmoprun

0

1

2 ~
(1]

1" e Change Delete

A relagdo entre o primal e o dual é traduzida nos seguintes principios e teoremas:

O principio da complementaridade da folga estabelece que a soma-produto (produto interno)

do vector das varidveis de decisdo do PPL primal x= (" , ..., =] ) com as varidveis de

folga do dual t=(t, ..., t] ) somado com a soma-produto do vector das variaveis de
decisdo do dual y=(y'l, ...,y ) com as varidveis de folga do primal s=(s"', ...,sl! _))
é nula:

S_3N ¢ t0 4% iy s[,=0

O principio da complementaridade da folga pode ser verificado para o exemplo dado em
cima:

> J" (m=d) XDjt:ﬁ—ZiiA (n=d) yDis]l=3 (0)+1(0)+2(0)+3(0)=0
Teorema de dualidade fraca:

Se x=(xl,...,x ) éuma solugdo vidvel para um PPL primal e y=(y |, ...,yll) & uma
solugdo viavel para o PPL dual, entéo:

DO chijSZ_iAm P, x0,

A desigualdade é compensada pela falha dual (dual gap) e no caso de solugdes viaveis 6timas
a falha dual é nula.

Teorema de dualidade forte:

Se x[1"*[1=(x[1,...,x[]) éuma solucdo vidvel 6ptima para um PPL primal e y[1"*[=(y[ 1
", ...,y ) éuma solugdo vidvel Sétima para o PPL dual, entdo:

> 3" el xl,=y_i™ bl x,
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O que é o mesmo que dizer que os valores 6timos do primal e do dual sdo iguais.
Podemos confirmar com o exemplo primal-dual dado acima:
zUN*=2T=wlI" *[]
O reciproco do teorema da dualidade forte tambéem ¢é valido.
Teorema do Critério da Optimalidade

Se o PPL primal e o PPL dual tiverem solugbes viaveis tal que z=w entdo estes sdo os valores
6timos do primal e do dual respectivamente, e os pontos onde esses valores sdo obtidos sao

solugbes vidveis étimas.
Destes teoremas é facil concluir que:
Se o primal é ndo-delimitado o dual é inviavel
Se o primal é invidvel o primal é ndo-delimitado ou inviavel
O SIMPLEX tabular resolve tanto o primal como o dual
Para perceber como, considere o mesmo PPL primal do exemplo anterior:
max(z)
z=6x[] +5x[],
xU +x00 +sl] =5
3xM +2x0 +sl] =12
=, x0,, sl , s0,20
onde sl , sl ,s |, sdo as varidveis de folga do primal

Da execuc¢do do SIMPLEX tabular resulta:

cl] =6 cll =5 cll,=0 cll,=0 0

xLJ xL, sl sl LD S
Osl, 1 1 1 0 5 5
0sl] 3 2 0 1 12 4
cll, -z, 6 5 0 0 0
0sl], 0 1/3 1 -1/3 1 3
6x[] 1 2/3 0 1/3 4 6
cll, -z, 0 1 0 -2 24
5x[], 0 1 3 -1 3
6x[] 1 0 -2 1 2
cll, -z, 0 0 -3 -1 27

-t -t -y -yl
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Pelo principio da complementaridade da folga sabemos que:

* as variaveis de decisdo do primal relacionam-se com as variaveis de folga do dual

1 1

2 2

as variaveis de decisdo do dual relacionam-se com as variaveis de folga do primal

yest)

vyl esl]

2

de tal forma que:
T3 [ 04510yl sl,=3(0) +1 (0) +2 (0) +3 (0) =0

Na tabela do SIMPLEX encontra-se na Ultima iteracéo (linha do ¢’/ -z[1) a solugdo do dual (a
verde), com sinal negativo, y'| =3, yll =1 com as folgas sdo nulas t! 1 =0, tl],=0, enquanto
que a solugdo de primal é dada (a cyan) na Ultima iteragdo da coluna LD, x[1 =3, % =1 com as

folgas nulas s'1 =0, t'| =0 dadas implicitamente (por ndo estarem na base)

Alids, ndo é apenas na Ultima iteragdo, em qualquer passo da iteragdo o principio da

complementaridade da folga é valido, por exemplo na segunda iteracdo do SIMPLEX

cll =6 cll =5 cl1 =0 cl1,=0 0
Osl], 0 1/3 1 -1/3 1
oxl]. 1 2/3 0 1/3 4
cll.—zl] 0 1 0 -2 24
-t -t -yl -y,

podemos ler na tabela os valores das varidveis do primal (a cyan)

sb =1

xl] =4
sll,=1  (ndo-bésica)
%l =4  (ndo-bésica)

e do dual
t0,=0

th,=-1

yl1,=0

yll,=2

Podemos verificar passo a passo os célculos realizados pelo SIMPLEX tabular na segunda

iteragao:
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as variaveis na base do primal sdo:

logo as ndo basicas do primal sdo:
sll,=1 (ndo-basica)
%[ =4 (ndo-basica)
as correspondentes basicas do dual sdo incognitas:
yU,
t0,

e as correspondentes ndo-basicas do dual sdo:

yl1,=0

Para calcular as incoégnitas do primal, o SIMPLEX usa as restrigdes do dual:
yll+3y0~t01 =601(0) +3y[] - (0) =6[Jy[] =2
yll+2y0] —t01 =5 (0) +2 (2) ~t[1, =50t =-1

Notea que tambéem nesta iteragdo w=24=z ndo é ainda o valor 6timo, o que se reflete no

facto do dual ser invidvel pois t'| = -1 ndo satisfaz a condi¢do t1,20.

A negatividade das varidveis do dual (inviabilidade do dual) reflete a ndo-optimalidade do

primal.

O SIMPLEX tabular aqui apresentado ¢ um algoritmo PRIMAL, pois sé considera iteracdes em
que o primal é viavel (LD positivo), continua as iteragdes enquanto o dual ¢ invidvel (algum

cl -zl positivo) e apenas no ponto 6timo o dual e o primal sdo simultdneamente viaveis.
Algoritmo dual do SIMPLEX

No algoritmo DUAL do SIMPLEX a inicializagdo para os valores de LD podem ser negativos,
indicando a inviabilidade do primal, e para os valores de cl' -z podem ser negativos,

indicando a viabilidade do dual.
O objectivo do algoritmo do SIMPLEX DUAL é entéo tornar o LD positivo.
Como exemplo, considere o problema de programacéao linear dado por:
min(z)

z=4x0 +7x0],
2x[1 +3x[1,25

%[ +7x0,29

0 >
xU , x0,20
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Adicionando duas varidveis de folga negativa
min(z)

z=4xl] +7x[,

2x0 +3x00 -x[1.=5

x0 +7x0 -x0.=9

x =0, =0, x0,20

Uma das alternativas ja estudadas é resolver pelo SIMPLEX tabular com as variantes do Big M

ou 2 fases.
Outra é usar o SIMPLEX DUAL, aceitando que o lado direito (LD) seja negativo.
Mudando para maximizagao de (-z) e multiplicando as restricdes por x(-1) obtem-se:
max(-z)

(=z)= —4x,1—7xu7

=2xl =3xl +xl],==5

-xU =7x0 +xl= =9

x[ =, =, x[,20

Inicializando a tabela do SIMPLEX DUAL:

cll=-4 cll =-7 cl1 =0 cl1,=0 0

xU =L, x[] %L, LD ]
0xL] -2 -3 1 0 -5
0x[], -1 =7 0 1 9
c:j—sz -4 =17 0 0

Notea que os valores de LD podem ser negativos, reflectindo a inviabilidade do primal, e que

os valores de cll -zl séo todos nao-positivos, reflectindo a viabilidade do dual.
O objectivo é tornar o LD positivo.

Primeiro encontra-se a varidvel com valor de LD mais negativa, para sair da base, que neste

caso é x[, (realce a vermelho).

Acrescenta-se uma linha [ cujos valores apenas para as varidveis ndo-basicas (x| 101, x[ 20

resultam da divisdo de c'/ -z, pelos valores respectivos da linha que sai.

cll=-4 cll ==7 cll.=0 cll,=0 0
xL xL, %[, xL, LD S
0x[] 301 -2 -3 1 0 -5
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0x[], -1 -7 0 1 -9
cll, -z, -4 =7 0 0
0 4 1

A varidvel com o menor valor de [ entra (realce a verde)

O pivot (valor da célula de intersecgdo da linha e coluna em realce) neste caso é negativo: -7 e

procede-se & eliminagdo de Gauss, da forma habitual.

cll=-4 |cll=-7 |cll=0 cll,=0 0
=L x[] x[] =, LD 0
OxLl, -2 -3 1 0 -5
0x0, -1 -7 0 1 -9
cll, -z, -4 -7 0 0
S 4 1
0x[], -11/7 |0 1 -3/7 -8/7
- 70 1/7 1 0 -1/7 9/7
cll -zl -3 0 0 -1 -9
Repetindo o processo na iteragdo seguinte obtem-se:
cll=-4 cll =-7 cl1 =0 cll,=0 0
=[] x[] x[, xL, LD S
OxLl, -2 -3 1 0 -5
0x0, -1 -7 0 1 -9
cll, -z, -4 -7 0 0
S 4 1
0x[], -11/7 0 1 -3/7 -8/7
-7x 2 1/7 1 0 -1/7 9/7
cl,-z0, |3 0 0 -1 -9
S 21/11 7/3
-4x0, 1 0 -7/11 3/11 8/11
-7x 2 0 1 1/11 -2/77 13/11
C}—Zﬂj 0 0 -21/11 -2/11 -123/11

Tanto o dual como o primal sdo vidveis e termina-se o algoritmo com a solugdo étima:

x71:8/11

x[1,=1311

-z=-123/110z=123/11
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Algoritmo misto do SIMPLEX

Em problemas com restrigdes mistas < ou =, pode-se usar uma mistura de algoritmos DUAL e
PRIMAL do SIMPLEX em vez da introdugdo de variaveis alternativas e das variantes Big M ou 2

fases.

O uso misto do SIMPLEX e do SIMPLEX dual é mais rapido do ponto de vista computacional
e recomenda-se caso o aluno ja esteja esclarecido quanto aos varios métodos (caso contrério,

reverta tudo para um Unico método e use-o até se tornar natural).
Interpretagdo econémica do dual
No exemplo acima:

incrementando o valor do recurso da primeira restricdo de um valor @ resulta na funcédo

objectivo um incremento de 38 sendoe que o valor de y[,=3
x[(,+x[,=5+6
3x[+2x[,=212

resolvendo simulaneamente obtem-se
x[(,=2-26
x[(,=3+38

substituindo na fungdo objectivo obtem-se o valor marginal de z
7226 (2-28) +5(3+35)=27+3d

Incrementando o valor do recurso da segunda restricdo de um valor @ resulta na funcéo

objectivo um incremento de [ sendoe que o valor de y! | =1 (calcular!)

Logo, o valor das varidveis duais pode ser interpretado como sendo o valor marginal da
funcdo objectivo resultante da variagdo incremental do recurso correspondente, desde que
o incremento seja suficientemente pequeno para ndo remover o problema da vizinhanga do

ponto étimo.

Do ponto de vista do produtor, faz sentido comprar 1 unidade do primeiro recurso por
até 3 unidades monetarias pois o ganho marginal obtido na fungdo objectivo justifica esse

investimento.

Entdo, econémicamente, o valor das varidveis duais pode ser interpretado como sendo o
preco maximo que o produtor se disponibiliza a pagar por cada unidade dos recursos usados

no primal.

Por outro lado, o dual é o problema do vendedor de recursos que n&o ird vender por menos
que os valores étimos do dual. Dai que, para a correcta formagdo do preco: satisfagdo do
vendedor e do comprador de recursos, o valor 6timo do primal tem de ser igual ao valor étimo
do dual.
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Representacdo matricial do algoritmo SIMPLEX

Aqui vai-se calcular, de novo, o algoritmo SIMPLEX, identificando blocos de matrizes que

sofrem transformacdes iteradas durante o processo.

Para o problema de programacao linear usado em exemplos anteriores, no quadro do

SIMPLEX tabular

c[,=6 c[,=5 c[,=0 c[,=0 0
x[(, x[(, s, s, LD 0
0 [, 1 1 0 5 5
0 s, 3 0 1 12 4
cfl.-z[ 6 5 0 0 0
0 s, 0 1/3 1 -1/3
6 X[, 1 2/3 0 1/3 4 6
-z, |o 1 0 ) 24
5 x[, 0 3 1 3
6 X[, 1 0 -2 1 2
-z, |o 0 -3 -1 27
identificam-se, na inicializagdo, as seguintes matrizes:
A matriz-coluna das varidveis na base X'/
identificando x|.=s| e x| =sl],
A matriz-linha dos coeficientes das varidveis na base Cl
A matriz dos coeficientes das restricdes P
onde a j-ésima coluna é P,
A matriz dos coeficientes das restrices apenas das variaveis na base B
é uma sub-matrix de Pigual a identidade na inicializacdo,
conforme mostrado na figura:
ol
c ls\ﬁ c kﬁ c;=0| ¢,=0 0
N \
x x s 5 LD | o B
1 \ 2 N\ 1 2 -
L™ . ™ /_’
5 I 1| N1 0 5T s
5, 3 2 0 1 117 4
—_ :J_
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No método matricial do SIMPLEX todas as iteracdes sdo referidas a estas matrizes iniciais:

P, = B-'P,
2j = CpPj=CpB 'Pj =yPj onde y=CgB™'
¢j — zj = ¢j —yFj

Nota que a varidvel y representa em cada iteragdo a solugdo étima do dual.

A varidvel x| entra na base pois possui maior valor de ¢/ -z

Calcula-se 6 através da férmula

T
(P;)” -6=Xp
A variavel com menor valor dos componentes de €, designado de 61 min[ sai da base.

Calcula-se o valor das novas varidveis na base

__ S 0 . .
Xeg=Xp —O0ninP + [ 6. } onde k é o indice da varidvel que entrou.

Reinicializa-se a varidvel x| removendo a barra em cima e repete-se o processo para calcular
na iteragao seguinte.

A primeira iteracdo em nimeros do exemplo dado:

YB_[ J

|
el t]
v=cz8=[0 0| g 7 ]=[0 0]
n=yPi=[0 0][

=yP,=[0 0]

C1—Z1:6—U:6
cg—z9=b—-0=25>

(S

[ TE—
I
==

Entra na base a varidvel x| com maior valor ¢’ -z[I (nota que nesta iteragdo k=1)

m-rn=[ 03] -[3]
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Sai da base a varidvel sl =xl], (entrando o =)

Para calcular o valor das novas varidveis na base:

mtovue| 2 ][ 4] 2]+ [4]-]

Prosseguindo com a segunda iteracdo em nimeros

e[

Cp= [ 0 6 ] polis as varidvels na base sao xg = 51 e a4

sao as colunas [P3P;] de P que correspondem a x3 = 51 e

vy

I
[
Lo -
[

y=CsB-1=[0 s]“ ;r:[o 2]
=z =5-]0 2][%]:1
ci—2=0-]0 2][0]=—2

Entra na base a varidvel x| (nesta iteragdo k=2)

mevone[ 1 1]
(E)Tj:xg
D

3
Ez[ﬁllogoﬂminsz

o by —=
e

Sai da base a varidvel x| =sl/ (entrando 1))

S — 0 1
M DR M

ealpea] =
| S
+
| —
IS
IS
I
| —
O
IS
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A terceira iteracao

[

Cg = [ 5 6 :| pois as varidvels na base sao 3 — 51 e T

B = [ ; :1; ] as colunas [P, P;| de P que correspondem a z3 = s; e x4
3 —1
-2
; 1 1] .

y=CgB~ [5 6] 5 :[31_

I
I
e

cg—z3=0-[3 1}[;]

cs—z=0-[3 1][?]

As condigdes do término estdo satisfeitas e os mesmos valores 6timos sdo encontrados.

Il
|
[

3

EZCBXB=[5 6][2

| =2

E interessante verificar que de todas as iteragdes aparece na tabela do SIMPLEX e quando a

terminacao ¢é atingida as colunas da matriz identidade aparecem nas colunas das varidveis na

base:
cy=6|c.=5]cy=0] ¢c,=0 0
x x 5 5 LD | 8 -1
! = ! : B " da primeira iteracio

0 s, | 1 1 1 0 5| 5
0ls, | 3 2 0 1 1| s
€;=%; ] 3 0 0 0 4
0 |s, 0 13 1 13 1 3 B "da segunda iteragio
6 | x, 1 13 0 13 T4 | 6
€;-2; 0 1 0 -2 24 )
5 _ B "da terceira iteragio
5| x, 3 1 3 | -
6 |x, —2 1 3
€;—z; \ 0 -3 -1 27

\_ Colunas da matriz identidade

Analise de sensitividade

Na analise de sensitividade, dado um problema de programacao linear, pretende-se saber

como responde a solugdo étima se houver uma variagao:
da fungdo objectivo
do lado direito

da matriz de coeficientes
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ou mesmo, se for adicionada mais varidveis ou restricdes?

Um resposta dbvia a estas questdes é simplesmente reformular o problema com as variagoes

desejadas e comparar os resultados.
Contudo, este método de “forga bruta” tem um custo de computacéao elevado.

Sera que nos célculos efectuados para executar o algoritmo SIMPLEX n&o existe ja uma boa

parte desta informacdo?
Mais ainda, ndo é possivel obter esta informacéo a partir da solu¢do étima ja obtida?

Para analizar estas questdes em detalhe, considere o problema de programacao linear (primal)

dado por:

max (z)
z=4x[(,+3x[[,+5x%[,
X[(,+2x[(,+3x[(,<9
2x[(,+3x[(,+x[[,=<12
X[(,x[Lx[,=0

A inicializagdo do SIMPLEX tabular:

c[,=4 |c[,=3 c[(,=5 c[,=0 cf(.=0 0

X[, x[, x[(, x[, X[, LD
0 X[, 1 2 3 1 0 9 3
0 X[ 2 3 1 1 12 12
cf(;-z[ 4 0 0
5 X[, 1/3 2/3 1 1/3 0 9
0 X[ 5/3 7/3 0 -1/3 1 9 27/5
cf(;-z[ 7/3 -1/3 0 -5/3 0 15
5 X[, 0 1/5 1 2/5 -1/5 6/5
4 x[(, 1 7/5 0 -1/5 3/5 27/5
cf(;-z[ 0 -18/5 0 -8/5 -7/5 138/5

A solugdo 6tima é dada por:

x[1,=6/5

x1,=27/5

z=138/5
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Vamos agora analizar vérios casos que podem fazer variar o valor étimo:
Coeficiente da fun¢do objectivo, na varidvel ndo-basica
Considere uma variagdo do coeficiente de x| 20

Analizando apenas a Ultima iteragdo:

c[,=4 cf, c[(,=5 c[,=0 c[.=0 0

x[(, x[(, x[(, X[, X[, LD 0
5 X[, 0 1/5 1 2/5 -1/5 6/5
4 x[(, 1 7/5 0 -1/5 3/5 27/5
cfl.-z[ 0 -18/5 0 -8/5 -7/5 138/5

Uma variagdo de c[, pode tornar o c[,-z[,=-18/5 num valor positivo e alterar a solugdo étima.
A variagdo necessaria para que isso acontega pode ser calculada:

Se ¢/, se mantiver menor ou igual a 33/5 o valor étimo nédo se altera, caso contrério, é

preciso fazer a alteragdo a partir da Ultima iteracdo e obter uma nova solucdo étima.
Coeficiente da funcéo objectivo, numa varidvel ndo-basica
Considere uma variagdo do coeficiente de =/ (tambéem podia ser x[1.)

Analizando apenas a Ultima iteragdo:

cf, c[,=3 c[,=5 c[,=0 c[.=0 0

X[(, x[(, X[, X[, X[ LD 0
5 X[, 0 1/5 1 2/5 -1/5 6/5
cfl, x[(, 1 7/5 0 -1/5 3/5 27/5
cfl.-z[ 0 -18/5 0 -8/5 -7/5 138/5

Uma variagdo de c!/, pode alterar qualquer um dos c'/ -z[ |, das varidveis ndo-basicas para

valores positivos e alterar a solugdo étima, logo todos devem ser verificados:

e—n=3-(1-12)=2-Ta<0=2¢2>%

5 5 = 7
c4—23=0—(2-2)=2-2<0=¢,<10

] 3 - ~, D
C5—:5=0—(—]+_EL)=1—_;LE'D:""C]i‘ﬁ
Ou seja, desde que cll, se mantenha dentro do intervalo

SRS [1?[}, ]ﬂ]

o valor 6timo ndo se altera.

Variacdo do LD (lado direito das restricdes)

Considere uma variacdo do lado direito
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by

XB=| 1y

o impacto sera apenas sobre o LD, e pode ser quantificado pois extraindo da tabela:

£ -t ||b by — 4 0 b1 > 6
= _l = 2 5 1 = 1 2 } 1 -
=me=| 57 [ )= B =0 )= ' Ze
Ou seja, desde que bl | se mantenha dentro do intervalo
b1 € [6, 36]
o valor étimo néo se altera.

Coeficientes das restricdes, numa variavel ndo-basica

Considere uma variagdo em algum coeficiente da matriz de restrigdes, numa posi¢ao ndo

bésica, digamos de x[,e uma variagdo dada por

o []

O impacto na coluna de x[[, afecta c[-z[, e este efeito pode ser calculado:

_ 2 _1 4_1
5 3 q b 3?_3
Ca L?—CQ_yP'E:S_[% %}{EQ__EE‘]:%—%Q{G:}Q‘}%
] 5

Se o valor de g for maior que 3/13 o valor étimo néo é afectado, caso contrario, é preciso fazer

a alteragdo a partir da Ultima iteragdo e obter uma nova solugdo 6tima.
Adicdo de uma nova variavel de decisdo

Seré rentavel introduzir de um novo tipo de produto sem alterar o stock em armazéem (LD

inicial) ?

Um novo produto cuja quantidade a determinar é x|, tem uma contribui¢do ¢/ x| na

funcdo objectivo, que para este exemplo se assume como cl| =6

Os coeficientes de =/, na matriz de coeficientes das restricdes, que para este exemplo se

assume como

e[

Criando uma nova coluna para x_

I I lel=¢ [ef,  |el=5 [cf=0 [cr=0 [cr=6 Jo | |
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X[, x[(, x[(, x[(, X[, X[, LD 0
5 x[(, 0 1/5 1 2/5 -1/5 -1/5 6/5
4 x[(, 1 7/5 0 -1/5 3/5 3/5 27/5
cfl-z[ 0 -18/5 0 -8/5 -7/5 -7/5 138/5
— 2 _1 1 _1
weene[ 4 ][9]

-5 5 5

Calcula-se ¢l -zl

. — 6 7 1 —_ 3
ce — 2 =c6—yFs =6 [5 5}[3}_5
e como neste caso é positivo, faz-se a alteragdo a partir da Gltima iteragdo até obter uma nova
solucdo étima.
Se pelo contrério o valor fosse negativo ndo seria rentavel adicionar novo produto.
Adicdo de uma restricdo

Suponha que existe um novo recurso que ndo nao foi devidamente tido em consideragdo no

problema e é agora preciso té-lo em conta.

Como exemplo, considere uma nova restrigdo:

Como a solugao 6tima x[,=27/5x[,=0,x[,=6/5 satisfaz esta restricao:
(27/5)+(0)+(6/5)=33/5<8

entdo esta restricdo ndo tem impacto na solugdo 6tima.

Agora considere uma restri¢ao:

x[(,+x[[,+x[,<8

com impacto na solugdo étima.

Como calcular esse impacto sem refazer o problema?

Extraindo da tabelas as duas equagdes, pode-se escrever as variaveis basicas em fungdo das

nao-bésicas

(]
=]

x + %Ig — %m + 3:-:5 + Ea:ﬁ
1 2
5T2+ T3+ T4 — 3%5 — 3%

O |

Substituindo e simplificando
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27 7 1 “3 "3 ; € 1 2 1 1
(? — E:.cg + 54 — Exg — 31:5)3—!— zo + (3 — §%2 — T4+ 5T5 + 5:65) <6
—3%y — 5%5 — 3%e — 5T2 = —F
Adicionar a variavel de folga
—1z4 — 225 — 26 — 32 + w6 < -3

Criando uma nova linha e uma nova coluna para x[ 6l

c[,=4 |c[, cf(,=5 c[,=0 c[.=0 |cf[=6 |0
x[(, x[(, x[(, x[(, X[, x[(, LD
5 X[, 0 1/5 1 2/5 -1/5 0 6/5
4 x[(, 1 7/5 0 -1/5 3/5 0 27/5
6 x[(, 0 -3/5 0 -1/5 -2/5 1 -3/5
cfl.-z[ 0 -18/5 0 -8/5 -7/5 -7/5 138/5

O valor negativo no LD mostra que de facto a solugdo 6tima é violada.

Usando o SIMPLEX dual juntamente com com o primal (mixto) obtem-se uma nova solucdo

otima.
Coeficientes das restricdes, numa varidvel basica
Qual é impacto de uma variagdo em algum coeficiente das restricées, numa variavel basica?

Aqui a melhor alternativa é resolver o problema de novo pois torna-se demasiado complexo

tentar perceber o impacto a partir da tabela do SIMPLEX original.

A razédo é simples, quando ha uma alteragdo em algum coeficiente das restricdes, numa
varidvel bésica, a “base” muda e ndo é possivel usé-la para calcular o impacto nas outras

variaveis.

Resolva o seguinte problema de programacéao linear usando o SOLVER,
min(w)

w=12y[(,+30y[,+36y[,

yl+2yl+yl-tl,=3

vl +3y [ +4y (-t =4

Yy Gyl tl,=0

onde t[,t[, sdo as variaveis de folga do dual

Usando o SOLVER, encontra-se a solugdo 6tima do primal e do dual:

Primal

UVAOR2 ~ m
File Edit View Inset Format Data Tools Add-ons Help All changes saved in Drive Comments m

=SUMPRODUCT ( Bia Set Objective:

A ] = =} 86 F E10

1 Dacizdo da P
2 x1 X2 Tol Min ' Value Of.
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a solugao 6tima do primal: z[**]=42,x[_1)=6,x[_2)=6,5[_1)]=0,s[_2)]=0,s[_3)]=6

Dual:

o waoRz  m
File Edit View Insert Format Data Tools Add-ons Melp  All changes savedin Drive Commants m
B3:0%)

SUMPRODUCT( : Sat Otjective:
A ] [ ] E . kd Fa
1 EP [ T
3 e To: r.|a Valua Of
i Cuant a Produzic 0 B Changing
7 Inventine B30
5 Pares Corsume Stock Subject To
8 Pate d 1 2 1 3 3 2; ,: g
7 PaeB 1 3 4 4 4 Fii = G
- FT>=GT
& Lucmprtn 12 "] % D3>20
"
"
12
13
14 Add Charge Dwlete

a solucdo 6tima do dual é w[**)]=42,y[_1)]=1,y[_2)=1,y[_3)]=0,t[_1)]=0,t[_2)=0
Avaliagdo da Unidade

Verifique a sua compreensao!

[Digite o titulo da actividade de avaliagdo aqui]

Instrucoes

[Digite instrugdes detalhadas e os instrumentos de avaliagdo aqui]

Critérios de Avaliacdo

[Digite o texto aqui]

Avaliacdo

[Digite o texto aqui]

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Outros Recursos
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do curso.
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Unidade 4. Problemas de Filas de
Espera

Introducao a Unidade

Apresenta as nogoes basicas e terminologia de processos estocésticos de Markov;

Apresenta elementos dos processos de Markov e da teoria das filas de espera

Apresenta elementos da programacéao néo linear (convexa), do método dos pontos interiores e

da programacéo dinamica

Objectivos da Unidade
Apbs a conclusdo desta unidade, devera ser capaz de:

modelar um problema de fila de espera e determinar o tempo médio e o comprimento médio

de uma fila de espera.

Leituras e outros Recursos

As leituras e outros recursos desta unidade encontram-se na lista de Leituras e Qutros Recursos

do curso.
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