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1.1

Cdlculo de probabilidades

Vamos comecar entendendo a diferenga entre probabilidade e estatistica. Probabilidade é um ramo
da matemadtica pura. Ela permite fazer cilculos matematicos sobre fendmenos aleatérios. Nao
precisa de dados estatisticos coletados no mundo real. Probabilidade € uma atividade tedrica, uma
teoria matematica que nao exige dados empiricos.

Podemos resumir o funcionamento desta atividade tedrica do probabilista da seguinte forma.
Primeiro, estabeleca um modelo probabilistico que descreva o fendmeno de interesse. A seguir,
calcule matematicamente a probabilidade de eventos de interesse.

= Example 1.1 — Probabilidade: a sequéncia mais longa de caras. Uma moeda € jogada
repetidamente para cima e o resultado, Cara (K) ou Coroa (C), € anotado. Qual a chance de
observarmos uma sequéncia de pelo menos 8 caras sucessivas em algum momento ao longo de 100
lancamentos da moeda? Este é evento tdo raro que deveriamos ficar surpresos caso ele ocorra?
Ou, pelo contririo, a chance de termos 8 caras em seguida € grande de modo que, se observarmos
8 caras sucessivas em algum momento ao longo dos 100 lancamentos, isto seria considerado um
acontecimento sem novidade.

No célculo de probabilidades nao precisamos jogar a moeda equilibrada nem mesmo uma tnica
vez para obtermos a chance de que tenhamos uma sequéncia ininterrupta de 8 ou mais caras ao
longo de 200 lancamentos. Este cdlculo é feito matematicamente, a partir de regras simples de
manipulacio de probabilidades de eventos elementares.

Quando o nimero de lancamentos de uma moeda equilibrada é pequeno, este cdlculo matematico
€ obtido a partir da listagem todas as configura¢des possiveis. Por exemplo, imagine que queremos
saber a chance de observar uma sequéncia de pelo menos trés caras sucessivas ao longo de 4
lancamentos de uma moeda equilibrada. A lista de todas as possibilidades de resultados para os
quatro lancamentos é composta por 16 sequéncias:

KKKK KKKC KKCK KCKK
CKKK KKCC KCKC CKKC
KCCK CKCK CCKK KCCC
CKCC CCKC CCCK cccc
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Existem 5 sequéncias com trés ou quatro caras sucessivas: KKKK, KKKC,KKCK,KCKK,CKKK.
Como vamos aprender no préximo capitulo, o cdlculo de probabilidades nos leva a concluir que
probabilidade de observarmos 3 ou mais caras sucessivas numa sequéncia de 4 lancamentos € igual
a5/16 ~0.31, ou 31% de chance, um valor consideravel.

Infelizmente o cdlculo ndo pode ser feito desta forma simples quando o nimero de langcamentos
da moeda comeca a crescer. Com 100 lancamentos, o nimero de configuracdes possiveis € igual
a 2'% e encontrar neste conjunto aquelas configuracdes com 8 ou mais caras sucessivas é muito
diffcil.

Existem técnicas especiais para fazer esse cdlculo. Veremos no préximo capitulo como ele
é feito mas agora importa apenas dizer que ele € feito com papel e ldpis (ou um computador),
exatamente como uma operacao matematica de adicdo, multiplicacio e divisdo € efetuada. Trata-
se de um cdlculo mental, sem necessidade de realizar o experimento fisico de jogar a moeda e
colecionar os resultados dos lancamentos sucessivos.

Qual a utilidade deste cdlculo com moedas? Podemos usé-lo para verificar se a hipétese do hot
hand em esportes € plausivel. O hot hand representa a crenca mantida por torcedores e profissionais
do esporte de que durante um jogo alguns jogadores ou o time inteiro ficam quentes, conseguindo
momentaneamente um maior nivel de concentracdo, destreza e habilidade a ponto de conseguirem
fazer vérios pontos em sequéncia numa partida. Por exemplo, suponha que um time de basquete ou
de vdlei joga contra outro e ambos possuem habilidade compativeis. Isto significa que, a cada novo
ponto, a chance de que ele venha para o time A € igual a 1/2. Assim, a sequéncia de pontos de um
jogo indexada pelo rétulo do time que ficou com aquele ponto seria similar ao resultado de lancar
uma moeda honesta sucessivamente. Na verdade, queremos checar se esta similaridade € valida ou
se, pelo contrdrio, a “moeda” tem uma probabilidade de sucesso que flutua em torno de 1/2. Esta
flutuacdo ao longo do jogo seria tal que durante certos periodos prolongados ela fica muito maior
que 1/2 (momento em que o time entra na fase hot hand) e periodos em que fica abaixo de 1/2. Se
isto for verdade, deveria haver na sequéncia de pontos periodos prolongados em que vemos muitas
“caras” sucessivas, muito mais do que o que esperamos se for realmente o mecanismo da moeda em
funcionamento.

Entretanto, vérios estudos tem mostrado que isto nio passa de uma ilusdo, que os padrdes de
pontos sucessivos que parecem excepcionais podem acontecer com probabilidade razodvel se o
célculo for feito corretamente. Para entender isto completamente, precisamos falar da coleta de
dados estatisticos, assunto da secdo 1.2.

» Example 1.2 — Probabilidade: modelo espacial 1. Imagine que n pontos sdo jogados
completamente ao acaso num quadrado de édrea 1 centrado na origem (0,0). Veja trés realizacoes
independentes deste experimento na Figura 1.2. Queremos saber a probabilidade de que nao exista
nenhum ponto num raio » em torno da origem (0,0). Vamos denotar esta probabilidade por Py (r).

Toda probabilidade € um nimero entre O e 1. Eventos pouco provdveis possuem probabilidade
préxima de zero, enquanto eventos muito provaveis possuem probabilidade proxima de 1. A
probabilidade P; (r) depende de alguns aspectos do problema. Por exemplo, é natural esperar que
P, (r) dependa do nimero n de pontos jogados ao acaso no quadrado de drea 1. Se n for muito
grande, serd dificil que nem ao menos um dos muitos pontos jogados ndo acabe caindo dentro do
circulo r. Por outro lado, se n for muito pequeno, serd relativamente facil que o disco de raio r
termine vazio.

Outro aspecto que impacta o valor da probabilidade P (r) é o raio r. Vamos manter o nimero
n de pontos fixo em algum valor. Se r for bastante pequeno (isto é, r = 0), serd dificil que os
pontos aleatérios caiam dentro do circulo. Assim, a probabilidade P;(r) de que ndo exista nenhum
ponto num raio r em torno da origem (0,0) deve ser um valor préximo de 1, uma probabilidade
alta. Quando r aumenta, a probabilidade IP|(r) deve decrescer para zero. Através de cdlculos
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Figure 1.2: Grifico f(r) = exp(—nnr?), que é aproximadamente P (r), a probabilidade de que
todos os n pontos aleatérios num quadrado unitdrio estejam pelo menos a uma distancia r da origem
(0,0)

mateméticos rigorosos, pode-se mostrar que P;(r) é aproximadamente igual a exp(—n7mr?). A
Figura 1.2 mostra o grifico desta fun¢do com n = 20 pontos.

A probabilidade P (r) =~ exp(—n7wr?) é obtida sem dados estatisticos, nem simulagio comput-
cional. E um célculo puramente matematico. A Figura 1.3 com as trés configura¢des de pontos
aleatérios é apenas ilustrativa. Ela ndo foi usada no cdlculo de P (r). Para este modelo de pontos
aleatdrios, varias outras probabilidades podem ser calculadas. Por exemplo, qual a probabilidade
de que existam pelo menos 2 pontos numa certa regiio de drea o? E aproximadamente igual a

1—e"*(1+na)

Nao é preciso coletar nenhum dado estatistico para fazer este cdlculo.

m Example 1.3 — Probabilidade: modelo espacial 2. Outro modelo probabilistico para a
geracdo de pontos no quadrado leva a resultados bem diferentes no célculo das probabilidades. Por
exemplo, suponha que apenas 5 pontos-pais sdo jogados completamente ao acaso no quadrado
de drea 1 centrado na origem (0,0). A seguir, cada ponto-pai gera 4 pontos-filhos de forma que
temos 20 pontos-filhos no final. Os filhos espalham-se ao acaso em torno dos pais até uma distancia
maxima de 0.1 Considere o padrio espacial dos pontos compostos apenas pelos filhos. Veja trés
realizagdes independentes deste novo experimento na Figura 1.3.
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Figure 1.3: Trés experimentos independentes do segundo modelo de jogar n pontos ao acaso num
quadrado

Figure 1.4: Contrastando realizacdes do primeiro modelo espacial (linha superior) com o segundo
modelo espacial (linha inferior)

A Figura 1.4 contrasta trés realizacdes aleatdrias do primeiro modelo espacial (linha superior)
com outras trés realizagdes do segundo modelo espacial (linha inferior). Veja que ndo existem
diferencas muito 6bvias entre estes plots.

No caso do modelo 2, podemos calcular também a probabilidade P, do mesmo evento anterior,
de que ndo exista nenhum ponto num raio r em torno da origem (0,0). Como no modelo 1, temos
P, ~ 1 e diminuindo para zero quando o raio r aumenta. Mas esta probabilidade decai de forma
bem diferente nos dois modelos, como pode ser visto na Figura 1.3. O modelo 2 tem um decaimento
muito mais lento da sua probabilidade do que o modelo 1. Com um raio r = 0.15, a probabilidade de
ndo haver ponto dentro do disco é aproximadamente 0.20 no caso do modelo 1 mas aproxidamente
igual a 0.70 no caso do modelo 2.

Para explicar este grande diferenca, veja que os pontos-filhos aleatérios do modelo 2 sdo
fortemente influenciados pelas posicdes dos poucos (apenas cinco) pontos-pais. Se estes cinco
pontos-pais cairem longe do centro (0,0), serd grande a chance de ndo haver pontos-filhos dentro
do disco em torno da origem. J4 no modelo 1, todos os n pontos sdo jogados de forma independente
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Figure 1.5: Probabilidade de que ndo exista nenhum ponto num raio r em torno da origem (0,0)
pelo modelo 1 (M1) e pelo modelo 2 (M2).

uns dos outros e assim serd pequena a chance de que todos eles se afastem ao mesmo tempo do
centro.

Estatistica: dados, dados, dados ...

“Dataldataldata!” he cried impatiently. “I can’t make bricks without clay.”

— Arthur Conan Doyle, The Adventure of the Copper Beeches

Em contraste com probabilidade, em estatistica estamos sempre lidando com dados obtidos
experimentalmente. Estatistica € um ramo da matemadtica aplicada. Ela precisa de dados estatisticos,
coletados através de processos de amostragem. O que fazemos com esses dados? Nés procuramos
inferir qual foi o modelo probabilistico que gerou os dados observados. Assim, em probabilidade
nos estabelecemos um modelo probabilistico e nos perguntamos pelas probabilidades de varios
eventos. Em estatistica, a natureza ou mundo gera dados aleatdrios e o objetivo é fazer inferéncia
sobre o modelo que gerou estes dados. Esta inferéncia usa o célculo de probabilidade como uma
ferramenta para auxiliar na identificagdo do modelo gerador dos dados estatisticos. Apds identificar
o modelo probabilistico que aparentemente gerou os dados observados, desejamos usar este modelo
para calcular certas probabilidades. O interesse costuma estar concentrado em calcular a chance da
ocorréncia de eventos que sdo possiveis mas que ainda ndo foram observados. Outro tipo de evento
de interesse para os quais gostarifamos de obter uma estimativa precisa sdo aqueles eventos que nao
sdo muito frequentes mas que podem carregar um risco substancial.

= Example 1.4 — De volta as sequéncias longas. Num jogo de basquete, a soma do nimero
de pontos de cada time € da ordem de 150. Se imaginarmos que uma cesta do time A representa
cara e uma cesta do time B representa coroa, podemos conceber a sequéncia de pontos do jogo
como o resultado dos langamentos sucessivos de uma moeda. Assim, a probabilidade de cara € a
probabilidade de que uma cesta ocorrida durante o jogo seja do time A. Como o time A pode ser
melhor que o time B devemos imaginar uma moeda nao balanceada, em que a probabilidade de
cara possa ser maior que a probabilidade de coroa. Por exemplo, se o time A faz 100 das 150 cestas
de um jogo, podemos supor que a probabilidade de cara seja duas vezes maior que a probabilidade
de coroa.
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Sequence #1

THHHHTTT THHHHTHHHHHHHHTT THHT THHHHHATTTTTTHHTHHTHHHT
TTHTTHHHHTHTTTHTTTHHTTTTHHHHHHT TTHHTTHHHTHHHHHTTT T
THTTTHHT THTTHHT TTHHTTTHHTHHTHHTTTTTHHTHHHHHHTHTHT T
HTHT THHHT THHTHT HHHHHHHHT THT THHHTHHTTHTTTTT THHHT HHH

Sequence &2
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Figure 1.6: Duas sequéncias de 200 langamentos de uma moeda equilibrada. Uma delas tem uma
probabilidade que se altera ao longo dos lancamentos. Qual delas?

O modelo da moeda ndo-balenceada para representar a sequéncia de cestas tem varias conse-
quéncias. Se este modelo é uma boa representagdo, devemos entdo concluir que os pontos aparecem
como resultados de um cara ou coroa. Isto significa que, como a moeda nao possui memoria das
jogadas anteriores, o resultado da préxima cesta ndo depende do que aconteceu antes. Assim, a
probabilidade da préxima cesta é a mesma desde o inicio, ndo muda em decorréncia dos resultados
anteriores. Mais do que a influéncia dos resultados anteriores, a probabilidade fica estética do
importa o que acontega. Isto €, ndo existe nenhum mecanismo fazendo a probabilidade de cara
variar ao longo das jogadas.

Se a hipétese do hot hand é verdadeira entdo este modelo da moeda néo é valido para representar
os resultados de um jogo. Isto é, com o hot hand operando a ocorréncia de cestas do time A ndo sio
como os resultados cara em lancamentos sucessivo de uma moeda ndo-balenceada. A hipédtese do
hot hand leva a pensar em outro modelo para representar o jogo, um modelo em que a probabilidade
de cara oscilasse durante o jogo, ndo permanecendo constante. Ela poderia oscilar em decorréncia
dos resultados anteriores do jogo ou devido a fatores externos ao jogo. De qualquer modo, ela ndo
permaneceria constante, destruindo a proximidade com o modelo da moeda.

Qual € o correto? Nao € tdo facil de adivinhar como vocé poderia pensar inicialmente. As
duas sequéncias mostradas na Figura 1.4 representam o resultado de 200 lancamentos de uma
moeda bem equilibrada, com a chance de cara (ou heads, H) sendo igual a de coroa (ou tails, T).
Entretanto, enquanto uma delas realmente representa a moeda equilibrada, a outra foi gerada por
um mecanismo em que a probabilidade do préximo langamento muda em funcdo do ndmero de
caras nos lancamentos prévios. Tente adivinhar rapidamente qual € esta sequéncia “falsa”.

Este exemplo € inspirado em Schilling (ref ??). Ele explica que Révész, um probabilista,
costumava dividir seus alunos em dois blocos. Cada estudante do bloco 1 deveria jogar uma moeda
para cima 200 vezes e anotar a sequéncia obtida. O segundo bloco deveria tentar gerar, de sua
prépria cabeca, uma sequéncia que se parecesse, da melhor forma possivel, com a que seria obtida
jogando-se uma moeda. As sequéncias dos dois grupos eram embaralhadas e uma chave com a
identificacdo do grupo era guardada. Ele entdo observava as sequécias geradas procurando verificar
se elas se conformavam com o que seria tipicamente observado com o lancamento de moedas
equilibradas. Quase sempre ele conseguia identificar corretamente qual grupo havia gerado cada
uma das sequéncias.

A sequéncia “falsa”, aquela que nao foi obtida com uma moeda equilibrada sendo lancada
sucessivamente, ¢ a segunda. Como isto poderia ser identificado? Vamos ver isto mais tarde neste
curso.
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Figure 1.7: Seis realizacdes aleatdrias, algumas obtidas com o primeiro modelo espacial e algumas
com segundo modelo espacial. Vocé consegue identificar qual é qual?

» Example 1.5 — De volta aos modelos espaciais. Na Figura 1.5, temos seis realiza¢des
aleatdrias de pontos jogados no quadrado unitdrio. Algumas delas foram obtidas com o primeiro
modelo espacial descrito anteriormente enquanto as demais foram obtidas com o segundo modelo
espacial. Qual dos dois modelos gerou cada um dos seis plots nesta figura?

Esta ndo € uma tarefa simples pois as diferencas entre os padrdes pontuais gerados pelos dois
modelos ndo sdo muito grandes. Como cada figura foi gerada por mim, eu sei qual modelo foi
usado em cada caso. A Figura 1.5 revela qual é o modelo por trds de cada um dos plots da Figura
1.5.

Usando estatistica para distinguir os modelos

O objetivo desta secdo € ilustrar a diferenca entre o cdlculo matematico de probabilidades e a
anélise de dados estatisticos. Vamos usar um teste estatistico para discriminar entre os dois modelos
por trds de cada plot da Figura 1.5.

Para cada ponto aleatdrio, achei a distancia até o seu ponto vizinho mais préximo. Fixando um
raio r, contei a propor¢do de pontos de um plot que tiveram distdncia menor que r. Por exemplo,
para r = 0.10, obtive a propor¢do G de pontos observados que tiveram seu vizinho mais préximo
a uma distancia menor que 0.10. Considerando varios raios r distintos em cada plot, obtive a
proporcao de pontos que tiveram distdncia menor que r.

Entéo, por meio do cdlculo de probabilidades, sem usar dados estatisticos, com matemdtica
pura, obtive limites (m, M) tais que, se os dados vierem de fato do modelo 1, o valor da propor¢do
G deveria estar entre m e M com probabilidade muito alta. Se estiver fora dos limites, o modelo 2
deve ser o correto.

A Figura 1.9 mostra como o teste estatistico é realizado. No eixo horizontal temos o raio r.
O eixo vertical representa os valores da probabilidade da distincia ao vizinho mais préximo ser
menor que r. As duas linhas tracejadas foram obtidas com célculos probabilisticos, puramente
matematicos. Ndo vamos nos preocupar em descrever estes calculos neste instante. As linhas
tracejadas representam limites para a curva empirica G(r), representada pela linha sélida. Esta curva
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Figure 1.9: Curva empirica G(r) (linha sélida) e seus limites sob o modelo 1 (linhas tracejadas)
Versus o raio r.

empirica foi obtida calculando a propor¢ao de G de pontos observados que tiveram seu vizinho
mais préximo a uma distancia menor que r. Fiz estes calculo usando alguns valores r; < ... <ry
de r obtendo as proporgdes G(r) < ... < G(ry). A curva empirica G(r) é obtida conectando-se
com segmentos de reta os pontos (r;,G(r;)).

Na Figura 1.9 vemos a curva empirica G(r) dentro dos limites determinados pelas linhas
tracejadas. O teste estatistico recomenda entdo inferir que o Modelo 1 foi usado para gerar os dados
espaciais correspondentes. O raciocinio € que, caso o modelo 1 seja o correto, a curva empirica
G(r) deveria estar entre as linhas tracejadas com alta probabilidade. Por outro lado, caso o modelo
2 seja 0 modelo que esteja gerando os dados, a curva empirica G(r) tenderia a sair dos limites
tracejados. O teste pode levar a erros: 0 modelo 1 pode ser o correto e ainda assim a curva empirica
G(r) sair dos seus limites. O contrédrio também pode ocorrer: 0 modelo 2 € o correto mas a curva
empirica G(r) fica dentro dos limites tracejados. Entretanto, as linhas tracejadas sdo calculadas
para que isto ndo ocorra com muita frequéncia. Isto é, as linhas tracejadas sdo obtidas de tal forma
que, com probabilidade muito alta, a curva empirica G(r) fica dentro deseus limite caso o modelo 1
seja o correto.
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Figure 1.10: O resultado de aplicar um teste estatistico a cada um dos plots da Figura 1.5.

Vamos enfatizar uma vez mais: as linhas tracejadas foram obtidas supondo que o modelo 1 seja
o correto e isto foi feito por meio do célculo de probabilidades, sem dados. Ja a curva continua
G(r) representa um cdlculo empirico, baseado nos dados experimentais. O valor de G(r) é uma
propor¢ao calculada com os dados estatisticos, a propor¢ao de pontos cuja distdncia ao ponto
vizinho mais préximo ¢ menor que r. Se a curva continua G(r)calculada com os dados ficar dentro
dos limites tracejados obtidos pela teoria do modelo 1, nds entdo apostamos que o modelo 1 gerou
os dados espaciais observados. Se sair fora dos limites, apostamos no modelo 2 para ser o gerador
dos dados.

A Figura 1.2.1 mostra o resultado de aplicar este teste estatistico a cada um dos plots da Figura
1.5. Lembre-se que identidade do modelo probabilistico que realmente gerou este padrdes espaciais
foi revelada na Figura 1.5. Considerando a decis@o recomendada pelo teste estatistico na Figura
1.2.1, vemos que tomariamos uma decisdo errada apenas no plot (1,2), cujos dados sdo gerados
pelo modelo 2.

Probabilidade e estatistica: resumo

Probabilidade: a partir de um modelo matemético de um fendmeno que gera resultados nao-
deterministicos, o cdlculo de probabilidades permite deduzir matematicamente a probabilidade da
corréncia de diversos eventos. Nao € preciso ter nenhum dado estatistico para isto.

Estatistica: de posse de dados coletados no mundo real, construimos uma tabela de nimeros.
Deseja-se descobrir qual foi o0 modelo probabilistico que gerou estes dados. Identificado o modelo,
deseja-se usi-lo para calcular a probabilidade da ocorréncia de eventos que possiveis que ainda ndo
foram observados ou que ndo sdo muito frequentes.

A imagem na Figura 1.3 mostra as diferencgas entre estatistica e probabilidade. Esta imagem foi
extraida de http://herdingcats.typepad. com/my_weblog/.

Embora diferentes, estatistica e probabilidades alimentam-se mutuamente. Uma nio poderia
existir saudavelmente sem a outra. Os problemas do mundo real para os quais queremos calcular
probabilidades inspiram o desenvolvimento de teorias e conceitos probabilisticos, bem como a
obtencdo de teoremas matemadticos sobre estas probabilidades, muitas vezes contradizendo a nossa
intui¢do. Por outro lado, a capacidade de criar modelos e fazer cdlculos probabilisticos cada vez
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Figure 1.11: Diferenga entre estatistica e probabilidade.

Statistics: Given the

g information in your
hand, what is in the
pail?

Probability: Given
the information in
the pail, what is in
your hand?

mais complexos, nos leva a coletar dados com estruturas sofisticadas e entio ser capaz de inferir
quais desses modelos estdo operando na realidade. Na préxima se¢@o apresentamos um exemplo
consagrado do uso de dados para estabelecer um modelo sofisticado de predig@o para a concessao
de crédito financeiro.

Risco de crédito: dados e modelo probabilistico

Clientes solicitam crédito ou tomam empréstimo com agentes financeiros. Esses agentes querem
saber, para cada cliente, se ele vai pagar de volta dentro do prazo o empréstimo feito. Um modelo de
risco de crédito avalia a probabilidade disso ocorrer dado que o cliente possui certos atributos. Se a
probabilidade for baixa, ele € um risco potencial e o crédito deveria ser negado. Se a probabilidade
for alta, o crédito deveria ser concedido.

De fato, esta probabilidade é altamente personalizada e deve depender de vérios aspectos
ligados ao cliente e ao ambiente de negdcios. Por exemplo, a probabilidade de pagar de volta dentro
do prazo o empréstimo feito deve depender do saldo médio da conta do cliente em relacio oa valor
do empréstimo. Se o cliente deseja um empréstimo que representa 25% do que ele em geral possui
de saldo na sua conta ou se ele deseja um empréstimo que € 10 vezes maior que seu saldo médio, o
risco de ndo pagamento parece ser maior no segundo caso.

Muito outros fatores devem afetar o cdlculo dessa probabilidade. H4 quanto anos o tomador de
empréstimo € cliente da institui¢ a0? Qual sua histdria pregressa em termos de empréstimos e seus
pagamentos? O ambiente econdmico € de crescimento e portanto favordvel a novos investimentos
ou € um ambiente de recessdo?

Precisamos de um modelo de probabilidade para fazer estes cdlculos. Existem muitos modelos
possiveis sendo usado atualmente pelas instituicdes financeiras. Alguns sdo melhores que outros
pois conseguem prever melhor o que os clientes vao fazer no futuro.

Quais os dados necessdrios para identificar um modelo de probabilidade desses? Busca-se
dentre os clientes recentes do banco uma amostra estatistica dentre aqueles que pegaram algum
empréstimo. Para cada um desses clientes, anota-se uma resposta bindria Y:

e Y =1 se o cliente pagou de volta no devido tempo.
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e Y =0 case contrdrio.

Além disso, temos um conjunto de atributos que podem influenciar o comportamento desses
clientes. Para cada cliente na amostra, anota-se as seguintes caracteristicas que potencialmente
podem afetar a probabilidade de de pagar de volta dentro do prazo o empréstimo tomado:

e Balance of current account

e For how long has been a client (in months)

e Payment of previous credits: no previous credits/paid back all previous credits; hesitant
payment of previous credits; problematic running account.

Purpose of credit: new car; used car; items of furniture; vacation; etc.
Amount of credit.

Value of savings or stocks.

For how has been employed by current employer (in years).
Installment in % of available income

Marital Status, Sex, Age, etc.

The unreasonable effectiveness of data

Precisamos mesmo de um modelo probabilistico? Nos dias de big data, os dados ndo respondem
tudo? Afinal, podemos fazer cdlculos diretos e simples a partir dos dados diretamente.

Por exemplo, qual a probabilidade de um cliente com mais de 60 anos e saldo médio maior
que 5 mil reais nao pagar o crédito? Separe a sub-amostra de clientes com mais de 60 anos e
saldo maior que 5 mil. Se esta sub-amostra ndo for muito pequena ... (digamos, maior que 1000
individuos) ... Dentre os individuos dessa sub-amostra, obtenha a proporcio dos que ndo pagaram o
crédito. Esta proporcio é aproximadamente a probabilidade de ndo-pagamento. Muito simples,
apenas contagem no banco de dados.

Nem sempre é tao simples. O cliente tem muitos atributos, ndo apenas idade e saldo médio.
Para cada cliente, temos mais de 15 atributos. Se cada atributo possui apenas dois valores possiveis,
temos 2'> = 32768 configuracdes de clientes. Em cada uma dessas configuracdes possiveis,
queremos a probabilidade de ndo pagamento. Precisamos de pelo menos uns 100 individuos em
cada configuracio para estimar a probabilidade. Isto dd 32768000, ou mais de 32 milhdes de
individuos na base de dados.

Simplesmente, ndo existe base com clientes recentes deste tamanho para este problema.
Suponha que ndo exista na base de dados nenhum individuo com idade x, saldo y, etc. Ou
quem sabe existam apenas 3 individuos com estes atributos. Como estimar bem a probabilidade de
ndo pagamento de um novo cliente com estes atributos?

Uma outra situacdo em que as coisas nao sao tdo simples para um estatistico € quando o evento
de interesse € relativamente raro. Considere, por exemplo, as perdas financeiras associadas com
tufdes em Taiwan. Qual a probabilidade de ocorrer um tufio causando perda maior que 4 milhdes
nos proximos 10 anos? Como nio existe nenhum tufio que, até agora tenha causada uma perda
maior que 4milhdes, devemos estimar esta probabilidade como sendo zero?

m Example 1.6 — Mais um exemplo. Dados 71, 75,...,T,: o tempo de sobrevida de n pacientes
submetidos a um novo tratamento médico. Deseja-se estimar o tempo esperado E(7') de sobrevida
apos o tratamento. Simples: tire a média aritmética dos n tempos observados.

Suponha que o experimento precisa fornecer uma estimativa um ano apds o inicio do estudo.
Um ano apds o estudo, 50% dos pacientes faleceram (e portanto sabe-se o valor de T para estes
individuos). Mas 50% ainda ndo faleceram e ndo se conhece T para estes outros individuos. A
média dos valores conhecidos vai tender a subestimar o valor esperado de sobrevida. Como fazer
neste caso?
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Figure 1.12: Perdas financeiras em plantagdes de arroz causadas por tufdes em Taiwan.
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Figure 1. Scatter plot of Taiwan typhoon rice loss

1.5 Modelos probabilisticos para a andlise estatistica de dados

Precisamos de um modelo estatistico conceitual.

Definition 1.5.1 — Modelo Estatistico Conceitual. Uma distribui¢do de probabilidade hipotética
descrevendo como os dados observados poderiam ter sido gerados.

A modelagem € a concep¢do de um arcabouco matemdtico capaz de gerar os dados. Os dados
que nos interessam ndo sdo deterministicos. Assim esse modelo matematico geralmente € um
modelo probabilistico ou estocastico. Vamos listar algumas das propriedades desejadas de um bom
modelo estatistico.

O modelo probabilistico deve ser capaz de simular dados com caracteristicas estatisticas semel-
hantes a aquelas observadas na realidade. Por exemplo, deve ser capaz de predizer mais ou menos
bem eventos que realmente ocorrem na realidade. O modelo propde um mecanismo plausivel, que
corresponde em algum sentido ao que realmente acontece na realidade. Um mecanismo plausivel
pode sugerir intervengdes ou agdes que alterem a realidade de alguma maneira desejada (prevenindo
doencas e fraudes, por exemplo). Finalmente, o modelo deve ser facilmente manipuldvel matemati-
camente e conceitualmente. Precisamos fazer cdlculos de probabilidade com o modelo. Se ele for
muito complexo, ndo seremos capazes disso.

As propriedades costumam ser conflitantes

Muitas vezes, ndo é possivel ter todas as trés propriedades simultaneamente. Por exemplo, um
modelo para gerar dados que sejam bem realistas talvez tenha que se tornar muito complicado.
Isto significa que ele provavelmente vai ser dificil de analisar matematicamente. Por isto, pode
ser razodvel considerar modelos que reproduzem apenas algumas das caracteristicas dos dados
subjacentes. Queremos reproduzir no modelo as principais caracteristicas em que estamos mais
interessados no momento. O processo de modelagem € geralmente dificil, exige experiéncia, e
muitas vezes é uma ciéncia e uma arte.

Modelos para qué?
Por que estamos interessados em elaborar modelos matematicos para os nossos dados ob-
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Figure 1.13: Os dois modelos de redes sociais: exemplo de realizagdes. Modelo de Pélya-Erdos
(esquerda) e de Barabasi-Albert (direita).

Random Graph Preferential Attachment

servados? Um bom modelo da certo significado aos nossos dados e ajuda a entender de forma
aproximada o mecanismo por meio do qual os dados sdo criados. Muitas vezes, o modelo é apenas
uma caricatura da situagao real. Caricatura é um desenho de um personagem da vida real que
enfatiza e exagera algumas das caracteristicas fisicas ou comportamentais da pessoa de uma forma
humoristica. Em geral, nem de longe, a caricatura é um retrato fiel do individuo. Entretanto, ela
representa-o de tal modo que, ao vermos a caricatura, imediatamente reconhecemos de quem se
trata. Modelos sdo como caricaturas: capturam o essencial para representar uma situacdo de forma
que propriedades do modelo podem ser depois aplicadas a situagdo real.

m Example 1.7 — Modelos para rede complexa. Redes complexas possuem a maioria dos
seus vértices com poucas arestas. Entretanto, alguns poucos vértices possuem muitas arestas
(s@o os hubs da rede). Seja P(K) a probabilidade de um vértice possuir k arestas. Quase sempre,
encontramos em redes complexas que P(K) ~ ¢/k" onde c e y sdo constantes. Isto é chamado uma
distribui¢do de probabilidade na forma power-law (poténcia inversa de k. Como isto pode acontecer
na prética?

Modelo de Polya-Erdos

Suponha que cada par de vértices joga uma moeda para o alto. Se der cara, um link é
estabelecido entre eles. Se der coroa, eles ndo se ligam. Por mero acaso, alguns vértices terdo um
nimero de links maior que outros.

Entretanto, este modelo ndo € capaz de gerar a caracteristica power-law da realidade. O niimero
de links tem pouca variacio em tonro da média, nunca gerando os hubs dominantes que vemos nos
casos reais. Este ndo € um bom modelo para as redes complexas da realidade.

Modelo de preferential attachment

O modelo de rede social preferential-attachment de Barabasi-Albert € uma alternativa bem
melhor que o modelo de Pélya-Erdds. Comece com poucos vértices ligados ao acaso entre si pelo
modelo anterior. Produza novos vértices sequencialmente. Um novo vértice conecta-se a um no ja
existente com uma probabilidade proporcional ao niimero de arestas que o né antigo ja possui.

A Figura 1.13 mostra dois exemplos de redes sociais geradas a partir dos dois modelos, o
modelo de Pélya-Erdos (a esquerda) e de Barabdsi-Albert (a direita).
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O modelo de preferential attachment de Barabasi-Albert ndo € um modelo perfeito para as
redes complexas reais. Mas ele induz uma distribui¢c@o nos graus dos vértices de redes complexas
que possui uma forma de power-law, com cauda pesada. Temos em maos entdo um mecanismo
hipétetico que produz um aspecto muito visivel e caracteristico das redes complexas. Temos uma
caricatura do processo gerador real das redes complexas.

n

Assim, a intencao do analista de dados € formular uma estrutura matemadtica simples, mas nao
trivial, que represente os aspectos essenciais e mais relevantes do fendmeno aleatério de interesse.
Semelhante a uma caricatura, um bom modelo probabilistico ndo é um retrato fiel e perfeito de uma
situacdo real, mas um esbogo que reproduz e até amplifica ou exagera os seu tracos mais marcantes
de forma a torné-lo facilmente reconhecivel.

Outro uso de um bom modelo é fazer predicdes. Um bom modelo de classificagcdo de risco de
crédito serve para isto. Com base em vdrias caracteristicas (ou features, em inglés) de um usudrio,
conseguimos prever se ele vai pagar ou ndo na data combinada um eventual empréstimo. Isto é
feito com dados histéricos: temos uma enorme colecio de individuos que tomaram empréstimo e
qual foi o resultado (Y = 1, pagou; Y = 0, ndo pagou). Para cada individuo, temos também suas
caracteristicas coletadas como um vetor X. Algumas das caracteristicas sdo: sexo, idade, tempo
como correntista, saldo médio, etc.

Com estes dados estatisticos, encontramos um modelo para P(Y = 1|x). Isto €, um modelo para
a probabilidade de pagar dado que possui as caracteristicas x. Este modelo é usado para predizer o
comportamento de futuros tomadores de empréstimo. Um cliente com as caracteristicas x chega
e pede um empréstimo. Calcule P(Y = 1|x) usando o modelo. Se a probabilidade é baixa, ndo
conceda o empréstimo.

A tomada de decisdes com base em predicdes aparece o tempo todo. Devemos conceder o
empréstimo? Oferecer desconto a cliente se € grande a chance dele comprar um item muito caro.
Cortar a conexdo a uma rede se a chance de que certas atividades na rede sejam ac¢ao de hackers.
Construir uma nova estacdo metereolégica numa localizac@o (x,y) se esta posi¢do minimiza a
incerteza de previsdes para a regido como um todo a partir da rede existente mais a nova estagao.
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Dados Estatisticos

Coletamos regularmente dados dos mais variados tipos: numéricos, strings, imagens, sons, videos.
Estes dados podem estar estruturados de forma complexa. Por exemplo, atributos individuais de
usudrios do Facebook estruturados na forma de uma grafo de amizade com arestas conectando
seguidores e seguidos. Ou podemos ter dados genéticos de individuos organizados como arvores
genealdgicas em estudos de DNA. Todos estes dados podem (e sdo) analisados estatisticamente.

Entretanto, o tipo de dado mais comum nas andlises estatisticas sdo aqueles organizados de
forma tabular. Um exemplo estd na Tabela 2.1 que mostra as quatro primeiras linhas de uma tabela
com caracteristicas extraidas de mensagens eletronicas. Cada linha da tabela corresponde a um
email.

As colunas da Tabela 2.1 correspondem a diferentes varidveis extraidas dos emails. Elas sdo
definidas da seguinte forma:

e spam: Specifies whether the message was spam.

e num_ char: The number (#) of characters in the email.

e line_ breaks: # line breaks in the email (not including text wrapping).

e format: Indicates if the email contained special formatting, such as bolding, tables, or links,

which would indicate the message is in HTML format.

e number: Indicates whether the email contained no number, a small number (< 1 million), or

a large number.

e ratioti: ratio of image area to text: a message using images instead of words in order to

sidestep text-based filtering.

e Jobs: % HTML with obfuscated text, such as unnecessary hex-encoding of ASCII characters

in an attempt to avoid text-based filters.

Essas varidveis foram escolhidas e passaram a ser medidas pois acredita-se que elas podem
ser uteis para discriminar emails validos daqueles que sdo spam. A primeira coluna foi criada
manualmente, com pessoas classificando as mensagens como spam ou nio spam. As demais
varidveis foram extraidas automaticamente das mensagens, sem intervengdo humana. O objetivo é
criar uma regra a ser usada em futuras mensagens. Nestas mensagens futuras, apenas as varidveis
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spam num_char 1line_breaks format number

no 21,705 551 html small
no 7,011 183 html big

yes 631 28 text none
no 15,829 242 html small

Table 2.1: Quatro primeiras linhas da tabela spam. Fonte: Openlntro Statistics Project, https:
//www.openintro.org/stat/textbook. php.

das colunas 2 a 6 serdo coletadas automaticamente. O objetivo € predizer o valor da primeira
varidvel, spam, baseada nas demais varidveis da tabela. Se o modelo for capaz de fazer boas
predi¢des, poderemos descartar com seguranca as mensagens de spam sem a necessidade de
verificar manualmente cada uma delas. Um modelo estatistico baseado nestes dados € capaz de
determinar quais dessas varidveis sdo relevantes para esta tarefa e como usa-las para predizer se
uma mensagem € spam ou nio.

Por exemplo, o resultado de uma andlise estatistica dos dados poderia concluir que apenas
duas varidveis sdo uteis, ratioti e j%obs. Além disso, elas devem ser usadas da seguinte forma:
se uma mensagem possui ratioti acima de 2 e se %obs € maior que 50%, a probabilidade de
que a mensagem seja um spam € muito alta e ele deve ser retido. Geralmente, os modelos que
sdo realmente suados para esta tarefa utilizam tabelas com muitas linhas (milhdes delas) e com
muitas colunas (uma centena ou mais). As regras finais costumam ser mais complexas do que a que
apresentamos acima mas a idéia geral € a mesma, apenas a escala do problema fica maior.

De uma maneira mais formal (mais ainda vagamente descrita), nés vamos procurar criar
uma fun¢do matemdtica g que tem como pardmetro de entrada as carecteristicas da mensagem
representadas por um vetor x onde X = (num_ char,line_ breaks,...,%obs) e cuja saida seja a
varidvel Y = spam.

Tipologia de varidveis

Cada linha da tabela corresponde a um caso. Casos também sdo chamados de observagées,
instdncias, ou exemplos. Cada coluna corresponde a uma varidvel. Uma varidvel também ¢é
chamada de atributo, ou caracteristica (feature, em inglés). A tabela de dados coletados é chamada
de amostra (sample, em ingl€s).
As variaveis podem ser divididas em 4 tipos basicos:
e Variaveis numéricas
— discreta
— continua
e Varidveis categdricas
— nominal
— ordinal

Variaveis numéricas

Com um variavel numérica numa tabela faz sentido somar seus valores (para obter um total geral,
por exemplo), subtrair (para medir a diferenca entre dois casos, por exemplo) ou tomar médias
de seus valores. Exemplos de varidveis numéricas na tabela 2.1 sdo num char, line breaks,
ratioti e %obs.

Variaveis numéricas discretas assumem apenas alguns valores possiveis. Estas valores podem
ser colocados numa lista enumeravel. Na tabela 2.1, num char e 1ine breaks sdo variaveis
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numéricas discretas. Elas assumem apenas alguns valores com saltos entre eles (inteiros, neste
caso). A lista de valores possiveis ndo precisa ser finita, como no caso dos inteiros nestas varidveis.
Ela precisa ser enumerdvel. Outros exemplos possiveis

No caso de varidveis numéricas continuas, seus valores podem assumir qualquer valor num
intervalo da reta real. ratioti e %obs sdo exemplos de varidveis continuas na Tabela 2.1.

m Example 2.1 — RRR. The R statistical language comes with many data sets. Type data() to see
what they are.

Varidveis categéricas

Como o nome estd dizendo, os valores possiveis de varidveis categoricas sdo categorias. Os valores
sdo apenas rétulos indicando diferentes categorias em que os casos podem se classificados. Com
estas varidveis categodricas, ndo faz sentido fazer operacdes aritméticas com seus valores. Assim,
em principio, nés ndo somamos, subtraimos ou tiramos médias de colunas na tabela que sejam
varidveis categoricas.

No caso de varidveis categéricas ordinais, o valor € um rétulo para uma categoria dentre k
possiveis e as categorias podem ser ordenadas. Existe uma ordem natural nos valores possiveis.
Na tabela 2.1, a varidvel number é um exemplo de varidvel categdrica ordinal. Existe uma ordem
natural nos valores possiveis: none < small < big.

No caso de varidveis categéricas nminais, os seus valores possiveis sdo rétulos de categorias
que nio podem ser ordenadas. Na tabela 2.1, as varidveis spam e format sdo exemplos deste tipo
de varidvel.

m Example 2.2 Em pesquisa amostrais usando questiondrios, é comum que os respondentes (0s
casos, linhas da tabela), respondam Numa pesquisa, a resposta (pouco, médio, muito) para uma
pergunta. "

R, uma linguagem para andlise de dados

R é uma linguagem de script interpretada, open-source. Ela é voltada para:

e manipulagdo de dados,

e andlise estatistica

e visualizacdo de dados
Ela foi inspirada na linguagem S desenvolvida na AT & T no anos 80. R foi escrita por Ross Thaka
e Robert Gentleman, no Depto de Estatistica da Univ de Auckland, NZ.

Dados tabulares em R

Dados tabulares usualmente sdo organizados em data.frames: sdo matrizes em que as variaveis
(ou colunas) podem ser de tipos diferentes. Alguns dos comandos para ler dados em dataframes
sd0: read.table, read.csv, e read.delim. Vamos usar abaixo read.csv para ler um arquivo
no formato csv e fazer algumas operagdes explicadas a seguir.

> pressao = read.csv("Tl.dat", header = T, row.names = NULL)

> dim(pressao)

[1] 500 501

> pressao = pressaol, 1:18] # selec. las. 18 colunas

> colnames(pressao)
[1] "sbp" "gender" "married" "smoke" "exercise" "age"
[7] "weight" "height" "overwt" "race" "alcohol" "trt"
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variavel  descricdo

sbp Systolic Blood Pressure, Continuous Numerical Variable
gender Binary Nominal Variable: M = Male, F = Female
married  Binary Nominal Variable: Y = Married, N = Not Married

smoke Smoking Status, Binary Nominal variable: Y = Smoker, N = Non-
Smoker

exercise Exercise level, Categorical Ordinal variable: 1 = Low, 2 = Medium, 3
= High

age Continuous Numerical variable (years)

weight Weight, Continuous Numerical variable (1bs)

height Height, Continuous Numerical variable (inches)

overwt Overweight, Categorical ordinal variable: 1 = Normal, 2 = Over-
weight, 3 = Obese.

race Race, Categorical nominal variable taking values 1, 2, 3, or 4.

alcohol Alcohol Use, Categorical ordinal variable: 1 = Low, 2 = Medium, 3 =
High

trt Treatment for hypertension, Binary nominal Variable: Y = Treated, N
= Untreated

bmi Body Mass Index (BMI), Continuous Numerical variable: Weight /
Height2 *703

stress Stress Level, Categorical ordinal variable: 1 = Low, 2 = Medium, 3 =
High

salt Salt (NaCl) Intake Level, Categorical ordinal variable: 1 = Low, 2 =

Medium, 3 = High
chldbear Childbearing Potential, Categorical nominal variable: 1 = Male, 2 =
Able Female, 3 = Unable Female

income Income Level, Categorical ordinal Variable: 1 = Low, 2 = Medium, 3
= High

educatn  Education Level, Categorical ordinal Variable: 1 = Low, 2 = Medium,
3 = High

Table 2.2: Varidveis de uma tabela com os dados coletados em uma pesquisa conduzida pela
empresa farmacéutica GlaxoSmithKline em Toronto, Canada.

[13] "bmi" "stress" "salt" "chldbear" "income" "educatn"

Estes dados sdo o produto de uma pesquisa conduzida pela empresa farmac€utica GlaxoSmithK-
line em Toronto, Canada. Eles foram obtidos em http://www.math.yorku.ca/Who/Faculty/
Ng/ssc2003/BPMain.htm. O dataframe pressao contem 500 pacientes, cada um deles numa
linha da tabela. Estas sdo os casos ou instancias ou observaccoes da andlise estatistica. A tabela
possui 501 varidveis ou atributos, as colunas da tabela. As 501 varidveis (ou colunas) consistem de:

e pressdo sistdlica do paciente

e 17 varidveis clinicas potencialmente preditoras de hipertensao,

e 483 marcadores genéticos
No terceiro comando acima, a tabela inicial € reduzida, ficando apenas com as suas primeiras 18
colunas. Eliminamos os 483 marcadores genéticos ficando apenas com as varidveis clinicas. O
ultimo comando pede a listagem dos nomes das colunas do dataframe pressao.

Dos 500 pacientes, metade tinha pressado arterial baixa e metade, elevada (hipertensdo). A
defini¢do das varidveis, junto com seu tipo, é dada na tabela abaixo.
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Vetores e resumos numéricos

Para entrar rapidamente com pequenos conjuntos de dados em R podemos usar a func¢ao c, que
combina ou concatena elementos num vetor. Depois de armazenar os dados num vetor, aplicamos
uma série de funcgdes estatisticas tais como calcular o seu valor maximo, a média, etc.

> # gols marcados no brasileirao de 2014, por time
> x = c(67,59,53,49,51,61,36,43,42,46,36,38,37,42,39,34,37,31,31,28)

> max(x) # uma funcao aplicada ao vetor
[1] 67

> mean(x) # funcao estatistica
[1] 43

> median(x); sum(x) # ok ter mais de um comando por linha usando ";"
[1] 40.5
[1] 860

> summary(x) # resumo basico com 5 numeros
Min. 1st Qu. Median Mean 3rd Qu. Max.
28.0 36.0 40.5 43.0 49.5 67.0

> sort(x)
[1] 28 31 31 34 36 36 37 37 38 39 42 42 43 46 49 51 53 59 61 67

> x[1]-x[2] # acessando elementos do vetor
[1] 8

>x > 40 & x < 50 # vetor logico: quem atende ’a condicao?
[1] FALSE FALSE FALSE TRUE FALSE FALSE FALSE TRUE ...... FALSE

> mean( x[ x > 40 & x < 50] ) # aninhando: media dos x’s que sao > 40 e < 50
[1] 44.4

> which(x == max(x)) # quais posicoes do vetor sao T
(11 1

Mais comandos auto-explicativos aplicados em um vetor numérico x.

> x[c(3, 5, 8:11)] # selecionando elementos de x
[1] 53 51 43 42 46 36

>y = log(x/2) - 3 # se alguma vez precisar disso ...

>y
[1] 0.51154544 0.38439026 0.27714473

> round(y, 3)
[1] 0.512 0.384 0.277 .....
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> sum( log(x) + x2 ) # e’ claro que queremos calcular isto com os gols, certo?
[1] 39226.67

> sum(x > 50) # operacao numerica com vetor logico
(1] 5

> c(x, c(20, 39, 45)) # acrescentando gols de 3 times adicionais
[1] 67 59 53 49 .... 31 28 20 39 45

> x = c(x, c(20, 39, 45)) # salvando em x

> x[ (length(x) - 20) : (min(x) - 12) ] # funcoes dentro de indexadores
[1] 53 49 51 61 36 43

> cumsum(x) # soma acumulada de gols, na ordem do vetor x
[1] 67 126 179 228 279 340 376 ...

> rev(cumsum(x)) # revertendo a soma acumulada de gols
[1] 964 919 880 860 832...

Mais comandos em R usando um vetor numérico:

> 1:9
[1] 1234567829

> seq(0, 1, by=0.1)
(1] 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

> seq(0, 1, length=11)
(1] 0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

> rep(-1, 5)
(1] -1 -1 -1 -1 -1

> rep(c(-1, 0), 5)
[1] -1 0-1 0-1 0-1 0-1 0

> rep(5, c(-1, 0))
Erro em rep(5, c(-1, 0)) : argumento ’times’ invalido

> rep(c(-1, 0), c(5, 3))
[1] -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0

> rep(-1:2, rep(3, 4))
[1] -1-1-1 0 0 0 1 1 1 2 2 2

Visualizando dados numéricos
Histograma

A maneira de visualizar os dados de uma tabela depende do tipo de varidvel. Para varidveis
numéricas, o histograma € uma excelente op¢do. Ele permite ver como os dados de uma varidvel
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Figure 2.1: Histograma dos 500 valores da varidvel sbp, pressao sistélica, vindos da tabela 2.2.

numérica (tipicamente continua) espalham-se no intervalo formado pelo menor e pelo maior valor da
amostra. Simplesmente olhando o grafico podemos perceber se os dados tendem a estar acumulados
numa pequena egifo dentro do intervalo delimitado pelos extremos (maximo e minimo). Ao invés
disso, os dados podem estar igualmente bem espalhados dentro daquele intervalo ou pode ter duas
pequenas regides de grande concentracao.

Digitando hist (pressaol[, "sbp"]) produz o grifico na esquerda da Figura 2.1. O gréfico da
direita foi feito acrescentando o pardmetro opcional prob=T ao comando anterior. Isto é, digitando
hist(pressaol[,"sbp"],prob=T) temos o grafico da direita. Observe que os dois graficos sdo
idénticos exceto pela escala vertical. No grafico da direita a soma das 4reas dos retangulos € igual a
1. Vamos discutir estes histogarma com 4area total igual a 1 mais a frente.

Considerando o grafico da esquerda, vemos que o intervalo [100,200] possui cinco retingulos
e portanto cada retdngulo tem uma base de comprimento aproximadamente igual a 20. Veremos
mais tarde como ter controle do tamanho do intervalo bem como de outros aspectos do histograma.
Usando 20 como comprimento, os dados estdo, grosso modo, espalhados no intervalo [60,240].
Como os individuos se distribuem dentro deste intervalo? Aqui o histograma é util. A altura de
cada retagulo no gréfico da esquerda € a contagem do niimero de individuos da amostra que cairam
dentro do intervalo. A regra fundamental para olhar um histograma ¢ a seguinte:

‘ Num histograma, as dreas dos retangulos relativas a drea total representam porcentagens

Qual a porcentagem dos individuos da amostra que possuem pressao entre 180 e 200? Como
a altura do retdngulo cuja base € o intervalo [180,200] tem uma altura menor que 50, um valor
proximo de 40. Na verdade, a contagem neste intervalo é exatamente igual a 43, mas isto ndo
importa. Queremos apenas ter uma idéia qualitativa da distribuicdo. Como existem 500 pacientes
na amostra, o valor aproximado de 40 pessoas no intervalo diz que aproximadamente 8% dos
individuos cairam entre 180 e 200. Se perguntarmos qual a propor¢do que tem pressdo acima de
180, vamos encontrar aproximadamente (40 +20+5)/500 = 0.13 ou 13% da amostra com pressdo
alta. Se quisermos a mediana dos dados, o valor que deixa aproximadamente metade da amostra
abaixo dele e a outra metade acima, podemos tentar obte-lo apenas olhando o histograma. ¢ preciso
encontrar um ponto no eixo horizontal que deixa a drea total dos retadngulos a sua esquerda igual a
50% da area total e, claro, a drea a esquerda também igual a 50%. De forma aproximada por causa
das alturas diferentes e de forma puramente visual, verificar que esta mediana ndo deve estar nem
abaixo de 120 nem acima de 160. Podemos estimar que a mediana deve ser algum valor entre 140 e
160.
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Figure 2.2: Plots mostrando algumas opg¢des ao usar o comando hist.

O algoritmo para criar um histograma é muito simples. Temos N casos (ou exemplos ou
instancias de uma variavel numérica. Forme uma grade quebrando o eixo horizontal em pequenos
intervalos de comprimento A. Conte o nimero de casos em cada um dos intervalos: n; casos no
intervalo 1, ny casos no intervalo 2, etc. de forma que N = )} ;n;. Faca um retdngulo usando o
intervalo da grade como base. A altura do i-ésimo retdngulo € igual a:

(A) contagem n; de dados que caem no intervalo i (grifico a esquerda na Figura 2.1).
(B) ou igual a propor¢do n;/N que cai no intervalo i dividida por A. Isto é, altura é n;/(NA)
(gréfico a direita na Figura 2.1)

No caso (A), a soma das dreas dos retangulos do histograma varia com o tamanho da amostra.
No caso (B), a soma das areas dos retdngulos é sempre igual a 1. Esta propriedade € importante
pois, como veremos no capitulo ??, ela permite comparar graficamente os histogramas com curvas
chamadas densidades de probabilidade. A maneira mais util de usar um histograma, seja do tipo
(A) ou do tipo (B), é calculando as dreas dos retdngulos relativamente a drea total. A soma (relativa)
das areas dos retdngulos de um intervalo do eixo horizontal fornece a propor¢ao dos elementos da
amostra que caem naquele intervalo.

O comando no R para criar um histograma € hist (x) onde x € um vetor numérico ou uma
coluna numérica de um dataframe. Este comando usa a contagem n; descrita acima em (A). Existem
vdarias opgdes para alterar o histograma basico, incluindo o argumento prob=T para criar um
histograma do tipo (B):

attach(pressao) # com isto, podemos nos referir ’as colunas pelo nome
par (mfrow=c(2,2)) # tela grafica para 4 graficos num formato 2 x 2
hist(sbp, breaks = 20) # controlando numero de breaks

hist(sbp, prob = T) # histograma possui area total 1, opcao (B) acima

# A seguir, controle da grade com breaks e titulo para o grafico

hist(sbp, breaks = c(50, 130, 160, 200, max(sbp)), prob=T, main="Pressao")
# Controlando o rotulo para o eixo horizontal

hist(sbp, breaks = 15, prob=T, xlab="pressao", main="Pressao sistolica")
rug(sbp) # acrescenta um tapete com os dados originais

O resultado do uso destes comandos estd nos plots da Figura 2.2.

= Example 2.3 — Pirdmides etdrias sdo histogramas. Um exemplo interessante de uso do
histograma € ao visualizar a evolug@o da populacdo brasileira nas décadas mais recentes por
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Figure 2.3: Piramides etdrias do Brasil em 1980 e projecdes em 2020 e 2050. Fonte: IBGE.

meio das pirAmides etdrias, que sdo simplesmente histogramas dispostos verticalmente (girando o
histograma usual em 90 graus). A Figura 2.3 mostra as pirdmides etdrias da populagao brasileira
em 1980 e a sua projecdo para os anos de 2020 e 2050. Em cada piramide, a populacdo masculina
é pintada de azul e a feminina de vermelho. Cada barra horizontal representa um ano de idade.
As idades sao lidas no eixo vertical. No eixo horizontal, temos a contagem do niimero de pessoas
que possuem aquela idade no ano em questdo. Assim, a piraimide de cada sexo é simplesmente
um histograma da distribuicdo por idade dos individuos daquele grupo mas rotacionado de 90°. O
histograma masculino € colocado junto ao histograma feminino, o que facilita a comparacdo entre
eles.

E chocante a mudanca pevista na estrutura etdria do Brasil em apenas 80 anos. Em 1980 a
estrutura tinha realmente uma forma de pirdmide com os jovens dominando a populacdo. A parcela
que requer aposentadorias, pensdes e cuidados maiores e mais caros com a satide sdo aqueles acima
de 60 anos. Eles representam uma pequena proporcao da populacio total. Visualmente, e de forma
muito aproximada, os histogramas nos dizem que a propor¢do de idosos em 1980 seria menos de
5%, por volta de 15% em 2020 e 25% em 2050. Como os custos de um sistema de previdéncia
social cotumam ser cobertos com contribuicdes dos mais jovens que ainda estdo ativos, temos
uma parcela cada vez menor de pessoas sustentando um grupo que cresce relativamente ao total
populacional. Se em 2017 a previdéncia € altamente deficitdria,a situacdo pode ficar insustentavel
num futuro préximo a menos que haja aumento de impostos (e diminuicdo do crescimento da
economia) ou reducdo de beneficios (com impacto politico negativo para quem implementar a
mudanga).

m Example 2.4 Outro exemplo mostra a ocasional necessidade de transformar os dados para
compreende-los melhor. A Figura 2.4 mostra histogramas da populacio residente nos 5564
municipios brasileiros em 2006 e foi gerada com cédigo abaixo:

> pop = read.csv("POP2006.csv", header = T, row.names = NULL)
> colnames (pop)
[1] "ESTADQ" "MUNICIPIQ" "POP2006"

> par(mfrow=c(2,2), oma=c(0,0,0,0), mar=c(2, 3, 2, 1))
> hist(popl[,3], main="populacao municipal em 2006")

> sum(pop[,3] > 1076) # quantas cidades com mais de 1 milhao?
(1] 14

> # Histograma apenas das cidades menores que 1 milhao

> hist(poplpop[,3] < 1076,3], main="pop < 1 milhao")
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Figure 2.4: Populacdo dos 5564 municipios brasileiros em 2006. Fonte: IBGE.

> sum(pop[,3] > 5%10°5) # 36 cidades maiores que 500 mil
> hist (poplpop[,3] < 5%10°5,3], main="pop < 500 mil")

> sum(pop[,3] > 10°5) # 267 cidades maiores que 100 mil
> hist (poplpopl[,3] < 10°5,3], main="pop < 100 mil")

O parametro oma controla o espaco das margens externas da janela gréafica e o pardmetro mar
controla as margens internas de cada plot. Veja o excelente site Quick-R em http://www.
statmethods.net/advgraphs/axes.html.

O grifico na posi¢do (1, 1) na figura tem os dados de todos os 5564 municipios. Enquanto no
histograma de pressdo sistdlica tinhamos os dados espalhando-se de maneira simétrica para cada
dos lados em torno de um ponto central, aqui os dados distribuem-se no eixo horizontal de forma
muito diferente. Existe uma imensa desigualdade nos tamanhos de populacdo dos municipios, com
a maioria deles tendo uma populacio relativamente pequena. Esta grande maioria € a responsavel
pela primeira barra a esquerda, de altura maior que 5000. De fato, o tamanho de cada intervalo da
grade é igual a 10°, ou 1 milhdo de residentes. O comando

sum(pop[,3] > 1076)

retorna 14 cidades com mais de 1 milhdo. Assim, um punhado de 14 municipios distribuem-se na
maior parte do espaco do eixo horizontal enquanto todos os demais municipios t€m menos de 1
milhdo de habitantes e estdo empilhados na primeira barra do histograma. E impossivel ver como
esta maioria dos municipios se distribui na pequena faixa de 0 a 1 milhao.

As vezes, esse problema se resolve eliminando estes poucos valores muito extremos e refazendo
o histograma apenas com os restantes. Neste caso, a escala horizontal iria apenas até 1 milhdo de
habitantes e costuma ser possivel visualizar melhor as populagdes da maioria dos municipios. Mas
este ndo € o caso desses dados. Os graficos nas posi¢des (1,2) e (2,1) mostram o histograma das
populacdes de cidades com menos de 1 milhdo e com menos de 500 mil habitantes, respectivamente.
O mesmo tipo de grafico com extrema desigualdade e dificuldade de enxergar os valores menos se
repete.

Na posigdo (2,2), temos o grafico com as 5297 cidades com menos de 100 mil residentes.
Apenas aqui, eliminando as 267 cidades com mais de 100 mil habitantes, conseguimos visualizar
um pouco melhor como os municipios se distribuem em termos de seus tamanhos. Cada intervalo
na grade do eixo horizontal possui tamanho igual a 10 mil habitantes. Visualmente podemos estimar
que por volta de 80% deles possui menos de 40 mil habitantes. De fato, a propor¢ao exata é dada
por
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Figure 2.5: Populacdo na escala logaritimica (base 10) dos 5564 municipios brasileiros em 2006.
Fonte: IBGE.

> sum(pop[,3] < 40000)/length(popl[,3])
[1] 0.8666427

Entretanto, mesmo sendo capaz de enxergar a maioria dos municipios neste tltimo grafico, ele deixa
a desejar. Primeiro, nés nao conseguimos enxergar ao mesmo tempo onde estdo as populagdes dos
267 municipios maiores que costumam ser 0s mais importantes em termos econdmicos, politicos e
culturais. Em segundo lugar, vemos que os municipios possuem uma distribui¢do de tamanho que
decresce a medida que o tamanho aumenta. Podemos tentar estudar como se d4 este decrescimento
do ndmero de municipios com o aumento de seu tamanho. Serd que existe um regra simples para
isto? Note que a segunda barra parece ter a metade da altura da primeira e que a terceira barra
parece ter também a metade da altura de segunda. Serd que a regra é: ao passar de uma categoria
de tamanho (digamos, entre 40 e 50 mil habitantes) para a seguinte, o nimero de cidades se reduz
pela metade? Podemos checar isto considerando as razdes sucessivas entre as contagens das barras
fica em torno de 1/2.

> aux = hist(pop[pop[,3] < 10°5,3], main="pop < 100 mil")

> aux$counts # vetor com as contagens das barras do histograma
[1] 2662 1291 585 284 164 93 76 62 42 38

> round( aux$counts[-1]/aux$counts[-10], 3)

[1] 0.485 0.453 0.485 0.577 0.567 0.817 0.816 0.677 0.905

Assim, realmente nas primeiras barras esta razao fica em torno de 1/2 mas depois ela vai se elevando
de forma que nas dltimas categorias o nimero cai muito pouco. E ndo sabemos o que acontece com
as categorias acima de 100 habitantes.

Uma outra forma de visualizar estes dados, de todos os municipios de uma tnica vez, € olha-los
na escala logarftimica. Um novo vetor de dados foi obtido tomando-se o logaritmo (base 10) da
populacdo de cada cidade. O histograma destes novos valores transformados pelo log; estd no
lado esquerdo da Figura 2.5. A escala mostrada no eixo horizontal corresponde aos valores de
log;o(pop). Assim, o valor 4 na escala significa que log,,(pop) = 4, ou seja, pop = 10*, ou 10 mil
habitantes. O grafico da direita na Figura 2.5 é o mesmo que o gréfico da esquerda exceto que, na
escala horizontal, os rétulos 3,4,...,7 (e apenas esses rétulos) foram substituidos pelos rétulos
10%,10%,...,107 para ajudar a entender melhor o que as barras representam na escala original de
tamanho populacional.

O que significa olhar um grafico na escala logaritimica? Ao passar de 3 para 4 na escala log,
a populacdo aumenta de 10 vezes o seu tamanho. Ao aumentar mais um grau nesta escala, passando
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de 4 para 5, novamente o tamanho € multiplicado por 10. Isto é, uma cidade que tem uma distancia
de n unidades a mais que outra cidade na escala log-da-populac¢io possui uma populagdo 10"
vezes maior. Assim, diferencas na escala log traduzem-se por incrementos multiplicativos na escala
original. De outro modo: cada salto de tamanho 1 na escala log significa multiplicar por 10 na
escala original.

Qual a vantagem de se usar a escala logaritimica? Uma das razdes € que esta escala pode ser a
mais natural para estudar a variacdo de tamanho e, em particular, de tamanho de cidades. Imagine
que voc€ mora numa cidade A com 20 mil habitantes e muda-se para a cidade B com 100 mil
habitantes. O impacto que esta mudanga vai causar serd grande. Depois de algum tempo, vocé
muda novamente para uma cidade C, maior ainda que B. Caso C tenha 180 mil habitantes, havera
um impacto mas possivelmente ndo tdo grande quanto primeiro, A — B. Para ter um impacto similar
a este primeiro, talvz C tenha de ter um tamanho de 500 mil habitantes para que a vida urbana no
novo local seja suficientemente diferente daquele em B. Isto €, ao comparar diferentes tamanhos de
lugares, parece ser til considerar diferencas numa escala multiplicativa e ndo puramente aditiva.
Somar 5 habitantes numa cidade que possui apenas 10 mil terd um impacto enorme enquanto que
os mesmos 5 mil adicionados a uma cidade com 500 mil nao fardo diferenca significativa.

A outra razdo, mais empirica, é que nos gréficos da Figura 2.5 vemos uma distribui¢do mais
facil de ser entendida. Ela est4 distribuida de forma mais balanceada em torno de um valor central.
Novamente olhando as dreas debaixo dos retangulos, a populagdo mediana (o valor que divide a
amostra em 50% acima e 50% abaixo de si) parece ser por volta de 10000 (isto é, 4 no grafico da
esquerda na Figura 2.5 ou 10* no da direita). De fato, esta intui¢io estd correta: median (pop[,3])
produz 10687. Os dados ndo sdo simétricos em torno desta mediana mas nio se estendem para cada
um dos dois lados de forma muito desigual.

Ramo-e-folhas

Se a quantidade de dados, € pequena, o grafico de ramo-e-folhas (stem-and-leaf, em inglés) é bem
util. O ramo-e-folhas pode ser feito a mao rapidamente e permite visualizar toda a distribuicao
dos na sua faixa de variagcdo. A ideia basica é usar os proprios digitos dos valores que queremos
visualizar para construir um histograma. Por exemplo, vamos olhar os dados dos gols que cada
time fez ao longo do campeonato brasileiro de futebol em 2014.

> bras = read.csv("CampeonatoBrasileiro2014.txt", header=T, row.names=NULL)
> head(bras)
Time Pts Jogos Vit Emp Der Gols GolsSofr SaldoGols Aprov

1 Cruzeiro 80 38 24 8 6 67 38 29 70
2 Sao Paulo 70 38 20 10 8 59 40 19 61
3 Internacional 69 38 21 6 11 53 41 12 60
4 Corinthians 69 38 19 12 7 49 31 18 60
5 Atletico Mineiro 62 38 17 11 10 51 38 13 54
6 Fluminense 61 38 17 10 11 61 42 19 53

> bras[, "Gols"]
[1] 67 59 53 49 51 61 36 43 42 46 36 38 37 42 39 34 37 31 31 28

O ndmero de gols por time varia de 28 a 67. Tomando os possiveis primeiros digitos, 2, 3, 4, 5
ou 6, como os ramos, nds os dispomos numa coluna mais a esquerda. A seguir, empilhamos os
segundos digitos no ramo correspondente, como se fossem folhas brotando do ramo. Veja a saida
do comando stem abaixo:

> stem(bras[,"Gols"])
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The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

| 8

| 114667789
| 22369
| 139
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Veja a segunda coluna de dados no grafico: 3|114667789. Ela representa todos os valores com
o primeiro digito igual a 3. Isto €, empilhamos nesta coluna os valores 31,31,34,36,...,39. Veja
outros exemplos de ramo-e-folhas:

> sort(bras[,"SaldoGols"])
[1] -28 -26 -17 -17 -12 -10 -10 -5 -3 -2 -1 1 ... 19 19 29

> stem(bras[,"SaldoGols"])

-2 | 85

-0 | 772005321
0 | 17223899
219

Se quiser quebrar cada categoria-digito em grupos de 5, use "scale"

> stem(bras[,"Gols"], scale=2)
The decimal point is 1 digit(s) to the right of the |

8

114
667789
223

O OO OV W WwN
()}
©

Boxplot

O boxplot € um resumo grafico com dos dados com alta compressdo: usa 5 nimeros apenas. Ele
mostra rapidamente se os dados sdo simétricos, onde estdo concentrados e se existem outliers
(valores extremos). A Figura 2.6 mostra o boxplot usando os dados da varidvel sbp, pressao
sistélica, vindos da tabela 2.2. A caixa (box) central tem extremidades laterais essencialmente
em Q1 e Q3. O valor de Q1 é o primeiro quartil: 25% dos dados ficam abaixo dele, os outros
75%, acima. O valor de Q3 deixa 25% dos dados acima e 75% abaixo. Em ingl€s, no contexto do
boxplot, eles sdo chamados de lower hinge (Q1) and upper hinge (Q3). A linha que divide a caixa
central fica na altura de Q2: a mediana, que deixa 50% dos dados abaixo e 50% acima.

Duas linhas, chamadas de bigodes de gato (whiskers), estendem-se a partir da caixa. A linha
superior usualmente tem comprimento igual a 1.5 vezes o comprimento da caixa. Isto &, 1.5 vezes
distancia interquartilica. Na verdade, ela tem este comprimento se existirem dados maiores que o
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Figure 2.6: Boxplot usando os dados da varidvel sbp, pressao sistolica, vindos da tabela 2.2.
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Figure 2.7: Boxplot de pressdo sistdlica versus a categoria de peso do individuo (esquerda) e versus
o seu nivel de renda (direita).

bigode. Caso o maximo dos dados seja menor que o limiar do bigode superior, o bigode vai apenas
até o proprio maaximo dos dados. As mesmas defini¢cdes sdo usadas para estabelecer o bigode
inferior. Num boxplot, os dados além dos bigodes sdo mostrados individualmente como pontos.
Eles sdo chamados de dados outliers, valores extremos que potencialmente podem representar
valores errados, anomalias ou dados estranhos.

O boxplot € um tipo de visualizagdo muito 1til para comparar como uma distribui¢do muda a
medida em que mudamos o valor de outra varidvel categérica. Por exemplo, imagine que queremos
estudar se a distribuicdo de valores da pressdo sistdlica entre pessoas com peso numa faixa normal
¢é diferente da distribui¢do de valores da pressdo sistdlica entre pessoas com sobrepeso e entre
pessoas obesas. Se fossemos usar histogramas para isto, teriamos de olhar simultaneamente trés
histogramas. Ao invés de trés categorias, se tivéssemos mais (uma dezena de categorias, digamos)
a tarefa ficaria muito dificil. Com boxplots, a visualizac¢do escala com facilidade.

A Figura 2.7 mostra no lado esquerdo trés boxplots, um para cada grupo de observacdes (ou
casos) de acordo com sua categoria de peso: normal, sobrepeso, obeso. O eixo vertical é comum
aos trés boxplots e torna possivel compara-los. Vemos que as caixas se deslocam verticalmente
a medida que o peso aumenta. Isto mostra que a pressdo da maioria dos dos individuos obsesos
estd numa faixa de valores um pouco superior que a dos individuos com peso normal. Isto ndo
quer dizer que todo individuo obeso tenha pressdo maior que a de qualquer individuo de peso
normal. Claramente, existe uma sobreposi¢do razodvel dos valores de pressdo etre os trés grupos de
peso. Entretanto, o grupo como um todo (como uma populacio ou uma distribui¢do) desloca-se
verticalmente ao mudarmos do grupo normal para o obeso.

Em contraste, este deslocamente nao ocorre no grafico do lado direito da Figura 2.7. Ela mostra
os boxplots da pressao sistdlica particionando a amostra de acordo com o nivel de renda do paciente
(baixa, média ou alta). Neste novo grafico, os boxplots sdo praticamente os mesmos ao longo do
eixo vertical. Isto significa que, ao mudarmos de nivel de renda, a distribuicao dos valores de
pressdo fica inalterada. A renda ndo parece ser um fator capaz de afetar a distribuicdo de pressdo. A
Figura 2.7 foi feita com os seguintes comandos:
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Figure 2.8: Esquerda: Pressdo sistdlica para as 6 categorias criadas cruzando as varidveis categdricas
sobrepeso e sexo. Direita: Pressdo sistélica para dois grupos de pacientes, aqueles que receberam
um tratamento anterior para hipertensao e aqueles nio tratados.

> par (mfrow=c(1,2))
> boxplot(sbp ~ overwt, ylab="pressao", xlab="1 = Normal, 2 = Overweight, 3 = Obese.")
> title("Pressao por Sobrepeso")
> boxplot(sbp ~ income, ylab="pressao", xlab="1=Low, 2=Middle, 3=High")
> title("Pressao por renda")
Podemos cruzar duas variaveis categéricas para criar um novo conjunto de categorias. Por
exemplo, a Figura 2.8 mostra no lado esquerdo a distribui¢do de pressdo sistolica versus as 6
categorias criadas cruzando as varidveis categoéricas sobrepeso e sexo. Este grafico foi criado com
os comandos seguintes:

> par(mfrow=c(1,1))
> boxplot(sbp ~ overwt*gender, ylab="pressao", xlab="sobrepeso e sexo")
> title("Pressao por sobrepeso e sexo")

Os quatro principais gases ligados ao efeito estufa sdo o diéxido de carbono (CO2), metano
(CH4), 6xido nitroso (N20) e os halocarbonos ou CFC (gases contendo fltior). O grafico na Figura
2.6.3 mostra uma comparagdo dos niveis de dois desses gases, CO2 e CH4, em trés grandes cidades:
Londres, Nova York e Los Angeles.

O cédigo para este grafico foi feito por Eric Cai e foi extraido de http://bit.ly/2np7ikU.
Ele encontra-se abaixo e assume que existe um dataframe, chamado all.data, com 3 colunas
contendo os dados. A primeira coluna é value e contém o nivel de polui¢do. A segunda é
location e é uma varidvel categérica com o nome da cidade. A terceira € pollutant e armazena
o tipo de poluente.

boxplots.triple = boxplot(value ~ location + pollutant, data = all.data,
at = c(1, 1.8, 2.6, 6, 6.8, 7.6), xaxt=’n’,
ylim = ¢(0,27), col = c(’white’, ’white’, ’gray’))
axis(side=1, at=c(1.8, 6.8),
labels=c(’Methane (ppb)\nNumber of Collections = 100’,
’Carbon Dioxide (ppb)\nNumber of Collections = 120’), line=0.5, 1lwd=0)
title(’Comparing Pollution in London, Los Angeles, and New York’)

O gréfico na Figura 2.6.3 mostra um caso mais interessante, em que muitos box-plots sdo
mostrados em grupos de 3. O cddigo, extraido de http://bit.1ly/2nGyg3G, estd abaixo. As
categorias sdo obtidas pelo cruzamento de duas varidveis. A primeira tem trés niveis e é indicada
pelas trés cores. A segunda possui 20 niveis indicados pelas marcas no eixo horizontal. Assim, este
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Comparing Pollution in London, Los Angeles, and New York
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Figure 2.9: Niveis de poluicdo de dois gases ligados ao efeito estufa, CO2 e CH4, em trés grandes
cidades: Londres, Nova York e Los Angeles. Fonte: http://bit.ly/2np7ikU.

grifico exibe simultaneamente 20 x 3 = 60 diferentes distribuicdes de dados. Veja que podemos
acompanhar o valor central (a mediana) de cada um dos 60 grupos de dados, a caixa de cada um
deles (que representa a regido onde 50% dos dados de cada grupo estdlocalizada), bem como a
extensdo completa dos dados, incluindo possiveis outliers. Além disso, eles podem ser comparados
de forma simples e efetiva, sem muita gindstica mental. E muita informacdo condensada num
espago fisico pequeno mas que é facilmente visualizada. Seria muito dificil ter tudo isto com outro
tipo de resumo, tal como 60 histogramas, por exemplo.

d = data.frame(x=rnorm(1500) ,fl=rep(seq(1:20),75) ,f2=rep(letters[1:3],500))
# first factor has 20+ levels

d$f1 = factor(d$fi)

# second factor a,b,c

d$£2 = factor (d$f2)

Figure 2.10: Box-plots para cada uma de muitas categorias. Cada grupo de 3 boxplots representa
sdo mostrados em grupos de 3. Fonte: http://bit.1ly/2nGyg3G
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boxplot (x“f2+f1,data=d,col=c("red","blue","green") ,frame.plot=TRUE, axes=FALSE)

# y axis is numeric and works fine
yts = pretty(d$x,n=5)
axis(2,yts)

# a label at the middle of each group of 3 boxes:
axis(1l,at=seq(2,60,3),labels=1:20,cex.axis=0.7)

# Use the legend to handle the f2 factor labels
legend("bottomleft", max(d$x), c("a", "b","c"),fill = c("red", "blue",'"green"))

A distribuicdo de uma varidvel pode mudar de forma complexa. No lado direito da Figura
2.8 temos a varidvel pressdo sistolica para dois grupos de pacientes de acordo com o status de
trt, uma varidvel categdrica bindria. A varidvel trt indica se o paciente recebeu ou nao um
tratamento anterior para hipertensao. O que observamos € que o valor mediano (a linha horizontal
no centro da caixa) praticamente nao se alterou, mostrando que o tratamento recebido ndo modificou
muito o valor médio da pressdo. Entretanto, a dispersdo dos valores em torno desta média mudou
substancialmente. O valores dos individuos tratados quase ndo variam em trono de seu valor médio.
Em contraste, o grupo néo tratado tem grande variabilidade em torno de seu valor médio, com
alguns individuos possuindo pressao sistélica muito maior ou muito menos que o valor médio do
grupo. Os comandos para este segundo gréafico da Figura 2.8 sdo:

> par(mfrow=c(1,1))
> boxplot(sbp ~ trt, ylab="pressao", xlab="1 = Treated, O = Untreated")
> title("Pressao versus tratamento anterior para hipertensao")

m Example 2.5 — Diga-me seu nome que direi sua idade. A Figura 2.11 usa o boxplot para
mostrar a distribui¢ao de idades de mulheres americanas em 2014 de acordo com o seu nome. A
imagem vem do site FiveThirtyEigth, http://53eig.ht/2mHEmAE. Os gréficos sdo feitos com
dados do Social Security Administration americano, que registra os nomes de batismo nos EUA
desde 1880 (ver https://www.ssa.gov/oact/babynames/). As idades sdo lidas na primeira
horizontal no alto da imagem. Os 25 nomes femininos mais comuns formam as linhas do gréfico.
Em cada nome é mostrada apenas a caixa do boxplot (os limites interquartilicos Q1 e Q3) e a
mediana dentro da caixa. Mostrando apenas a caixa para cada nome, sem os bigodes e outliers,
podemos nos concentrar nas idades que compdem os 50% centrais da distribui¢do de idade de cada
nome e observar algumas caracteristicas interessantes.

Primeiro, nomes possuem histdrias: eles nascem e morrem no interesse e no gosto da populacio.
Os nomes no grafico da esquerda na Figura 2.11 estdao ordenados de cima para baixo de acordo
com a idade mediana. As mulheres com 0s nomes mais no alto da imagem tendem a ser bem
mais jovens que as mulheres usando os nomes da parte de baixo da imagem. A idade mediana da
Emily é aproximadamente 17 anos enquanto que as Dorothy vivas em 2014 possuem idade mediana
igual a 75 anos. A faixa central contendo 50% das mulheres com nome Emily vai de 10 anos a 26
anos, aproximadamente, enquanto as Dorothy variam entre 63 e 80 anos de idade. Nao hd como
escapar da constatagdo de que Dorothy foi um nome popular no passado enquanto Emily é uma das
preferidas ha 10 anos atrés.

Exceto por alguns nomes, as caixas possuem comprimentos variando de 10 a 20 anos. Assim,
para a maioria dos nomes mais populares, o auge de sua popularidade dura de 10 a 20 anos. As
excegdes claras sdo Anna e Elizabeth, nomes que possuem uma popularidade longeva. Anna foi
popular no passado assim como € popular hoje.
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Median Ages For Females With the 25 Most Median Ages For Males With the 25 Most
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Figure 2.11: Boxplot das idades em 2014 das mulheres (esquerda) e homens (direita) que possuiam
um dos 25 nomes femininos ou masculinos mais populares nos EUA. Fonte: site FiveThirtyEigth,
http://53eig.ht/2mHEmAE.

O mesmo gréfico para os homens estd a direita na Figura 2.11. Eles contam uma histéria com
muito menos dinamismo. Os nomes masculinos parecem oscilar menos no gosto das pessoas ao
longo do tempo. Joseph, por exemplo, ¢ um dos nomes americanos mais duradouros, nunca tendo
saido de moda. Portanto, saber que um homem se chama Joseph ndo ajuda muito para adivinhar sua
idade. A idade mediana dos Joseph que estdo vivos em 2014 € 37 anos, e 50% deles se espalham
entre 21 e 56 anos, uma larga faixa.

Os boxplots da Figura 2.11 sdo baseados nas idades das mulheres que estdo vivas em 2014.
Eles ndo podem dizer nada sobre os nomes das mulheres que ja faleceram. Por exemplo, a extensio
da faixa de idade das mulheres que carregam o nome Anna dé a impressdo que ele tem uma
popularidade constante no tempo. Isto ndo é verdade. A Figura 2.12 € um belissimo grafico
mostrando a histéria dos nomes Anna, Joseph e Brittany nos EUA ao longo do tempo. A curva
solida em cada grafico mostra o nimero de pessoas que receberam esses nomes em cada ano. As
barras verticais vermelhas representam um histograma. Considere, por exemplo, o caso das Annas.
Pegue todas as mulheres que se chamam Anna e estdo vivas em 2014. Para cada uma, obtenha seu
ano de nascimento. A seguir, fagca um histograma dessa varidvel ano de nascimento. Por exemplo,
em 2014, existem aproximadamente SK Annas vivas nos EUA. Observe que a curva sélida fica
praticamente igual ao histograma nos anos mais recentes: praticamente todas as Annas nascidas
recentemente ainda estdo vivas e portanto a curva e a altura do histograma coincidem praticamente.

Vemos que o nome Anna diminuiu substancialmente sua popularidade de 1900 a 1950. O
nimero de novas Annas adicionadas a populacdo em cada ano passou de 40K em 1900 para
aproximadamente 5K em 1950. A maioria das Annas nascidas nas primeiras décadas ja faleceram
mas 0 nome permaneceu mais ou menos popular permitindo que um quarto das Annas vivasem
2014 tenham menos de 14 anos (nascidas a partir de 2000). J4 o nome Joseph, elativamente a Anna,
oscila mas acaba mostrando uma grande estabilidade a longo prazo. Estes dois nomes sempre
populares sdo completamente diferentes do nome Brittany que praticamente nasce em 1970, tem
seu auge em 1990 e hoje ja ndo escolhido por quase ninguém. Como esta histdria € recente, as
Brittanys estdo praticamente todas vivas em 2014 e assim a curva sélida preta praticamente coincide
com o histograma ao longo do tempo.
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Figure 2.12: Annas, Josephs e Brittanys ao longo do tempo e em 2014. Fonte: site FiveThirtyEigth,
http://53eig.ht/2mHEmMAE.

Scatterplot Example

Scatterplot of MPG vs weight

Miles Per Gallon

MPG

1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500
Car Weight weight

Figure 2.13: Gréfico de dispersdo. Cada ponto é um modelo de automével. O eixo horizontal
mostra seu peso, o eixo vertical mostra o seu desempenho em termos de milhas percorridas por
galdo de gasolina consumido. O grafico da direita possui mais modelos de carros que o da esquerda
e permite visualizar melhor a relacdo entre peso e desempenho.

Scatterplot

Scatterplot, ou gréfico de dispersdo de pontos ou ainda gréifico de nuvem de pontos, é o campedo dos
gréaficos estatisticos. Serve para visualizar a relacdo entre duas varidveis numéricas. O scatterplot
mais simples é obtido com o comando plot (x,y) em R. A Figura 2.6.4 foi obtida com os seguintes
comandos:

# Simple Scatterplot, codigo do site Quick-R
attach(mtcars)
plot(wt, mpg, main="Scatterplot Example",

xlab="Car Weight ", ylab="Miles Per Gallon ", pch=19)

Cada ponto é uma linha da matriz de dados, neste caso reduzida simplesmente as duas colunas
wt (ou peso do carro) e mpg (ou milhas por galdo). O grifico da direita ¢ o mesmo do da esquerda
mas com mais automéveis. Vemos uma relacdo negativa ou inversa entre as varidveis: quando
um carro tem seu peso wt muito acima do peso médio, seu desempenho mpg costuma ser baixo.
Vice-versa, quando wt € muito baixo, mpg tende a ser alto. Isto é o esperado. Em geral, os carros
muito pesados precisam queimar mais gasolina para movimentar-se.

A Figura 2.6.4 mostra um desenho esquematico de 7 graficos de pontos mostrando diferentes
graus de associagdes entre as varidveis x e y. No canto esquerdo temos associa¢des positivas,
comecando com uma extremamente forte e entdo diminuindo a for¢ da associacao até o grafico
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Figure 2.14: Desenho esquematico de 7 graficos de pontos mostrando associac¢des lineares entre
as varidveis x e y variando de extremamente forte e positiva (esquerda) para extremamente forte e
negativa (direita) passando pela completa auséncia de associagdo (grafico central). Fonte: extraido
da wikipedia, artigo Pearson correlation coefficient.
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Figure 2.15: Matriz de scatterplotsde 4 variaveis de um dataframe usando o comando pairs().

central, que é um exemplo de completa auséncia de associacio entre x e y. A partir dai, a associacio
passa a ser negativa e chega a um extremo no canto direito.

Podemos visualizar vérios scatterplots simultaneamente com uma matriz de scatterplots. A
Figura 2.6.4 mostra uma matriz de scatterplots com quatro varidveis do dataframe mtcars. Em
cada grafico, podemos ver que as duas varidveis envolvidas estdo associadas positivamente ou
negativamente, algumas mais, outras menos fortemente. Basta usar o comando pairs( ~ varil
+ var2 + var3, data = nome.do.dataframe) para exibir uma matriz com as varidveis varl,
var2 e var3 de certo dataframe.

# Basic Scatterplot Matrix, codigo do site Quick-R
pairs( ~ mpg + disp + drat + wt, data=mtcars,
main="Simple Scatterplot Matrix")

Na posi¢ 40 (i, j) da matriz de scatterplots encontramos o grafico de dispersdo das varidveis
identificadas pelo nome nas posi¢des i e j da diagonal. Por exemplo, no gréfico da posi¢do (2,4) da
Figura 2.6.4 temos o scatterplot da varidvel 2 (varidvel disp) no eixo vertical e a varidvel 4 (varidvel
wt) no eixo horizontal. Como uma mesma varidvel é cruzada com todas as demais, para nao repetir
a escala numérica e assim economizar espaco na saida gréfica, as escalas de cada varidvel sdo lidas
nas margens mais externas da matriz. Por exemplo, no caso do grafico (2,4) a escala vertical da
varidvel disp) estd na margem do gréfico (2,1) e a escala horizontal da varidvel wt estd no topo do
grifico (1,4).

A situagdo ideal, do ponto de vista de facilidade de entendimento, é aquela em que a relacdo
entre x e y é de crescimento ou decrescimento aproximadamente linear, como nos exemplos
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Figure 2.16: Scatterplots com relacdes mais complexas entre as varidveis.

anteriores. Ou entio quando as varidveis possuem pouca associagdo entre si, como no caso do
grafico central da Figura 2.6.4. Nestes casos ideais (do ponto de vista de facilidade de entendimento
da relag¢@o), a nuvem de pontos toma uma forma mais ou menos eliptica com o eixo maior da elipse
ao longo da linha reta que representa grosseiramente a relacao entre x e y, como nos graficos da
Figura 2.6.4.

Nela, cada ponto € um més onde foram medidas tr€s varidveis numa certa cidade grande: a taxa
de mortalidade cardiovascular, a temperatura média no periodo (em graus Farenheit) e um indice
de poluicdo do ar. Mortalidade parece ter uma associag@o positiva com a quantidade de particulas
em suspensdo (mais particula, mais mortes) e negativa com temperatura (mais quente, menos
morte). Na verdade, parece haver uma leve indicacio de que talvez com temperatura muito altas
a mortalidade recomece a crescer. O grifico de temperatura versus polui¢do ndo mostra nenhum
associacdo entre as varidveis.

Existem diversas medidas quantitativas do grau de associago entre varidveis tais como corre-
lacdo linear de Pearson, de Spearman, de Kendall, a informac¢ao miitua e o coeficiente de informacao
maximal. Entretanto, estas medidas sao explicadas mais facilmente depois de aprendermos dis-
tribui¢do conjunta de varidveis aleatdrias no capitulo 12 e a matriz de correlag@o no capitulo 13. Por
enquanto, vamos julgar o grau de associacdo de forma subjetiva e com base apenas na visualizacio
dos scatterplots.

Entretanto, a relacdo entre as varidveis pode ser mais complexa, exigindo mais explicacdo. Veja
os scatterplots da Figura 2.16. O da esquerda mostra y tendo uma relacao inicial de decrescimento
com o aumento de x e entdo revertendo para uma relagdo de crescimento a partir de certo valor
de x. O da direita usa dados de um geiser num parque dos EUA que entra em erupcio de forma
mais ou menos regular. Este geiser € chamado Old Faithful e estd localizado as margens de
um lago de dguas incrivelmente azuis no parque Yellowstone, o parque do Z¢ Colmeia (https:
//en.wikipedia.org/wiki/01d_Faithful).

O gréfico mostra o tempo de duragdo da erupcdo de um geiser nos EUA (eixo x) versus o
tempo de espera para que aquela erupcdo acontecesse (eixo y). Este tempo de espera comeca a
ser contado a partir do fim da erupcao precedente. Existem duas regides mais densas com dados.
Isto indica a existéncia de dois regimes de erup¢do. Olhando a projecdo dos pontos ao longo do
eixo horizontal, vemos que aproximadamente 70% das erupg¢€oes tiveram uma duragdo longa, em
torno de 4.5 minutos, enquanto as restantes foram mais curtas, durando em torno de 2.0 minutos. O
tempo de espera acompanha de forma positiva ou direta. Para observar as erup¢des mais longas, os
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Figure 2.17: Scatterplots onde cada ponto € um pais e as varidveis sao indicadores sociais ou de
saude coletados pela Organizacdo Mundial de Satde (OMS). Fonte: [19].

turistas tiveram de esperar por volta de 80 minutos enquanto que ver as erup¢des mais curtas eles
precisaram esperar 55 minutos, em média. Sem nenhum conhecimento do mecanismo envolvido
nessas erup¢des, imagino que uma espera muito longa leva a um acimulo grande de gases que,
para ser liberado, requer uma erupcao de maior duracao.

Até agora mostramos scatterplots com relacdes entre x e y relativamente faceis de se interpretar e
entender. Nem sempre assim. As vezes, as nuvens de pontos se parecem com as nuvens passageiras
que assumem formas muito estranhas, mal comportadas do ponto de vista da interpretacdo e
entendimento. Considere, por exemplo, a Figura 2.17 retirada de [19]. Cada gréfico cruza varidveis
que sdo indicadores sociais, econdmicos, de satde e de politica. Os itens (ou pontos) sdo paises do
mundo e os dados vieram da Organizacdo Mundial de Satide (OMS).

Os graficos C e D na primeira linha da Figura 2.17 sao do tipo usual, que temos visto até aqui.
O primeiro deles cruza o nimero de dentistas por cada 10 mil habitantes do pais com a porcentagem
de anos de vida que sdo perdidos devido a lesdes. A nuvem de pontos mostra que existe muito
pouca ou nenhuma associag@o entre x e y neste caso. O segundo gréfico exibe uma clara tendéncia
de decrescimento linear entre x, o nimero médio de filhos que uma mulher tem ao longo de sua
vida reprodutiva, e y, a expectativa de vida (em anos) ao nascer. Claramente, paises em que o
némero de filhos por mulher € alto sdo também os paises que tendem a ter uma expectativa de vida
menor que os demais.

Ja os demais graficos da Figura 2.17 sdo um pouco mais complicados de analisar. O grafico E
possui a imensa maioria dos seus pontos-paises concentrados em torno da origem (0,0) dificultando
um entendimento melhor do que acontece com a maioria dos paises. Apesar disso, podemos
observar que um nimero elevado de mortes por HIV/AIDS s6 acontece em paises com poucos
médicos enquanto, a0 mesmo tempo, paises com muitos médicos tem muito poucas ou zero mortes
por HIV/AIDS. Os graficos da segunda linha de plots t€m uma linha vermelha sobreposta para
indicar a relagdo entre x e y. Os gréficos F' e G mostram uma tendéncia ndo-linear, aproximadamente
parabdlica, entre x e y exceto que, em F, um pequeno grupo de paises parece escapar desta relacio
geral criando uma tendéncia linear entre x e y. O grafico em H também mostra esta existéncia
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Figure 2.18: Mais scatterplots com os dados de indicadores sociais de paises coletados pela
Organizac¢do Mundial de Satide (OMS). Fonte: [19].

de uma relagdo de associag@o positiva para a maioria dos paises entre x, o PIB per capita, e y,
gasto em saude per capita. Entretanto, alguns poucos paises parecem seguir outra tendéncia onde,
apesar de bem ricos em termos per capita, mostram uma saturacao no gasto em satde num nivel
relativamente baixo.

A Figura 2.18 mostra mais scatterplots vindos do mesmo artigo [19], como na Figura 2.17. Sao
mais grificos mostrando quao diversa e complicada ou quao direta e simples pode ser a relagdo
estatistica entre duas varidveis.

Como vimos anteriormente com 0s boxplots, podemos também aqui introduzir mais uma
varidvel para entender melhor a relagdo entre x e y. A Figura 2.19, também extraida de [19], usa
dados de abundancia de espécies de bactérias que colonizam o intestino de humanos e outros
mamiferos. Camundongos foram utilizados neste experimento, sob dois tipos de dieta, uma com
baixo teor de gordura e acticar (LF/PP) e outra chamada de ocidental (western), com alto teor
de gordura e acgtcar. Eles tiveram seus intestinos colonizados com bactérias de amostras fecais
humanas. Os gréficos da Figura 2.19 mostram os niveis de prevaléncia de diferentes pares de
bactérias em cada eixo, cada ponto representando um camundongo do experimento.

Em todos eles, vemos um tipo de associacio de ndo-coexisténcia entre as bactérias: quando uma
espécie € abundante, a outra € menos abundante. Vdrias dessas associagdes de ndo-coexisténcia sdo
parcialmente explicadas pela dieta, como no gréfico A da Figura 2.19. Sob a dieta LF/PP a espécie
Bacteroidaceae OTU domina, enquanto que sob a dieta ocidental € a espécie Erysipelotrichaceae
que domina. Em B, o sexo do camundongo adicionou um nével de explicacdo ao grafico: fémeas
tinham apenas uma das bactérias. Em C, € uma terceira varidvel, associada com a origem humana
da amostra fecal, que ajuda a explicar a ocorréncia de pontos em diferentes regides do grafico.

Scatterplot 3-dim

Scatterplots tri-dimensionais, como os da Figura 2.6.5, sdo bonitos mas ndo sao muito dteis para
analisar dados pois € dificil visualizar exatamente onde estdo os pontos. Ancorando os dados no
plano x — y,como no lado direito da Figura 2.6.5, ajuda nesta tarefa mas, ainda assim, pessoalmente,
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[19].
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eu ndo acho estes graficos muito tteis para andlise.

# 3D Scatterplot, codigo do site Quick-R

library(scatterplot3d)

attach(mtcars)

scatterplot3d(wt, disp, mpg, main="3D Scatterplot")

#

# 3D Scatterplot with Coloring and Vertical Drop Lines

scatterplot3d(wt, disp, mpg, pch=16, highlight.3d=TRUE,
type="h", main="3D Scatterplot")

Existe uma library em R, rgl, que permite visualizar dinamicamente estas nuvens tri-dimensionais.
Isto ajuda muito na visualizacdo dos dados e eu gosto muito de usi-la quando analiso trés varidveis
simultaneamente. Como numa superficie bi-dimensional, como desta pagina, ndo é possivel apre-
ciar a utilidade desta ferramenta, use o cddigo abaixo no R para experimentar, ap6s instalar a library
rgl.

# Spinning 3d Scatterplot, codigo do site Quick-R
install.packages("rgl") # ou use a interface grafica no RStudio
library(rgl)

attach(mtcars)

plot3d(wt, disp, mpg, col="red", size=3)
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Figure 2.20: Barplot.

Vetores ou colunas para dados categéricos

Dados categéricos em R possuem algumas funcdes proprias.

> y = C(IIM" IIFII "M" ||M|| "M" ||F|| ||M|| llFH) # Vetor de CaraCtereS
> sum(y) # caracteres nao podem ser somados

Erro em sum(y) : ’type’ invalido (character) do argumento

> table(y) # eles podem ser tabelados

y

F M

35

> # valor de retorno de table() e’ um vetor numerico de dimensao = numero de strings distir
> yc = table(y)

> yc[2] # o vetor tem nomes (os strings distintos) para as suas entradas
M

5

\2

yc/length(y)  # podemos operar numericamente

F M
0.375 0.625

# ver figura abaixo para o resultado destes comandos

par (mfrow=c(1,3)) # janela grafica dividida em 1 x 3 celulas
barplot(table(y), main="frequencias") # grafico das contagens da tabela
barplot(table(y)/length(y), main="proporcoes") # plotando as proporcoes
x=c(2, 4, 1, 0, 9, 2, 2, 1)

barplot(x, main="barplot de vetor")

V V. V V VvV V

A questdo ndo é apenas ser um vetor de caracteres. Vetores com nimeros podem representar
categorias. Por exemplo, poderiamos ter um vetor com os nimeros 0 e 1 onde 0 representaria um
caso “Masculino” e 1 representaria um caso “Feminino”. R tem uma classe de objetos para trabalhar
com varidveis categéricas: factor. R adapta-se automaticamente em resposta dos comandos
quando o objeto é um favor. Para criar um fator, use o commando factor ou as.factor.
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levels default Escolhendo levels

F M Masculino Feminino

> y = C("M", IIFII, IIMII’ IIMII’ IIMII, IIFll’IlMIl’IlFll)
>y
[1] llMll llFll llMll IIMII IIMII IIFII IIMII IIFII

> plot(y)

Erro em plot.window(...) : valores finitos sao necessarios para ’ylim’
Alem disso: Mensagens de aviso perdidas:

1: In xy.coords(x, y, xlabel, ylabel, log) : NAs introduzidos por coercao
2: In min(x) : nenhum argumento nao faltante para min; retornando Inf

3: In max(x) : nenhum argumento nao faltante para max; retornando -Inf

> y = factor(y)

>y
[1] MFMMMFMF
Levels: F M

> # armazena y como 3 1’s e 5 2’s e associa
> # 1="F" e 2="M" internamente (alfabeticamente)
> # y agora e’ uma variavel nominal

> plot(y, main="levels default")
> levels(y) = c("M" = "Masculino", "F" = "Feminino")

>y
[1] Feminino Masculino Feminino Feminino Feminino Masculino Feminino Masculino

Levels: Masculino Feminino
> plot(y, main = "Escolhendo levels")

> summary (y)
Masculino Feminino
3 5

Naao ¢ s6 a questdo de ser caracter para que um vetor seja uma varidvel categérica. Niumeros
podem representar categorias. Transformando em fator: escolha os niveis do fator.

> dor = ¢(0, 3, 5, 5, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 3, 3, 0) # niveis de dor
> fdor = factor(dor, levels=c(0, 1, 3, 5, 1000)) # transformando num objeto tipo "factoz
> levels(fdor) = c("nenhuma", "pouca", "media", "alta", "insuportavel") # expressando os I
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barplotitable(fdor)) plot(fdor)

> fdor # veja que nao existem caso de dor insuportavel

[1] nenhuma media alta alta pouca pouca nenhuma pouca nenhuma ...

Levels: nenhuma pouca media alta insuportavel

Os comandos acima armazenam fdor de forma que temos o seguinte mapeamento: 0 — 1,
1—2,3—3,5—4,e 1000 — 5. e associa 1 a nenhuma, 2 a pouca, 3 amedia, 4 aalta,eSa
insuportavel. O vetor fdor agora é um fator com estes niveis. Os comandos a seguir mostram
como fazer visualizar dados categéricos armazenados em fatores.

> par(mfrow=c(1,2))

> barplot (fdor)

Erro em barplot.default(fdor) : ’height’ deve ser um vetor ou uma matriz
> barplot(table(fdor), main="barplot(table(fdor))")

> plot(fdor, main="plot(fdor)") # comando generico "plot" responde com "barplot" quando

Objetos em R
Tipos de dados/objetos em R:

e scalars
e vetores: numerical, logical, character
e matrizes,
e data-frames,
e listas,
o funcdes.
Escalares
>x =-1.3
> x
[1] -1.3
>x =2
> x
[1]1 2
> x = pi
> x

[1] 3.141593

C



2.8.2

2.8.3

52 Chapter 2. Dados e sua descricdo estatistica

> x = "Pedro Paulo"
> x
[1] "Pedro Paulo"

Vetores

# VETORES NUMERICOS
>x =c(1, 4, -1, 4)

> X
[1] 1 4 -1 4
> 1:10

[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
# VETORES LOGICOS
>x =c(T, T, F, T)

> X

[1] TRUE TRUE FALSE TRUE

> 1:6 > 2

[1] FALSE FALSE TRUE TRUE TRUE TRUE

> sum(1:6 > 2) # transforma em numerico: T=1 e F=0
[1] 4

# VETORES DE CARACTERES

> x = c¢("Pedro Paulo", "Pedro", "P")

> x

[1] "Pedro Paulo" "Pedro" "p

> letters[1:6]
[1] llall ll'bll "C" lldll llell llfll

Uma fun¢do muito ttil ao lidar com caracteres € paste:

> x = c("Pedro", "Paulo", "Pedro", "Manoel")

> paste(x, 1:4)
[1] "Pedro 1" "Paulo 2" "Pedro 3" "Manoel 4"

> paste(x, 1:4, sep = "")
[1] "Pedrol" "Paulo2" "Pedro3" '"Manoel4d"

> rep(paste("T", 1:3, sep = ""), c(4, 4, 3))
[1] IITlll llTlII ||T1ll llTlII ||T2ll IIT2|| ||T2l| ||T2|l llTSII ||T3ll IIT3||

Matrizes

Matrizes sao dados tabulares de um Unico tipo em toda a matriz: ou toda numérica, ou toda légica,
ou toda de caracteres. Se quiser ter dados de tipos diferentes precisa usar dataframes (a seguir) ou
listas (mais a frente).

> x = matrix(1:6, ncol=3, byrow=T)
> x
[,11 [,21 [,3]
[1,] 1 2 3
[2,] 4 5 6
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> matrix(letters[1:6], ncol=3, byrow=T)
(,11 [,2] [,3]

[1’] Ilall llbll IICII

[2’] Ildll ueu llfn

> cbind(1:3, 10:12) # concatena vetores como colunas de uma matriz
[,11 [,2]

[1,] 1 10

[2,] 2 11

[3,] 3 12

> cbind(1:3, c("a", "b", "c")) # tipos diferentes sao coagidos a um tipo unico
[,11 [,2]

[1,] Illll llall

[2’] II2II ubu

[3’] II3II llCll

Vamos ver o operador de sele¢do de elementos em uma matriz.

> x = matrix(1:12, ncol =4, byrow=T)
> x
(,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 2 3 4
[2,] 5 6 7 8
[3,1] 9 10 11 12

> x[2, 4] # elemento (2,4)
[1] 8

> x[ , 1:2] # selecionado as duas las colunas
(11 [,2]

[1,] 1 2

[2,] 5 6

> x[2:3 , 3:4] # sub-matriz bloco
(11 [,2]

[1,] 7 8

[2,] 11 12

> x[, ¢(1,3)] # seleciona colunas 1 e 3
(11 [,2]

[1,] 1 3

[2,] 5 7

Vamos ver agora as principais operacdes matriciais.

> x = matrix(1:4, ncol=2, byrow=T)
> x + t(x) # x + sua transposta
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[,11 [,2]
[1,] 2 5
[2,] 5 8

> x/x # operacao elemento a elemento
[,11 [,2]

[1,] 1 1

[2,] 1 1

> x %* % t(x) # multiplicacao matricial
(.11 [,2]

[1,] 5 11

[2,] 11 25

> solve(x) # inversa de x
(11 [,2]

[1,] -2.0 1.0

[2,] 1.5 -0.5

Algumas operacdes para fazer decomposi¢des matriciais:

> eigen(x) # autovalores e autovetores, saida e’ lista com 2 elementos
$values # lo elemento e’ um vetor com os dois autovalores
[1] 5.3722813 -0.3722813

$vectors # 20. elemento e’ uma matriz onde cada coluna e’ um autovetor
[,1] [,2]

[1,] -0.4159736 -0.8245648

[2,] -0.9093767 0.5657675

> svd(x) # decomposicao do valor singular, saida e’ lista
$d
[1] 5.4649857 0.3659662

$u

[,1] [,2]
[1,] -0.4045536 -0.9145143
[2,] -0.9145143 0.4045536

$v

[,1] [,2]
[1,] -0.5760484 0.8174156
[2,] -0.8174156 -0.5760484

2.8.4 Dataframes

Data frames: sdo dados tabulares como as matrizes, mas as colunas podem ter tipos diferentes.

> X
>y

c(2, 3, 5)
c("a" S ubbn ) "CCC")
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> z = c(TRUE, FALSE, TRUE)

> df = data.frame(x, y, z)

> df
Xy z

12 a TRUE

2 3 Dbb FALSE

3 5 ccc TRUE

> df[1:2, 2:3] # operador [...] funciona como em matriz
y z

1 a TRUE

2 bb FALSE

> df$x  # acessando colunas nomeadas de data frames

[11 235

> df$x[1:2] # colunas sao como vetores

[1] 2 3

Listas

Sao estruturas genéricas para coletar objetos diversos num tnico objeto.

>x =1:10
>y =c("a", "b", "c")
> z = matrix(1:4, ncol=2)
> w = list(x, y, z)
> W
[[1]1]
1] 1 2 3 4 5 6 7 8 910
[[2]]
[1] "a" "p" "c"
[[3]1]
[,11 [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4
> w[[3]] # acessando o 30 elemento da lista
[,1] [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4
E importante diferenciar [...]e][[...]] em listas:
e [[...]] retorna um ELEMENTO da lista: um vetor, uma matriz etc.
e [...] retorna uma sub-lista da lista original.
> wle(l, 3)] # sub-lista contendo apenas o 1o e 30 elementos de w
[[1]1]
[1] 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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[[2]1]

[,1]1 [,2]
[1,] 1 3
[2,] 2 4

> is.list(wlc(1, 3)]) # testa se e’ uma lista
[1] TRUE

> wl[2]] # retorna o elemento 2 da lista
[1] llall ll'bll "C"

> wllc(2,3)]] # retorna o 30. elemento do elemento 2 da lista w
[1] llcll

2.8.6 Funcoes

A linguagem R permite extensdes com a criagdo de fungdes. A estrutura geral para criagdo de uma
funcdo é a seguinte:

myfun = function(argl, arg2,...)
{
....corpo da funcao...
return(x) # x e’ qualquer objeto mas, em geral, e’ uma lista

}

R possui as estruturas de controle usuais: for, while, if, if else. Permite também
chamar fun¢des em C, C++, FORTRAN, java etc. Um exemplo simples de fungdo:

myfun <- function(xl, x2) {
pint = sum(xl * x2) # produto interno dos vetores
sl = sqrt(sum(x1*x1)) # comprimento do vetor 1
s2 = sqrt(sum(x2+#x2)) # comprimento do vetor 2
z = pint/(s1%s2)
x = list(prod.int = pint, coseno = z, dados
return(x)

cbind(x1, x2))

myfun # imprime na tela a definicao da funcao

# aplicando myfun a c(1,2,3) e c(3, 4, 7)
myfun(x1=c(1,2,3), x2=c(3, 4, 7))

$prod.int
[1] 32

$coseno
[1] 0.9941916

$dados
x1 x2
[1,] 1 3
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[2,]

2 4
3,1 3 7

2.8.7 Vetorizar sempre que possivel

Vetorizar significa transformar loops em operagdes vetoriais. O cddigo R fica muito mais eficiente.

> x = runif (100000) # 100 mil numeros aleatorios em x
> y = runif (100000) # idem em y

> z = numeric() # criando objeto numerico z

> start <- Sys.time()

> for(i in 1:100000){ z[i] = x[i] + y[i] }

> end <- Sys.time()

> end - start

Time difference of 23.09923 secs

> start <- Sys.time()
>z=X+y

> end <- Sys.time()

> end - start

Time difference of 1.352752 secs

Este proximo exemplo foi copiado de http://www.r-bloggers.com/how-to-use-vectorization-to-strese
A tarefa € escrever um programa que jogue uma moeda honesta n vezes. A cada 100 langamentos,
imprima a propor¢do de caras menos 1/2. Imprima também o niimero de caras menos a metade do
nimero de lancamentos até o momento. Vamos escrever um programa em R com “sabor ¢”(cheio
de loops, sem vetorizar).

coin_tossl = function(n){
result = c()
for(i in c(1:n)) {
if(i == 1{
## the optional outputs are O and 1. I am assigning 1 to heads
tosses = sample(c(0,1),1)

3

elseq
## creating a vector that has history of all tosses
tosses = c(tosses,sample(c(0,1),1))

3

## when we reach a toss number that a multiple of 100 we output the status
if (i %% 100 == 0){

## output the percent of heads away from 50%

percent = (sum(tosses) / length(tosses)) - 0.5

## output the number of heads away from half of all tosses

number = sum(tosses) - (length(tosses) / 2)

result = rbind(result, c(percent, number))

result


http://www.r-bloggers.com/how-to-use-vectorization-to-streamline-simulations/
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Agora outro c6digo, com sabor R, onde os loops foram vetorizados:

coin_toss2 = function(n, step=100) {
# Record number of heads at each step
tosses = cumsum(sample(c(0,1), n, replace=TRUE))
# Define steps for summaries
steps = seq(step,n, by=step)
# Compute summaries
cbind(tosses[steps] / steps - .5, tosses[steps] - steps/2)

Vamos agora comparar a eficiéncia dos dois cédigos:

start <- Sys.time()

X = coin_toss1(100000)

end <- Sys.time()

end - start

Time difference of 24.23292 secs

vV V V Vv

> start <- Sys.time()

> x = coin_toss2(100000)

> end <- Sys.time()

> end - start

Time difference of 1.098358 secs

Ver capitulos 3 e 4 do livro The R Inferno, free pdf em http://www.burns-stat.com/
documents/books/the-r-inferno/ Abstract: If you are using R and you think you’re in hell,
this is a map for you. Even if it doesn’t help you with your problem, it might amuse you (and hence
distract you from your sorrow).

2.8.8 Comando apply

Operar repetidamente sobre as colunas ou linhas de uma matriz ou dataframe é uma operacéo tio
comum que tem um comando especial em R: apply. A sintaxe mais simples de uso deste comando
é: apply(mat, index, FUN). Ele aplica a funcido FUN na matriz mat ao longo das suas linhas ou
colunas: se index=1, aplica FUN em cada linha da matriz mat. Se index=2, aplica FUN nas colunas.
Exemplo:

> mat = matrix(1:12, ncol =4)
> mat
(,11 [,2] [,3] [,4]
[1,] 1 4 7 10
[2,] 2 5 8 11
[3,] 3 6 9 12
> apply(mat, 2, sum) # valor de retorno e’ um vetor de dimensao = no de cols de mat
[1] 6 15 24 33

O comando lapply opera em listas ao invés de matrizes. Ver também tapply, mapply,
rapply, eapply.
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2.9 Material inicial sobre R

Comece lendo na wikipedia: http://en.wikipedia.org/wiki/R_(programming_language)
Download R para Linux, Mac, Windows em http://cran.r-project.org/

Rstudio, free IDE para R: http://www.rstudio.com/

Muitos tutoriais disponiveis no CRAN e na web. Escolha o seu sabor...

R-tutorial: excelente - http://www.r-tutor.com/

Outro: http://mran.revolutionanalytics.com/documents/getting-started/

Em portugués: http://www.leg.ufpr.br/ paulojus/embrapa/Rembrapa/

Quick-R: http://www.statmethods.net/

Curso: http://wuw.pitt.edu/"njc23/ (apenas os slides, excelente)

Lista brasileira de discussdo do R: http://www.leg.ufpr.br/doku.php/software:rbr

2.9.1 Material mais avancado em R

e An Introductionto R: http://cran.r-project.org/doc/manuals/r-release/R-intro.
html

e Livro The Art of R Programming, de Norman Matloff Disponivel no site https://www.
safaribooksonline.com/library/view/the-art-of/9781593273842/

e Livro Advanced R, de Hadley Wickham

e R-bloggers: http://www.r-bloggers.com/

e Livro The R Inferno, free pdf: http://cran.r-project.org/doc/manuals/r-release/
R-intro.html Free pdfem http://www.burns-stat.com/documents/books/the-r-inferno/

e Tem também o tutorial Impatient Remhttp://www.burns-stat.com/documents/tutorials/
impatient-r/

2.9.2 Cursos online gratuitos

e Lista de cursos online de estatistica: https://www.class-central.com/search?q=
statistics

e Coursera: Data Analysis and Statistical Inference, comecando em Margo, 2015 https:
//www.coursera.org/course/statistics

e Specialization in Data Science em Coursera: nove cursos. Um dos nove cursos: R Program-
ming https://www.coursera.org/course/rprog

e O campedo dos MOOCs: Machine Learning , com Andrew Ng, Na plataforma coursera:
https://www.coursera.org/course/ml

o Statistical Learning : Stanford professors Trevor Hastie and Rob Tibshirani https://www.
youtube . com/channel/UC40WDcPB1peiBXDfCSZ3h-w/feed
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http://www.pitt.edu/~njc23/
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3.1

3.2

Intfroducéo

Neste capitulo, vamos introduzir os espacos de probabilidade de duas formas. Comecamos com uma
versao condensada reduzindo toda a discussdo ao minimo essencial. Esta primeira parte do capitulo
¢é suficiente para continuar seus estudos até o final do livro. Ela vai passar por cima de varios
detalhes, sutilezas matemadticas e exemplos adicionais que explicam e justificam a necessidade de
certas conceitos avangados (tais como as sigma-dlgebras) que vao aparecer na sua frente caso vocé
faca estudos mais aprofundados envolvendo probabilidade. Esta segunda parte, a partir da se¢do
3.6, € opcional e pode ser relegada numa primeira leitura. Mas se vocé tem curiosidade matemadtica
e deseja saber o porqué de alguns conceitos, vale a pena dar uma olhada.

Espaco de probabilidade

Vamos lidar com fendmenos ndo deterministicos, probabilisticos, aleatérios. O modelo matemadtico
para qualquer fendmeno probabilistico é o espago de probabilidade (2, .27, IP), constituido por trés
elementos que satisfazem aos trés axiomas de Kolmogorov: o espago amostral Q, a sigma-algebra
de eventos <7, e a fun¢do de probabilidades.

O espaco amostral Q

O primeiro deles € um conjunto Q contendo todos os resultados possiveis do fendmeno aleatério.
Cada resultado possivel € representado por um tnico elemento @ € Q.

m Example 3.1 Se observamos o resultado de langar uma moeda no ar podemos representar €2
como sendo o conjunto {C,C} representando cara e coroa, respectivamente. Podemos usar quais
dois simbolos para estes resultados. Por exemplo, podemos adotar a representagdo Q = {0, 1} para
cara e coroa, respectivamente.

Se langamos um dado de 6 faces, podemos tomar Q = {1,2,3,4,5,6}.

Se langamos dois dados em sequéncia, teremos Q ={(i,j) : i € D, e j € D} onde D={1,2,3,4,5,6}.

Isto €, Q € o conjunto de todos os pares formados pelos inteiros entre 1 e 6.
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Se observamos o nimero de seguidores de um usudrio numa rede social, os resultados possiveis
s30 os nimeros naturais: Q = {0, 1,2,...}. Neste exemplo, poderiamos tentar limitar Q colocando
um limite mdximo para o nimero de seguidores mas isto acaba trazendo muitas complicagdes
préticas e tedricas que acabam nao compensando (veja a secdo 3.6 para mais discussao ). "

m Example 3.2 Algumas vezes, Q2 envolve intervalos da reta ou regides do R”. Se observamos o
tempo até o primeiro comentdrio aparecer num video do YouTube um candidato natural seria a
semi-reta real positiva: Q = (0,0). Num video-game, registra-se o angulo aleatério 6 com que um
usudrio langa um objeto (tal como um angry bird na Figura 3.1. Neste caso, Q = [0,27). Outro
exemplo simples € a observagdo do peso (em kgs) e altura (em m) de um individuo adulto. Podemos
tomar Q = (0,00) x (0,e). Este conjunto parece excessivo pois ele possui pontos com valores
muito grandes ou muito pequenos e que evidentemente ndo podem ser resultados de observarmos
alturas ou pesos de indviduos da espécie humana. Entretanto, isto ndo € um problema: € deve
conter todos os resultados possiveis mas nao precisa conter apenas os resultados possiveis. Ver
mais detalhes na secio 3.6).

Figure 3.1: Random angle 6 when launching an object in a digital game.

A c—dlgebra &/

Depois de definir Q, o segundo item € altamente técnico. Ele comeca de maneira muito simples.
Qual a probabilidade do resultado de lancar um dado ser uma face par? Isto equivale a perguntar
qual a probabilidade de que o resultado @ € Q seja um elemento do subconjunto B = {2,4,6} C Q.
Escolhendo um niimero real ao acaso no intervalo [0, 1], qual a probabilidade de ele esteja num
dos extremos do intervalo? Mais especificamente, qual a probabilidade do nimero aleatério @
escolhido sair do subconjunto B = [0,0.1]U[0.9,1].

Seja B um subconjunto de Q. Se o resultado aleatério @ pertencer a B, dizemos que o
subconjunto B ocorreu. Caso contrdrio, o subconjunto B ndo ocorreu. Se o dado for rolado e sair
a face 5, dizemos que o subconjunto {2,4,6} ndo ocorreu mas podemos dizer que o subconjunto
{4,5,6} ocorreu. Na verdade, saindo a face 5, existem vérios subconjuntos para os quais podemos
dizer que ocorreram. Por exemplo, podemos dizer que ocorreram os subconjuntos {1,5,6}, ou
o subconjunto {2,4,5,6}, ou ainda {5,6}, e até mesmo o subconjunto {5} formado apenas pelo
resultado @ = face 5. E importante extendermos esta nogdo até o limite maximo: dizemos que o
conjunto Q = {1,2,3,4,5,6} ocorreu se a sair a face 5. E claro que, por conter todos os resultados
possiveis, o conjunto £ sempre vai ocorrer, nao importa qual for o resultado aleatorio.

Do mesmo modo, existem vérios subconjuntos que ndo ocorrem quando sai a face 5. Por
exemplo, ndo ocorrem os subconjuntos {1,2,3} e {1}. Extendendo ao maximo esta ideia, dizemos
que o subconjunto vazio () ndo ocorre se sair a face 5. O conjunto vazio @ € um subconjunto de
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(de qualquer Q) e como ele nao possui elementos, sempre teremos @ ¢ emptyset € ele nunca vai
ocorrer.

Se B é um subconjunto de Q, usamos a notacgéo IP(B) para representar a probabilidade de que o
resultado aleatério @ pertenca a este subconjunto. O segundo item do espaco de probabilidades € a
o —algebra <7, a colecéo de subconjuntos de B C Q para os quais podemos calcular probabilidades.
Existem subconjuntos para os quais ndo poderemos calcular probabilidades? A resposta é: depende
de Q.

Quando Q é um conjunto finito, a c—algebra o7 é facil: é o conjunto formado por todos os
subconjuntos de Q. Quando € for um conjunto infinito mas enumerdvel, tal como o conjunto dos
ndmeros naturais N ou dos nimeros inteiros Z, a 6 —algebra </ também serd a colegdo de todos os
subconjuntos de Q.

= Example 3.3 Para o exemplo da moeda, com representando C e C representando coroa, as
possibilidades para os eventos B C {C,C} sdo limitadas. O evento B pode ser o conjunto vazio
0, o conjunto formado pelo resultado cara (isto &, B = {C}), o conjunto {C} e o préprio conjunto
Q= {C,C}. Assim,

o = {@, {C}v {é}a 'Q}

» Example 3.4 Para Q = {1,2,3,4,5,6} no caso do langamento do dado, todo subconjunto de Q
estd em 7. Por exemplo, queremos calcular a probabilidade do evento em que o dado resulta num
nimero par. Isto significa calcular a probabilidade de ocorrer um dos resultados @ contidos no
conjunto (ou evento) B = {2,4,6} C Q. A colec¢do <7 é mais extensa neste exemplo, formada pelos
26 = 64 subconjuntos de Q:

o ={0,{1},...,{6},{1,2},....{5,6},{1,2,3},...,{2,3,4,5,6},Q}

= Example 3.5 Langar uma moeda duas vezes tem o espago amostral Q = {(C,C), (C,C), (C,C),(C,C)}.
Queremos calcular probabilidades de eventos tais como B = sair pelo menos uma cara, repre-
sentado pelo subconjunto B = {(C,C),(C,C),(C,C)}. A o—dlgebra &7 possui todos os 2* = 16
subconjuntos de Q:

o ={0.{(C,O)},... {(C.O)}.{(C,0).(C,O)},... {(C.C),(C.O)}{(C,C),(C.C),(C.O)},...Q}

A dificuldade aparece quando Q ndo é um conjunto enumerdavel, tal como o intervalo [0, 1]
ou plano R?. Neste caso existem subconjuntos B C Q para os quais nio podemos atribuir uma
probabilidade P(B) de maneira consistente.

Estes subconjuntos especiais, para os quais ndo podemos atribuir probabilidades, sdo chamados
de ndo-mensurdveis. Os demais subconjuntos B C €, para os quais nés podemos calcular suas
probabilidades P(B) sdo chamados de evenfos e pertencem a ¢—algebra o/. Esta é a parte
altamente técnica da definicdo do segundo elemento do espago de probabilidade, a o—4algebra
/. Um tratamento rigoroso deste topico € feito nos livros de Teoria da Medida de conjuntos e da
Integral de Lebesgue.

A boa noticia é que este tdpico dificil tem muito pouco impacto pritico. A razdo é que
todos os eventos de utilidade pratica, mesmo os altamente complexos, sdo mensurdveis. Eventos
ndo-mensurdveis sdo conjuntos raros, de interesse puramente tedrico. Eles ndo atrapalham o
entendimento e dominio das principais técnicas de andlise de dados estatisticos e podem ser
ignorados num primeiro momento. Vamos ignorar estas sutilezas matematicas e supor que <7
contém todos os subconjuntos que podem ser formados a partir de Q.
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» Example 3.6 Para Q =[0,27), a colecdo de eventos B que constituem .7 vai conter subconjuntos
tais como sub-intervalos (a,b) C [0,27) (pense em (7/6,w/4), por exemplo). Além disso, .7 vai
conter eventos formados por qualquer par de sub-intervalos tais como B= (7 /12,7/8)U(7/6,1) C
[0,27) = Q. Eventos formados por unides e interse¢des de 3, 4, ou qualquer outro nimero de
intervalos vai fazer parte de 7. Nao € possivel enumerar uma lista contendo todos os eventos
possiveis neste exemplo. Entretanto, qualquer evento de interesse pratico vai fazer parte de <7. =

Resumindo, na pratica da andlise de dados, podemos considerar que podemos obter a proba-
bilidade associada com todo e qualquer subconjunto B C Q. Isto néo é estritamente verdadeiro
nos casos em que o conjunto Q € um intervalo da reta ou do plano ou em outras situacdes (tecni-
camente, quando € for um conjunto ndo-enumeravel). Entretanto, para todos os efeitos praticos,
podemos ignorar esta complicacdo e considerar que 7 contém todo e qualquer subconjunto de Q
que vocé possa conceber. Eu acho este assunto fascinante pois ele estd ligado a temas envolvendo
as dificuldades de se pensar rigorosamente com conjuntos infinitos. Na se¢ao 3.6, procuramos
mostrar de maneira informal quais sdo as dificuldades envolvidas e porqué a Teoria da Medida é
necessdria. Esta se¢des sdo opcionais numa primeira leitura desse livro.

Resumo da notacdo e termos

e O espago amostral Q é um conjunto com todos os possiveis resultados de um experimento
aleatdrio.

e Um resultado @ € um elemento de um espaco amostral

e Um evento A é um conjunto (um subconjunto do espagco amostral £2).

e Um evento pode nio ter resultados (o conjunto vazio @, que tem probabilidade zero de ocorrer,
COmo Veremos).

e Um evento pode conter um dnico resultado @ (evento simples ou evento atdmico)

e Um evento pode ser todo o espago amostral Q

A funcdo de probabilidade P

O terceiro elemento do espago de probabilidades é a fun¢do de probabilidade propriamente dita.
Para cada evento A C Q, devemos ter um valor numérico para P(A) e este nimero devera estar no
intervalo fechado [0, 1]. A func¢do [P tem um evento (subconjunto) B como parametro.

m Example 3.7 Para o exemplo do dado, se ele for bem balanceado, serd natural estabelecermos
que as faces possuem probabilidades iguais de ocorréncia. Isto é, que P({1}) = 1/6 assim como
P({k}) = 1/6 para toda face k = 1,...,6. Como fica a atribui¢do de probabilidades a eventos B
compostos por mais de uma face? Por exemplo, qual a probabilidade de ocorrer uma face par?
Isto é, qual a probabilidade de ocorrer um resultado @ que esteja no subconjunto-evento {2,4,6}.
Para qualquer evento B neste caso do dado bem balanceado, vamos definir P(B) = m/6 onde m é o
nimero de elementos em B. Assim, P({2,4,6}) =3/6 = 1/2. Mais a frente veremos uma maneira
mais geral de fazer a especificagdo da fungéo P. "

O significado de IP(B) é a probabilidade de ocorrer um resultado que pertenca ao evento B.
Apenas um resultado o € Q ocorre, apenas um dos elementos ® do conjunto Q. Mas queremos
atribuir probabilidades a subconjuntos de Q. Por exemplo, no exemplo do video-game, queremos
saber a probabilidade de que um objeto seja lancado com um angulo 6 entre 7/6 e 7 /4 graus. Isto
é, queremos a probabilidade de que o angulo aleatério 6 que vai ocorrer no lancamento esteja no
intervalo B = (m/6,7/4). Na linguagem de probabilidade dizemos que o evento (subconjunto)
B ocorre se a realizagdo aleatdria gerar um elemento do conjunto-evento B. Assim, 0 evento-
subconjunto B ocorre se um dos seus elementos ocorrer.

Precisamos definir P(A) para todo A C Q de forma consistente. Quais as propriedades que esta
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atribuicdo deve ter para que a gente ndo chegue a resultados inconsistentes ou contraditérios, mesmo
quando Q for um conjunto complexo como os dos exemplos da secdo 3.6? Quais os requisitos
minimos que esta atribuicao de probabilidades deve satisfazer, ndo importa o quao complicados
sejam Q e o7 ? Por exemplo, ndo queremos deduzir que, a partir de certa atribui¢do de probabilidade,
acabamos por encontrar probabilidades negativas ou maiores que 1. Ou obtermos P(A) < P(B)
apesar se sabermos que A contém todos os resultados que pertencem a B e, portanto, deveriamos ter
P(A) > P(B).

E um tanto surpreendente que precisa-se de muito pouco para que uma fungio P seja uma
atribuicdo de probabilidade valida, que ndo vai gerar resultados inconsistentes. Em 1933, o
matematico russo Komogorov estabeleceu um conjunto de trés condigdes que esta fungio P(B)
deve satisfazer para que seja uma fun¢do de probabilidades vdlida. Isto é, satisfazendo estas
condicdes (ou axiomas), ndo teremos inconsisténcias ou contradicdes 16gicas ao longo de todos os
célculos de probabilidade, nao importa qudo complexa seja a situagdo sob andlise. Para ser vélida,
basta que IP seja qualquer funcdo como definida abaixo.

Os 3 Axiomas de Kolmogorov
Definition 3.3.1 — Fun¢do de probabilidade P. Dados um espaco amostral Q e uma o-
dlgebra de eventos .7, uma fungdo de probabilidade IP é qualquer fungao tal que

P:o/ —[0,1]
A—P(A)

e que obedece aos trés axiomas de Kolmogorov:
Axiomal P(A) >0V Aec o/
Axioma 2 P(Q) =1
Axioma 3 P(Al UA, UA3U.. ) = ]P)(Al) —i—P(Az) +]P)(A3) +...
se os eventos A, A», ... forem disjuntos (isto é, mutuamente exclusivos).

Os dois primeiros axiomas estdo apenas fixando uma escala para a probabilidade. Isto é, a
probabilidade P(A) de um evento A qualquer deve ser um ndmero entre 0 ¢ 1. Como Q contém
todos os resultados possiveis do experimento, o evento L ocorre com certeza e tem probabilidade
méxima. O Axioma 2 diz que esta probabilidade médxima € igual a 1. As escolhas estabelecidas
pelos dois primeiros axiomas sdo arbitrdrias. Por exemplo, o segundo axioma poderia ter escolhido
P(Q) = 100 ao invés de 1.

O importante mesmo € o terceiro axioma:

. (U) - P
i=1 i=

se 0s A;’s s@o disjuntos. No jargdo matematico, dizemos que a funcdo de probabilidade € uma
funcdo o-aditiva ao satisfazer esta propriedade.

Para entender um pouco melhor o que esta propriedade significa, vamos considerar um caso
particular do Axioma 3. Vamos tomar dois eventos A e B quaisquer e fazer Ay = A, A, =B, e
A, =0, o conjunto vazio, para n > 3. Vamos também assumir que AN B = (. Assim, neste caso
particular,

AlUA UA3UA4...=AUBUQUD...=AUB
e 0 Axioma 3 permite concluir que, se ANB =0,

P(AUB) = P(A) + P(B) + P(0) + P(0) + ... 3.1)
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Para prosseguir, vamos mostrar que P(0) = 0. Como Q = QUOUOUOU... usamos (P2) e
(P3) para escrever

1 = PQ)
= PQUOUOUOU...)
= P(Q)+P(0)+P(0)+
= 1+P(0)+P(0)+

Cortando o 1 dos dois lados da igualdade, temos 0 igual a soma de IP(0) infinitas vezes. Assim,
P(0) tem de ser O.

Voltando ao nosso problema principal, substituimos (@) por 0 em (3.1), concluindo entéo que,
se ANB = 0, temos

P(AUB) = P(A) + P(B) (3.2)

OC

Figure 3.2: Diagrama de Venn com ANB = &.

(ver Figura 3.2).

Os axiomas definem a funcdo P como sendo uma fungao aditiva sobre conjuntos disjuntos.
Intuitivamente, a probabilidade de ocorrer um resultado @ na unido A U B dos eventos A e B deveria
ser maior que a probabilidade P(A) do resultado @ ocorrer apenas no evento A. Afinal, em AUB
existem todos os possiveis resultados que estavam em A e mais os resultados de B. A probabilidade
P (A UB) deveria também ser maior que P(B). Mas porqué deveria ser a soma das probabilidades
individuais? Uma outra defini¢dao néo poderia ser razoavel? Por exemplo, quem sabe uma férmula

tal como P(AUB) («/ )+ /P ) ndo poderia talvez ser usada? Serd que a decisdo de
especificar a probabilidade da unifo disjunta como sendo a soma das probabilidades individuais é
totalmente arbitraria?

De fato, ndo. A férmula que faz sentido pratico é aquela usada nos axiomas de Kolmogorov.
Para ver isto, considere uma situac@o simples em que o espaco  é particionado em dois eventos
disjuntos, cada um deles com probabilidade 1/2. Por exemplo, no caso do lancamento de um dado
equilibrado podemos escrever Q = AUB com A = {1,2,3} e B= {4,5,6}. Intuitivamente, cada
um deles tem probabilidade igual a 1/2, P(A) = 1/2 e P(B) = 1/2, pois o dado é bem equilibrado.
A unido de A e B é o préprio conjunto Q e portanto P(A U B) tem de ser igual a P(Q) = 1, a soma

das probabilidades individuais P(A) e P(B). Jd a férmula P(AUB) = (\/ )+ +/IP(B) ) levaria
a conclusio errénea de que 1 = 2 pois

2
1
uma contradi¢do o. Raciocinios similares com outras parti¢des de € justificam intuitivamente o
axioma 3. Assim, para fazer sentido pratico uma funccio de probabilidade deve ser aditiva sobre
eventos disjuntos.
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Qualquer fungdo P(B) que satisfaga aos trés axiomas de Kolmogorov, ndo importa o que
sejam Q e o7, serd uma fungdo de probabilidade vélida. Nao quer dizer que toda e qualquer
funcdo seja boa ou de utilidade pratica. A regra acima apenas diz que certas funcdes PP serdo
matematicamente vélidas como atribuicdes de probabilidade. Basta que PP satisfaga aos trés axiomas
de Kolmogorov para que [P seja uma atribuicdo de probabilidades valida.

Como estabelecer uma fun¢cao P?

OK, vimos que qualquer funcdo P que satisfaga aos axiomas de Kolmogorov é valida como uma
funcdo de atribuicdo de probabilidades. Mas como escolhemos uma dessas fun¢des vélidas num
caso pratico? Usamos uma combinacio de conveniéncia matematica (facilidade de manuseio) com
boa aproximagdo da realidade. Existe um trade-off entre estes dois aspectos. Se focarmos apenas
no uso de modelos matematicamente muito simples vamos acabar com modelos que sdo muito
distantes da realidade do fend6meno, que ndo o representam bem. Se insistirmos em incorporar
todoss os aspectos que podem afetar um fendmeno, teremos um modelo probabilistico invidvel do
ponto de vista matemdtico e computacional.

Para definir a fung@o de probabilidade P devemos considerar trés casos:

e Q¢ finito: Q= {w;,m,..., 0y}

e Q¢ infinito enumerdvel: Q = {w;, a,...}

e Q é ndo-enumerdvel, tal como Q = (0,1) ou Q = R?,
Como podemos esperar, o terceiro caso tem algumas complicagdes a mais em relacdo aos outros
dois.

Q é finito

Vamos comegar com o caso em que Q é finito. Seja Q = {®;, @, ..., ®y} onde os @; sdo resultados
individuais distintos. Eles costumam também ser chamados de eventos atdmicos.

Notation 3.1. P ({&;}) = P(w;).

Vocé pode atribuir valores P(@;) > 0 de forma completamente arbitraria desde que elas satis-
facam a restricdo de que sua soma seja igual a 1:

M=

Plw))+...+P(oy) = . Plw)=1

i=1

Seja A = {w;, w;,,...,®;,} C Q um evento qualquer. Qual a probabilidade P(A)? As proba-
bilidades para os eventos A C Q sdo derivadas da atribui¢do de probabilidades P(®) aos eventos
atomicos usando o Axioma 3 da definicdo 3.3.1. O evento A € a unido dos eventos compostos
pelos resultados individuais, A = {@;, } U...U{w;, }. Assim, usamos o Axioma 3 para escrever a
probabilidade de A como sendo a soma dos eventos individuais:

P(A) =P (U{“"’f}> = ilIP({wi,-}) = ) P(@) =P(w;) + ..+ P(;,)

W;€A

Isto é, a probabilidade P(A) de qualquer evento A quando Q € finito é a soma das probabilidades
dos resultados atbmicos que o compdem:

PA) =Y P(o). (3.3)

weA

Repetindo: atribua probabilidades ndo-negativas e somando 1 aos eventos atdmicos ® € Q.
Para qualquer evento A C Q:
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e identifique quais os elementos @; que pertencem a A;
e some suas probabilidades P(a;):

PA)=P{w,,...0;,}) = Z P(wy;).

;€A

Resultados Equiprovaveis

Uma grande quantidade de problemas e estudos consideram situagdes em que os N resultados de
sdo igualmente provaveis, chamados resultados equiprovaveis. Neste caso, teremos P(®) = 1 /N
para todo @ € Q. Além disso, calcular P(A) passa a ser um problema de contagem pois P(A) =
|A|/|Q = |A|/N onde |A| é o nimero de elementos no conjunto A. Nestes problemas, tudo se reduz
a anédlise combinatoriais que podem ficar bastante complicadas.

m Example 3.8 Por exemplo, lancar uma moeda 3 vezes gera um espaco amostral com 8 elementos,
cada um deles com probabilidade 1/8. Qual a probabilidade de sair cara no 20 langamento? Como
A ={ccc,ccC,Ccc,CCC), temos P(A) = 4/8. .

s Example 3.9 — Extraido do livro de William Feller, volume I. Cada um dos 50 estados
americanos possui dois senadores. Uma comissdo de 50 membros escolhidos ao acaso dentre
os senadores € formada. Qual a probabilidade de que um certo estado (digamos, Oregon) esteja
representado na comiss@o? Qual a probabilidade de que todos estejam representados?

O espaco amostral é constituido pelas diferentes comissdes de 50 membros que podem ser
formadas. Quantas sdo? O nimero binomial

()= e

calcula o nimero de maneiras de formar grupos (conjuntos) de k elementos escolhidos dentre N
possiveis. Assim, existem (15%0) possiveis comissdes em . Quantas comissdes existem em que
pelo menos um de seus dois senadores do Oregon esteja presente? Para cada uma das comissdes
possiveis, existem O representantes do Oregon presentes ou mais do que zero representantes (1 ou
2) presentes. Vamos contar o nimero de comissdes que possuem zero representantes do Oregon.
Neste caso, a comissdo de 50 elementos deve ser formada com com 98 senadores restantes. Temos

(gg) possiveis comissdes desta forma e portanto o nimero de comissdes com pelo menos um

representante & igual a ('§) — (). Assim, a probabilidade desejada é igual a
100y (98
(19 100148

Para a segunda probabilidade de interesse, precisamos contar o nimero de comissdes de 50
individuos que podem ser formadas em que cada um dos 50 estados estd representado. Imagine
alinhar as 50 posi¢des da comissdo de acordo com o nome de cada um dos 50 estados. Cada posi¢do
deve ser preenchida com dos dois senadores daquele estado. Asim, temos 270 comissdes desse tipo
e a probabilidade desejada é

2% 14
W ~4.1310
50
A conta acima foi feita com a ajuda da aproximacdo de Stirling, uma férmula matemética para
obter de forma aproximada o valor de nimeros fatoriais muito grandes. "

= Example 3.10 — Extraido do website cut-the-knot.org.. Este exemplo foi ligeiramente
adaptado a partir do excelente material do website https://www.cut-the-knot.org/Probability/
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Probabilities.shtml. Rolar dois dados bem balanceados e registrar o resultado das duas faces.
Qual a probabilidade de que a soma das duas faces seja 11? E de que seja 12? Uma maneira errada
de pensar sobre este problema € imaginar que estes eventos possuem probabilidades iguais. Este
raciocinio errdneo argumenta que a soma ser 11 significa que um dado € 5 e o outro é 6. Por outro
lado, a soma ser 12 significa que um dado é 6 e o outro também € 6. Assim, cada caso tem 0 mesmo
nimero de resultados e eles deveriam ter probabilidades iguais.

Para identificar o erro desse raciocinio, vamos explicitar o espaco amostral. Imagine que os
dois dados sdo rotulados como Dado 1 e Dado 2. Cada dado possui 6 faces e existem 36 resultados
possiveis considerando os dois dados simultaneamente. Todos os 36 resultados sdo igualmente
provaveis. Denote por Sy o evento de que a soma dos dois dados seja k. Queremos P(S2) e P(Sy;).

A tabela abaixo mostra nas suas margens todos os seis resultados possiveis de cada um dos dois
dados. Nas células internas da tabela , temos a soma das faces dos dois dados. Como os resultados
atdmicos sdo equiprovdveis, para obter a probabilidade de qualquer evento Sy, basta contar quantas
céluas da tabela possuem a soma igual a k e dividir por 36. E facil ver que a soma 12 ocorre apenas
num tnico resultado, (6,6) e portanto P(S12) = 1/36, enquanto a soma 11 ocorre com os resultados
(5,6) e (6,5) e portanto P(S1;) = 2/36, duas vezes maior.

Dado 2
Dad°1‘123 & 5 6
1 2 3 4 5 6 7
2 345 6 7 8
3 456 7 8 9
4 |5 6 7 8 9 10
5 6 7 8 9 10 11
6 |7 8 9 10 11 12

Resultados Ndo-Equiprovaveis

Muitos problemas complicados de combinatdria aparecem em situagdes de resultados equiprovaveis
mas, na maioria das situacdes préticas, os resultados atdmicos possuem probabilidades ndo idénticas.
Isto significa que a probabilidade de eventos A ndo € mais reduzida simplesmente a contar quantos
resultados @ estdo no evento A. Nestes casos, depois de identificar os resultados @ € A, usamos a
formulagdo geral P(A) =Y ,ca P(@) em (3.3). As probabilidades P(®) de cada resultado atdmico
 costuma ser obtido a partir de andlise de dados como no exemplo abaixo.

= Example 3.11 — Minera¢cdo de dados num micromercado. Suponha que existam apenas
trés produtos num micromercado: A, B, e C. Q é composto pelas possiveis 8 cestas de produtos:

e (0 (ou nenhum produto),

e apenas A, apenas B, apenas C,

e apenas os produtos AB juntos, apenas AC juntos, apenas BC juntos,

e 0s 3 produtos ABC juntos.
Vamos representar Q = {0,A,B,C,AB,AC,BC,ABC}. Fez-se uma anélise estatistica do padréo de
compras de vérios clientes. Observou-se, por exemplo, que aproximadamente 17% dos clientes
safam com a cesta A e 3% saiam com a cesta AB. Isto permitiu obter aproximadamente as
probabilidades as possibilidades de cada @ € Q. Por exemplo, P(A) ~ 0.17 e P(AB) ~ 0.03.
Assim, podemos atribuir probabilidades aos elementos atomicos de Q usando estas probabilidades
aproximadas:

0} 0 A B C AB BC AC ABC | soma
P(w) |/ 0.02 0.17 0.19 0.09 0.03 0.21 0.18 0.11| 1.00
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Veja que elas sdo maiores ou iguais a zero e somam 1.

Aqui estdo alguns eventos E C Q compostos e suas probabilidades:

e E significa levar o produto A na cesta, ou E = {A,AB,AC,ABC} e portanto P(E) = 0.17 +

0.0340.18+0.12 = 0.49.

e E = levar o produto A mas ndo o produto C. Ou seja, E = {A,AB} e P(E) =0.17+0.03 =
0.20.
E = uma cesta vazia, ou E = {0} e portanto P(E) = P(0) = 0.02.
E = uma cesta vazia ou com pelo menos um produto. Entdo E = Q e portanto P(E) =
P(Q)=1.
E = cesta com 4 produtos distintos. Ops, este evento ndo existe. Portanto £ = &, o conjunto
vazio,comP(@)=1-P(@‘)=1-P(Q)=1-1=0.

s Example 3.12 — Direcdo e Velocidade do Vento. Em aeroportos, os avides pousam e
decolam em diferentes sentidos da pista em fun¢do da direc¢do e velocidade do vento comunicada
pela torre de controle ou, em aeroportos menores, pela biruta de vento (Figura 3.3).

Figure 3.3: Controle de diregéo e velocidade do vento em aeroportos.

Num certo aeroporto, a direc@o e velocidade escalar do vento sao medidas e classificadas em
faixas de valores. Uma andlise de dados coletados nos tltimos 10 anos permite calcular a frequéncia
estatistica da ocorréncia da direcdo e velocidade do vento (em milhas por hora) durante o més de
julho de acordo com a tabela abaixo:

o Velocidade (mph)

Direcdo | ¢ 151318 19-24p 3538 30+ || ol
N 0 12 2 2 1 12 60
NE 0 1 4 4 2 12| 115
E 12 2 6 4 2 1 155
SE |12 2 6 4 2 1 155
S 12 | 4 6 4 2| 175
sw | 12 | 4 6 4 41 195
w 0 1 2 4 2 12| 95
NW 0 12 1 2 1 12| 50
Total 2 9 29 3 18 10| 100

O espago amostral é composto pelos pares ordenados @ = (d,v) € Q representando a categoria
de direcdo e de velocidade do vento num mesmo instante de tempo escolhido completamente
ao acaso durante o més de julho neste aeroporto. Os resultados possiveis estdo representados



3.4.2

3.4 Como estabelecer uma funcdo P? 71

pelas 8 x 6 combinagdoes compondo os IDs das células da tabela acima. Em cada célula temos a
probabilidade de observar o par (d,v) correspondente. Estas probabilidades estio multiplicadas por
100.

Suponha que o interesse € saber a probabilidade de, num certo instante num més de julho,
observarmos um vento na direcdo SW ou S. Isto corresponde a soma das probabilidades dos pares
(v,d) comv=SWouv=Weéiguala (9.5+19.5)/100 = 0.29. A probabilidade de observarmos
um vento na dire¢do SW ou W e, ao mesmo tempo, com velocidade no intervalo 19 — 24 ou 25 — 38
éiguala (64+4+4+2)/100=0.16. .

Visdo frequentista

Se o fendmeno sob andlise puder ser repetido:
¢ indefinidademente,
e nas mesmas condi¢cdes
e de forma independente (sem que uma repeticao afete a seguinte),

m z e . ~
entdo P(w) ~ N onde m é o nimero de vezes que o resultado @ ocorreu nas suas N repeticoes.

Podemos tomar P(®) = T, ignorando a aproximacao amostral embutida. Esta é chamada a visdo
frequentista de probabilidade.

E P(A) para A = {®;,,...,®;, }? Temos duas possibilidades. Tome P(a;;) = % para cada
w;; € A e some estas probabilidades:

mij

P(A) = L P(;) =)+

A outra op¢ao € simplesmente verificar quantas vezes o evento A ocorreu nas N repeti¢des
independentes e tomar

onde m é o nimero de vezes que o evento A ocorreu nas N repeti¢coes.
A segunda op¢ao produz o mesmo resultado que a primeira opgao.

m Example 3.13 — Frequentista no micromercado. No exemplo, temos trés produtos: A, B, e
C. Uma andlise estatistica permitiu obter aproximadamente as probabilidades:

w 0 A B C AB BC AC ABC | soma
P(w) | 0.02 0.17 0.19 0.09 0.03 0.21 0.18 0.11| 1.00

Como elas foram obtidas? Um grande nimero N de clientes foram observados: sdo as repeti¢des.
Contou-se o nimero de vezes m em que a cesta foi BC Finalmente tivemos P(BC) = m/N = 0.21
ou 21% dos clientes. "

p) Estaéumalonga observagio opcional numa primeira leitura. Vamos exercitar um olhar critico
no exemplo do minimercado. Pelo argumento frequentista, para que P(BC) ~ m/N = 0.21,
deverfamos ter repeti¢des nas mesmas condi¢des. Talvez isto ndo seja razodavel. Alguns
clientes sdo velhos, outros sdo jovens. Alguns compram no inverno e outros no verdao. As
condi¢des em que as repeticdes estdo ocorrendo ndo parecem ser idénticas. Se as condi¢des
ndo sdo idénticas pode ser que as probabilidades ndo se mantenham constantes. Por exemplo,
a chance do produto A estar na cesta do cliente € alta se ele for jovem ou se for uma compra
no verdo mas a probabilidade € baixa caso contrério.

Uma outra suposicao € que as repeticdes sao independentes. Vamos formalizar este conceito
de indepéncia probabilistica a seguir mas basicamente ele significa que o resultado de uma
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repeticio ndo afeta as probabilidades de nenhuma outra. Isto também pode ser questionado.
Alguns clientes podem influenciar outros via telefone ou comentarios. Outro motivo é que,
se os clientes ndo forem todos distintos, as compras de um mesmo cliente podem ser muito
semelhantes. Para pensar numa situagdo limite, imagine que apenas um unico cliente que
compra sempre a mesma cesta tenha sido observado. Estimar as probabilidades baseado nos
dados deste tinico cliente ndo é uma boa idéia.

Outra suposicao é que as repeticdes podem ser feitas indefinidamente. Suponha que estejamos
interessados em Q = {TGG,TGG} onde T GG significa a chance de uma terceira grande

mundial nos préximos 5 anos e 7GG a sua ndo-ocorréncia. Nao parece razodvel querer
estabelecer probabilidades invocando frequéncias em repeti¢des prolongadas nas mesmas
condicdes deste tipo de evento.

A abordagem bayesiana assume que probabilidades sdo subjetivas e podem ser manipuladas
com as regras do calculo de probabilidade (ver na disciplina PGM: Modelos Gréficos Proba-
bilisticos). Veremos ao longo do curso que existem varias maneiras de adaptar a versdo basica
da abordagem frequentista para situacdes mais realistas, com as repeti¢des ndo precisando ser
nas mesmas condi¢des e também com dependéncia entre elas.

m Example 3.14 — Dados de Weldon. Walter Raphael Weldon (1860-1906) foi bidlogo inglés
fascinado pela teoria da evoluciao, como muitos brilhantes cientistas na primeira metade do século
XX (ver Figura fig:WeldonEDados). Darwin publicou The Origin of Species em 1859 com sucesso
e impacto imediato. Pelas décadas seguintes bi6logos procuraram acumular evidéncias da evolucio
das espécies, mostrando que a diversidade bioldgica € o resultado de um processo de descendéncia
com variabilidade (filhos ndo sdo idénticos aos pais) e com uma forca (sele¢do natural) atuando
para que alguns dos individuos tenham mais probabilidade de deixar descendentes. Foi um dos
mais importante bidlogos defendendo a teoria da evolucédo e junto com Francis Galton e Karl
Pearson fundou o periddico Biometrika, um dos mais importantes da estatistica até hoje. Welson
escreve num dos seus artigos que “... the questions raised by the Darwinian hypothesis are purely
statistical, and the statistical method is the only one at present obvious by which that hypothesis can
be experimentally checked”. A redescoberta do trabalho de Mendel em 1900 acendeu um debate
envolvendo Welson sobre como seria possivel combinar a teoria da evolugdo e a teoria genética.
Esta jun¢do foi realizada na década de 30 Sir Ronald Fisher, o maior estatistico que ja existiu e
que encontraremos vdrias vezes neste livro. Ter uma suficiente variabilidade € crucial para criar
flexibilidade evolutiva em face das mudancgas ambientais que criam as for¢as da selecdo natural. A
biologia evolutiva e a estatistica moderna surgiram juntas, formando um par inextrincdvel.

Em uma carta de 1894 para Francis Galton, Weldon escreve que langou 26306 vezes um
conjunto de 12 dados. Sua motivacdo era “to judge whether the differences between a series of
group frequencies and a theoretical law, taken as a whole, were or were not more than might be
attributed to the chance fluctuation of random sampling”.

A cada lancamento dos 12 dados, ele registrou o nimero de dados que exibiram a face 5
ou a face 6. Chamando de sucesso ao aparecimento de um 5 ou 6 num dos 12 dados, em cada
langamento dos 12 dados ele podia ter de zero sucessos (nenhum dos 12 dados com um 5 ou 6)
até 12 sucessos (todos os 12 dados mostrando um 5 ou um 6). Os resultados obtidos estdo na
tabela abaixo representados como Nj onde k =0,...,12. A linha f; mostra a frequéncia relativa
do evento obter k sucessos (multiplicadas por 10000, para evitar muitos zeros depois do ponto
decimal). Pela visdo frequentista, a probabilidade de obter k sucessos ao lancar os 12 dados deveria
ser aproximadamente igual a esses valores f;.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 Total
Ny 185 1149 3265 5475 6114 5194 3067 1331 403 105 14 4 0 26306
fr 70.33 436.78 1241.16 2081.27 2324.18 1974.45 1165.89 505.97 153.20 39.91 5.32 1.52 0.00
Dk 71.07 462.44 1271.71 2119.52 2384.46 1907.57 1112.75 476.89 149.03 33.12 4.97 0.45 0.02
dy -6.74 -25.66 -30.55 -38.25 -60.28 66.88 53.14 29.08 4.17 6.79 0.35 1.07 -0.02

Em 1900, Karl Pearson[18] publica um artigo fundamental na histéria da estatistica, apresen-
tando o teste qui-quadrado, capaz de medir, num certo sentido, a distidncia entre dados empiricos
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Figure 3.4: Walter Raphael Weldon (1860-1906), bidlogo evolutivo e pioneiro da aplicagdo da
estatistica a problemas biométricos. Ele escreveu numa carta sobre o experimento de lancar 12
dados 26306 vezes e este experimento foi analisado por Karl Pearson em 1900 no artigo que
apresentou o teste qui-quadrado.

e predi¢des baseadas em modelos probabilisticos. Este teste serd estudado no capitulo 10, onde
voltaremos a este experimento de Welson. Nesse artigo, Karl Pearson ele analisa as contagens
de Weldon procurando ver se eles sdo compativeis com a hipdtese ou modelo de que os dados
sdo bem balanceados, de que todas as 6 faces dos dados sdo igualmente provaveis. Se isto for
verdade, a probabilidade de termos k sucessos ao lancar 12 dados é o que se vé na linha p; da tabela
acima (as contagens seguiriam um modelo binomial Bin(12,1/3), ver o préximo capitulo). Estas
probabilidades também estdo multiplicadas por 10 mil.

Para a maioria das pessoas as duas linhas de nimeros, f; € py, sdo bem préximas. Entretanto,
Pearson mostrou que, se os dados fossem bem balanceados, seria altamente improvével, quase
impossivel, termos diferengas entre f; e p; do tamanho que vemos na tabela acima. A probabilidade
de termos diferencas do tamanho das que vemos na tabela (que parecem pequenas) € 0.000016 (este
é o p-valor do teste qui-quadrado, ver capitulo 10). Ou seja, os dados nao sao bem balanceados. A
dltima linha da tabelamostra as diferencas f; — pi. Elas sdo negativas para k pequeno e postivas
para k grande. Isto quer dizer que existe um “excesso” de eventos com muitos dados mostrando
5 ou 6. Os dados do experimento tendem a mostrar mais faces 5 ou 6 do que o esperado sob o
modelo de dados bem balanceados. Pearson sugeriu que isto era devido ao processo de constru¢io
dos dados. Dados de cassino sdo cuidadosamente construidos. Dados de madeira baratos, do tipo
que Weldon usou, sdo desbalanceados. Ao cavar a madeira para fazer as reentrancias e formar
as faces dos dados criamos um desequilibrio. A face 6, a mais escavada, fica num lado do dado
e a face 1, a menos escavada, fica do lado oposto. Assim, face 6 fica mais leve que sua face
oposta (face 1) e costuma sair com mais frequéncia. Em conclusio, usando a frequéncia relativa
como aproximacao para a probabilidades reais que governam o lancamento dos dados baratos, o
experimento de Weldon mostrou que eles ndo eram bem balanceados. "

P quando Q é infinito enumeravel

Suponha que Q = {®;, ®,,...}. Este caso € idéntico ao caso finito. Basta atribuir P(®;) > 0 aos
elementos atomicos de Q tal que as probabilidades somem 1. Para obter P(A) para algum evento
composto A, some os valores P(®@) de todos os elementos @ € A.

Por exemplo, uma moeda honesta é lancada repetidamente até observarmos a primeira coroa
¢. O espago amostral € infinito e composto pelos elementos atdmicos representando a sequéncia
observada

Q=1{¢cé,ccé,...}
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Uma atribui¢@o vélida de probabilidades ¢ a seguinte:

P(&) =1/2
P(cc) = (1/2)(1/2) = (1/2)?
P(@) = Pced) = (1/2)(1/2)(1/2) = (1/2)?

Ela ¢ valida pois P(@;) > 0 para todo w; € Q e a soma de todas elas ¢ 1:

zi:IP’(wi) = ip(w) _ i <;>L 1

i=1 i terms i=1
Considere o evento B em que a moeda € lancada menos de 5 vezes. Entdo

1 1 1 1
P(B) =P ({¢,c¢,ccc,cccc}) = 3 +Z+§+T6'

Seja A o evento composto em que a moeda é lancada um ndmero par de vezes:
A ={c¢,cccé,cceccé,. ..}

Temos

w-E()" 50

i=1 i=1

P quando Q é infinito ndo-enumerdvel

Aparecem aqui os conjuntos ndo-enumerdveis de novo. Os conjuntos infinitos enumerdveis sao
infinitinhos. Os conjuntos infinitos ndo-enumerdveis sdo infinitdes. Existem vérias dificuldades em
lidar rigorosamente com eles. Daremos apenas um exemplo para estes conjuntos.

Selecione um ntimero completamente ao acaso no intervalo [0,1]. Q = [0, 1]. Como atribuir
probabilidades aos eventos A C [0, 1]? Vamos tentar o mesmo procedimento do caso em que Q é
finito ou enumerdvel. Isto é, atribua um valor P(®) para cada nimero real @ € [0, 1] e defina

B(A)= Y P(a)

w;EA

Isto ndo vai dar certo. Nenhum ponto € favorecido pois escolhemos um ponto “completamente
ao acaso”. Por isto, deveremos fazer P(®w) = & > 0 para todo @ € Q. Isto é, nenhum ponto tem
mais chance do que outro de ser escolhido, a probabilidade & é mesma para todos eles.

O que é entdo P(A)? Suponha que A = {1/2,1/4,1/8,1/16,...}. Pelo Axioma 3 de 3.3.1
temos

P(A)= Y Ba)= ¥ E=Eco—co

;€A ;€A

pois & > 0. Portanto, algo estd errado pois, para ser vélida, uma probabilidade deve ser um ndimero
entre Oe 1.

O erro é assumir uma probabilidade positiva, que P(®) = & > 0. O correto e surpreendente
€ que todo ponto em [0, 1] tem probabilidade 0! Vamos ter de aceitar que P(®) = 0 para todo
ponto ® € [0,1]. Mas se todo nimero em [0, 1] tem probabilidade zero, como poderemos ter
P(]0,1/2]) =1/2?
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Este paradoxo sempre aparece quando representamos a realidade com os nimeros da reta real.
Por exemplo, em fisica, a representacdo da realidade com nimeros reais gera paradoxos similares.
Suponha que o intervalo [0, 1] represente um segmento de fio com massa de 1 grama. Suponha que
o fio tem sua massa perfeitamente e regularmente distribuida no fio. Dizemos que ele tem uma
densidade de massa constante.

Qual a massa de um ponto x € [0, 1]? Suponha que o ponto tem uma massa £ > 0. Como a
densidade € constante, todos os pontos devem ter a mesma massa & > 0. Como existem infinitos
pontos no segmento [0, 1], a massa total deveria ser & X oo = o0 ¢ ndo, 1 grama.

O modelo que representa o fio por um segmento de reta € incorreto do ponto de vista fisico, é
apenas uma aproximacdo idealizada da realidade. O fio possui unidades atdmicas que possuem
massa. Sua representacdo como uma linha continua leva a paradoxos. A solu¢cdo matemdtica para
tornar a representacdo #fil ¢ assumir que:

Todo ponto do fio, visto isoladamente, possui massa zero.

e A massa associada com um segmento [a, b] é diretamente proporcional ao seu comprimento.

e Como a massa total de [0,1] é 1 grama, a massa de [a,b] € [0,1] é b —a.

e Por exemplo, [0,1/2] tem massa 1/2 grama, [1/2,3/4] tem massa 1/4 grama, etc.

e Note que o ponto x é também o intervalo [x, x|, que possui massa 0 pois tem comprimento 0.

Uma maneira um pouco mais complicada é usar uma funcio densidade de massa. Esta fungdo
serd muito util quando a massa néo estiver distribuida de maneira uniforme. A funcio densidade de
massa ¢ uma fungdo f(x) definida para cada x no segmento [0, 1]. Esta funcdo é tal que a massa no
segmento [a,b] é a sua integral entre a e b:

massa em [a,b] = /bf(x)dx

Se tomarmos f(x) = 1 para todo x € [0, 1] teremos

b b
massa em [a,b]:/ f(x)dx:/ ldx=b—a

Esta € a fungdo densidade f(x) para o fio com massa uniformemente distribuida em [0, 1].

A idéia de uma funcio mais geral que a fungdo constante € espalhar a massa total do objeto ao
longo do segmento [0, 1] por meio da fungdo f(x). A massa pode ndo ser uniformemente distribuida.
Por exemplo, suponha que o material do segmento linear [0, 1] é uma liga composta pelo amalgama
de dois elementos, cobre e zinco. Em certas regides do segmento [0, 1], existe mais cobre que zinco.
Em outras regides, o zinco predomina. A densidade do fio vai variar de acordo com as propor¢des
de zinco e cobre no local. Ela pode estar mais concentrada em algumas regides do fio que em
outras. Isto fica refletido imediatamente na func¢@o densidade f(x). Nas regides onde a massa é
mais concentrada, f(x) serd maior. A Figura 3.5 mostra exemplos de diferentes densidade de massa
f(x) para x € [0,1]. A massa de qualquer subconjunto é obtida por integracéo no subconjunto.

Em probabilidade, com conjuntos Q ndo-enumeraveis tais como Q C R”, nés adotamos o
mesmo procedimento descrito acima. A massa total de probabilidade de Q é 1 pois P(Q) =
1. Espalhe em Q esta massa total (1) de probabilidade usando f(x) para x € Q. A massa de
probabilidade de qualquer evento A C Q € obtida por integragdo:

P(A)= [ f(x)dx

= Example 3.15 Pense no experimento de escolher um ponto completamente ao acaso em [0, 1].
Tome f(x) = 1 para x € [0, 1]. Vamos considerar o evento A = [a,b], um intervalo. O experimento
escolhe um tnico ponto em [0, 1], e ndo intervalos. Ocorrer o evento A significa que o ponto
escolhido pertence ao intervalo A = [a, b].

P(Intervalo[a,b]) = Comprimento do intervalo [a,b] (3.4)
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Figure 3.5: Quatro diferentes fungdes densidade de massa f(x).

Todo ponto isolado do intervalo [0, 1] possui probabilidade zero. Seja A um subconjunto de
Q = [0, 1] tal como a unido de dois ou mais intervalos disjuntos: A = [0,1/4]U[3/4,1] . Entdo

P(A):/Af(x)dx:/Aldx:1><(1/4—|—1/4):1/2

p ) Em.#, todo evento pode ser aproximado com um nimero finito ou infinito enumerével de
operacdes U, N, e € em intervalos da reta. Sabemos calcular probabilidades de intervalos.
Como todo evento é obtido a partir de operagcdes de conjuntos em cima de intervalos, a
probabilidade P(A) pode ser estabelecida para todo evento A € o7 Este € essencialmente o
resultado do Teorema de extensao de Caratheodory. Comecamos com probabilidades sobre
conjuntos basicos (atis como intervalos na reta) e este teorema nos garante que, por extensao,
a probabilidade fica determinada para todos os demais eventos.

3.4.5 Funcdo densidade de probabilidade

Variaveis aleatérias, assunto do préximo capitulo, fazem com que Q C R” na pratica. E este caso é
muito facil pois entdo a densidade f(®) pode ser qualquer fungédo

fiQCR" — R
0o — f(o)

tal que:

e f(w) >0, (para nunca obtermos uma probabilidade negativa).

ecfy flw)do=1
m Example 3.16 — Tempo de espera. Estamos interessados no tempo de espera (em horas) pelo
primeiro comentério apds a postagem de um video do YouTube num certo canal. Qual é o espago
amostral? O tempo de espera serd um valor no semi-eixo positivo da reta real. Como ndo existe
um limite superior bem definido, vamos adotar Q = (0,%0) como o espago amostral. Os eventos
serdo subconjuntos deste semi-eixo. E a densidade f(x)? Existem vdrias alternativas que podemos
adotar dependendo do canal ou do tipo de video postado pelo canal. Por exemplo, f(x) pode
variar se o canal tem milhdes de seguidores ou apenas uns poucos; se ele é apelativo para gerar
views; se o video € sobre um tema de pouco interesse, etc. O grafico da Figura 3.6 mostra algumas
possibilidades para f(x) usando todos os eixos verticais e os eixos horizontais na mesma escala
para facilitar a comparagdo. A drea total debaixo das curvas € igual a 1 em todos esses quatro
gréficos.
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Figure 3.6: Quatro possiveis modelos de densidade de probabilidade f(x) para tempo de espera
(em horas) pelo primeiro comentério apds a postagem de um video num canal do You Tube.
Visualmente, veja como séo diferentes as probabilidades P(A) = P((0, 1]).

Os dois gréficos da linha superior mostram um decaimento exponencial. O grafico da esquerda
possui um decaimento mais acelerado, f(x) = 0.5¢~%>, enquanto o gréifico da direita possui
f(x) = 0.2¢7%%. Nos dois casos, a integral da fungio f(x) no semi-eixo (0,c0) é igual a 1. As
duas func¢des densidade na linha superior atribuem probabilidades P(B) bem diferentes ao evento
B = (0, 1] representando o tempo de espera demorar menos de uma hora. Esta probabilidade
P((0,1]) é a drea sob cada uma das duas curvas no intervalo (2,4]:

e | f40.5e70%dx ~0.39 naesquerda

P((0,1) = /o flx)de = { J10.2¢702%0x ~ 0.18  a direita

Nesses dois graficos, vemos que a densidade f(x) decai sistematicamente a partir da origem (tempo
0). Nos dois casos, a probabilidade do tempo de espera cair no intervalo (k,k + 1] é igual a
P([k, k4 1]) = [ f(x)dx onde k= 0,1,2,.... Visualmente, esta probabilidade ¢ a drea debaixo
da curva f(x) no intervalo (k,k + 1]. O que acontece com P((k,k+ 1]) & medida que k aumenta
nos graficos da linha superior? Claramente, a drea diminui com o aumento de k. Por exemplo, para
o grafico da esquerda, temos P((0,1]) = 0.39, P((1,2]) = 0.24, P((2,3]) = 0.14, P((3,4]) = 0.09.
Para o gréfico da direita, essas probabilidades novamente decaem com k mas desta vez, mais
lentamente: P((0,1]) = 0.18, P((1,2]) = 0.15, P((2,3]) = 0.12, P((3,4]) = 0.10.

Os gréficos da linha inferior na Figura 3.6 mostram uma outra possivel situagdo. A curva da
esquerda possui f(x) = xe™* enquanto a da direita possui f(x) = x”exp(—2x). Nelas, ao contrario
dos gréficos da linha superior, a probabilidade do primeiro comentario aparecer imediatemente
ap6s sua postagem (imediatamente x = 0) é pequena. Para os dois graficos da linha superior, a
probabilidade P((0,5/60)) do primeiro comentdrio surgir antes de 5 minutos apés postagem é 0.04
(esquerda) e 0.02 (direita). J4 para os dois graficos da linha inferior nés temos estas probabilidades
muito menores, iguais a 0.003 (esquerda) e 3.9 10~ (direita). A curva da esquerda € bastante
concentrada em tempos de espera inferiores a 2 horas. Em forte contraste, na curva mais a direita, a
probabilidade de aparecer um comentdrio antes de x = 2 horas € apenas 0.008. "

= Example 3.17 — Dardos em alvo circular. Suponha que dardos sdo atirados num alvo circular
de raio 1. Um jogador possui uma habilidade que faz com que a chance de acertar numa regido A
préxima do centro € maior que se esta mesma regido estiver proxima da borda. Esta habilidade estd
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representada pela densidade

flx,y)=c <\/X2+y2— 1)2

para x, y no disco unitdrio e ¢ é uma constante para garantir que [, f(x,y)dxdy = 1. Pode-se mostrar
que entdo ¢ = 147 /12.

Seja r =r(x,y) = \/x>+y?, a distancia de (x,y) até a origem. Podemos reescrever a densidade
anterior da seguinte forma:

fley)=c (V@ —1) = el -1

Isto torna mais simples a visualizacdo da densidade com um mapa de calor ou curvas de nivel. Para
uma regido A qualquer dentro do disco, temos

P(4) = [ fCxy)dsdy

Individuos com habilidades diferentes terdo sua densidade diferente. A densidade deverd expressar
quais as regides mais provaveis de serem atingidas. Como seria um mapa de calor da densidade
f(x,y) de um jogador “cego”? E de um jogador extremamente habilidoso? E um jogador que tem
um viés para a direita? Isto é, um jogador que tende a jogar o dardo deslocado para a direita do
alvo. "

p) [Observagdes] Devemos ter f(®) > 0, um limite inferior. Mas podemos ter f(®) > 1: nao
ha um limite superior. A restricdo fundamental € que a integral sobre todo Q deve ser 1. Ndo
se exige que o valor f(®) em cada @ € Q seja menor que 1. Para obter a probabilidade de
um evento A C Q basta integrar f(x) sobre a regido A:

P(A) = /A F(x)dx

Assim, uma proabilidade P(A) é drea (ou volume) sob uma curva (ou superficie) de densidade.

Consequéncias dos axiomas de Kolmogorov

Como toda boa teoria matematica, todo o restante da teoria de probabilidade, todos os seus
resultados surpreendentes, todos s@o rigorosamente deduzidos a partir desses trés axiomas de
Kolmogorov descritos na secao 3.3.1. Por exemplo, se um evento A, é maior que outro evento
Ay (significando que A; estd contido no subconjunto A;), nés esperamos que P(A;) seja maior
que P(A}). N6s ndo precisamos declarar isto como uma propriedade adicional de uma fungdo de
probabilidade. Ela é deduzida como uma consequéncia ldgica dos trés axiomas. Esta e outras quatro
propriedades podem ser derivadas imediatamente se IP satisfaz aos trés axiomas de Kolmogorov.

Proposition 3.5.1 — Propriedades de P.

(P1) P(A) =1—P(A). A probabilidade do evento complementar A° é 1 menos a probabilidade
do evento A.

(P2) 0 <P(A) <1 para todo evento A € 7. O intervalo [0,1] é a escala em que probabilidades
sdo medidas.

(P3) seA; CAy = P(A;) <PP(A;). Se um evento contém outro, sua probabilidade deve ser maior
(ou igual, pelo menos).
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(P4) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB). Esta é uma propriedade bastante importante, muito ttil
na prética.

(P5) P(AUB) <PP(A) 4 P(B). Esta é uma consequéncia imediata da propriedade acima. Veja a
prova abaixo

P6) P(U,_1Ai) <Y, P(A;). Esta é uma propriedade 1til para demonstrar muitos outros resulta-
dos mais avancados de probabilidade.

Vamos supor apenas que [P satisfaz aos trés axiomas de Kolmogorov, nada mais. Comegamos
provando a propriedade P1. Temos P(Q) =1 e Q = AUA. Como ANA® = &, podemos usar (2?).
Assim,

1=P(Q) =P(AUA) =P(A)+P(A°) = PA°)=1-P(4).

Para provar a propriedade P2, veja que o Axioma 1 da defini¢do 3.3.1 jd estabelece que 0 < P(A)
para qualquer A C Q. Pelo mesmo Axioma 1 da definigdo 3.3.1, temos 0 < P (A°) jd que A° também
€ um evento. Para verificar que P(A) < 1, basta usar a prova de P1, em que concluimos que

1 =P(A)+P(A°) > P(A)

jaque P(A€) > 0. Assim, 0 <P(A) e P(A) < 1. Ouseja, 0 <PP(A) < I.

Vamos provar agora P3. Lembrando de uma defini¢do e notacdo de teoria dos conjuntos,
o conjunto B — A € formado pelos elementos que pertencem a B e ndo pertencem a A. Assim,
B—A = BNAC. Voltando a proposicdo P3 agora, se A} C Ay = P(A;) <P(A;). Como A; C A,
podemos escrever Ay =A; U (A —Ap). Como A; N (A —A;) = &, pelo axioma 3 temos

]P(Az) :]P’(Al U(Az—Al)) :P(Al)—l—]P)(Az—A]) > ]P’(A])

pois, pelo axioma 1, P(A; —A;) tem de ser maior ou igual a zero.

Pulando para P4: A ideia dessa prova € decompor AU B em dois eventos disjuntos e, em
seguida, aplicar o Axioma 3. Temos AUB=AU(B—A) e AN(B—A) =0. Assim, usando o
Axioma 3, P(AUB) =P(A) +P(B—A). Considere agora a decomposi¢do do conjunto BA em dois
subconjuntos disjuntos: B = (B—A) U (AN B) e portanto, P(B) =P(B—A) +P(ANB). Passando
o ultimo termo para o lado esquerdo, econtramos P(B—A) = P(B) —[P(AN B). Substituindo esta
expressdo no que encontramos antes para P(A U B) produz o resultado desejado:

P(AUB) =P(A)+P(B—A) =P(A)+P(B) —P(ANB).

Esta dltima propriedade é o caso geral de P(A U B), quando A N B pode ser diferente do conjunto
vazio.

A propriedade P5 é muito simples. Como P(A N B) > 0 pelo Axioma 1, usamos a propriedade
P4 que acabamos de provar para concluir que:

P(AUB) = P(A) +P(B) — umathbbP(ANB) < P(A) +P(B)

>0

Nao vamos provar a propriedade P6, que tem interesse mais como ferramenta de demonstra¢do
de outros resultados.

Com isto, terminamos a parte minima necessaria para prosseguir os estudos a partir do préximo
capitulo deste livro. As préximas se¢des no presente capitulo sdo opcionais. Elas podem ser
ignoradas numa primeira leitura por alguém que tem pressa ou menos curiosidade matematica.
Entretanto, eu creio que essas proximas secdes ndo deveriam ser completamente ignoradas. Eu
procurei justificar a existéncia e necessidade de varios conceitos sutis ou mais avangados que
certamente vocé vai encontrar se aprofundar no estudo de aprendizado de méquina, de estatistica ou
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(é claro) de probabilidade. Mais do que isto, estas se¢des opcionais constituem um material didatico
que, em geral, ndo estd presente em outros livros-texto que eu conheco. Neles, os conceitos mais
avancados sao definidos sem muita preocupacio em justificar sua necessidade. Como disse, vocé
prosseguir ignorando as préximas se¢des. Elas sdo como o dilema das pilulas azul ou vermelha
que Morpheus apresentou a Neo no filme The Matrix: “You take the blue pill...the story ends, you
wake up in your bed and believe whatever you want to believe. You take the red pill...you stay in
Wonderland, and I show you how deep the rabbit hole goes.” Neo escolheu a pilula vermelha.

Figure 3.7: Red or Blue Pill? What’s gonna be?

3.6 Revendo o espaco de probabilidade - Leitura opcional

3.6.1

Vamos ver cada um dos trés elementos dos espagos de probabilidade com mais detalhes a seguir.
Havera certea repeti¢cdo com respeito aos temas ja expostos nas seg¢des anteriores.

O espaco amostral Q

Q € um conjunto representando todos os resultados possiveis do fendmeno. Em inteligéncia
artificial, falamos de todos os possiveis “estados do mundo” ao invés de resultados possiveis.
Cada resultado possivel deve ser completamente especificado e tnico em Q. Ndo pode haver dois
elementos em Q representando o mesmo resultado possivel. Ver Figura 3.8.

Estadosdo

mundo Q

S/

Figure 3.8: O espago amostral

O “mundo” representado em Q é limitado. Diz respeito ao mundo que voc€ observa ou estuda
no momento. A todo estado do mundo corresponde um, e somente um, elemento ® € Q.
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Um ponto curioso € que Q pode ter mais elementos que estados do mundo. Isto &, pode ter
elementos que representam resultados impossiveis. Veremos a utilidade pratica disso daqui a pouco.
Antes, vamos ver alguns exemplos de Q.

Exemplos de Q
= Example 3.18 — O exemplo canénico: lancar a moeda uma vez. Observa-se o langa-
mento de uma moeda. Neste caso, podemos tomar

e Q = {cara, coroa}

e ouQ={cc}

e ouQ={0, 1}

e ouQ={T, F}
Qualquer uma dessas opgdoes é vélida, dois simbolos para representar os dois resultados possiveis
do experimento probabilistico de jogar uma moeda. "

m Example 3.19 — Mais moedas. Observa-se trés lancamentos sucessivos de uma moeda. Entio
Q = {ccc,ccé, cée,...,c¢¢}

Q tem 8 elementos. O mundo deste segundo exemplo € mais amplo que aquele do primeiro
observador-exemplo. Neste novo mundo podemos calcular a probabilidade do segundo lancamento
da moeda ser cara. No mundo do primeiro observador ndo podemos calcular a probabilidades
referentes ao segundo ou terceiro langamentos da moeda pois eles ndo pertencem ao Q daquele
mundo. "

m Example 3.20 — Links da Web. Observa-se o nimero de out-links de uma pagina da web
escolhida ao acaso.

Q=1{0,1,2,3,..} =N

Q € o conjunto infinito de nlimeros naturais. Isto é estranho poisem qualquer instante existe um
nimero maximo de paginas da web. Faz sentido deixar que as paginas tenham qualquer niimero de
links, um nimero infinito de possibilidades? Faz sentido? Queremos deixar que uma péigina tenha
a possibilidade de ter qualquer ntimero de links. Um nimero maximo de links deve existir mas é
desconhecido. Além disso, nimero mdximo muda com o tempo.

Poderiamos colocar um niimero méaximo que claramente deve superar o 0 maximo (digamos,
um bilhdo de links) mas, curiosamente isto tornar a manipulacdo matematica muito mais dificil
e menos produtiva do que se assumirmos que = N. A razdo é que temos vérios modelos de
probabilidade quando Q = N mas ndo quando Q = {0,1,2,3,...,10°}. Estes modeloscom Q = N
sdo bem estudados e sabemos extrair deles muita informagao util.

Assim, usamos N pela conveniéncia matematica de se trabalhar com distribui¢des de proba-
bilidade definidas sobre N. Vamos atribuir uma probabilidade estritamente maior que zero a cada
um dos infinitos elementos de Q. Noés “corrigimos” o excesso de elementos em € atribuindo
probabilidades muito préximas de zero aos elementos de N que s@o nimeros grandes demais,
absurdamente grandes para representarem in-links. Uma distribui¢io de probabilidade power-law
(lei de poténcia) serd uma das maneiras de fazer isto.

Adiantando o que veremos mais tarde, poderiamos fazer:

Plo=k)=C !
(@=h= (k+1)2
parak=0,1,2,...onde C=6/ n? (a constante foi obtida por Euler (Basel problem)). Neste caso,
teremos
e P(w=100)~6.1107°
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e P(®=10000) ~6.1107°
e ¢ probabilidades menores ainda para niimeros maiores que estes.
| |

m Example 3.21 — In-links e Out-links. O experimento consiste em observar o nimero de in-links
e out-links de n paginas da web. Podemos entdo definir

Q= {(i],O],iQ,OQ,...,in,On) S NZn}
u

m Example 3.22 — ltens num supermercado. Um supermercado possui 15000 produtos. Registra-
se o nimero de itens de cada produto comprado por um cliente. Entdo

Q= {(l’l] N ...,n15000) S NISOOO}
[ ]

» Example 3.23 — Espaco de Grafos. Temos um conjunto finito V com n vértices. O interesse
reside nas relacdes ndo direcionais entre os vértices. Quem conecta com quem? Podemos definir

Q = {Grafos ndo-direcionais em V},

um conjunto com 27 elementos, onde p = n(n— 1) /2, o nimero de pares ndo-ordenados de vértices.

AVARVAR

Oe—) (o] (0]

Figure 3.9: Trés estados do mundo do conjunto de grafos, trés elementos de €.

» Example 3.24 — Espaco de imagens. Uma imagem com 512 x 512 pixels, cada pixel tem
um tom de cinza. O tom de cinza de cada pixel é codificado com um inteiro entre O e 255. 8 bits,
28 = 256 tons possiveis: 0 é preto e 255 é branco.

Q € o conjunto de todas as matrizes M de dimensdo 512 x 512 e com M(i, j) € {0,1,...,255}.
Assim, Q é um conjunto finito mas com um ndmero gigantesco de elementos. De fato, a cardinali-
dade do conjunto € € igual a 256%12’, Dois elementos de Q sdo duas imagens 512 x 512 em tons
de cinza.

Dois exemplos estdo na Figura 3.24. A imagem da esquerda é uma imagem “estruturada”,
possuindo vdrios objetos. A imagem da direita é uma em que cada pixel é um ndmero aleatério
entre 0 e 255, completamente desestruturada. Como atribuir probabilidades neste conjunto? Vamos
aprender mais tarde a atribuir probabilidades de forma que algumas imagens sejam mais provaveis
que outras.

|

= Example 3.25 — Outro exemplo candnico: escolher um nimero real ao acaso. Imagine
o experimento de escolher um niimero real x € [0, 1] ao acaso. Este experimento ndo pode de
fato ser feito no computador onde os nimeros possuem representagcdo bindria (e decimal) finita.
Entretanto, podemos imaginar conceitualmente este experimento,Neste caso, Q = [0, 1]. Teremos
mais a falar sobre este exemplo quando quisermos entender melhor a atribui¢do de probabilidades
em espagos continuos ou ndo-enumeraveis. "
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m Example 3.26 — Altura. Selecionar um habitante adulto de Belo Horizonte ao acaso e medir sua
altura em metros. Q = (1.30,3.0) é uma boa escolha? Quem sabe (1.0,4.0)? Ou entdo Q = (0,00)?
Ou ainda Q = (—o0,00) =R

Para este exemplo, na prética, Q = (0,e0) ou Q = R sfo as escolhas preferidas embora obvia-
mente nao exista altura negativa ou altura maior que, digamos, 5 metros. Como no caso do niimero
de links numa pégina da web, estamos criando um conjunto £ que, com certeza, possui todos os
resultados possiveis mas que também possui uma série de resultados impossiveis. Vamos corrigir
este “excesso” por meio do terceiro elemento da 3-upla do espago de probabilidade, a funcéo de
probabilidade P. Qualquer que seja a escolha, Q é um conjunto infinito ndo-enumeravel. "

m Example 3.27 — Tweets, um caso mais complexo. Colete todos os tweets emitidos em Belo
Horizonte a partir do instante t=0. Cada tweet é registrado. Nosso “Mundo” estd interessado em
calcular a probabilidade de que:

e um tweet fale sobre musica,

e o tempo de espera entre dois tweets sobre musica seja estdvel no tempo,

e o numero de caracteres usados no tweet tende a ser maior que a média no caso dos Tweets

sobre musica.

Q pode ser representado pelo conjunto de todas as fung¢des-escada do tipo mostrdo na Figura
3.10. Os tempos t; < t, < t3 < ... sdo 0s instantes em que os tweets chegam. Um degrau cinza
da funcdo-escada representa um tweet sobre misica. Um degrau preto, um sobre ndo-musica. A
largura do degrau € proporcional ao ndmero de caracteres.

4 u

N° do tweet

1 ty ot t tempo
Figure 3.10: Um elemento de £ no caso dos tweets.

O grifico na Figura 3.10 acima € um resultado possivel, um elemento @ € Q. Q é formado
pelas infinitas fun¢des desse tipo variando os ¢;’s, as cores e larguras dos degraus. E um conjunto
infinito ndo-enumerdvel. Como atribuir probabilidades neste conjunto? "

= Example 3.28 — Movimento Browniano. Este exemplo é importante para motivar a necessdria
abstrac@o e complicacdo matematica dos espacgos de probabilidade. Nao veremos este exemplo
no resto do curso mas ele ¢ um exemplo tipico de processo estocdstico, um assunto crucial em
probabilidade mais avancada. Este exemplo tem importancia histérica. Einstein publicou em 1905
um paper fundamental explicando o movimento browniano como efeito da movimentagdo atdmica
e ganhou um prémio Nobel por isto alguns anos mais tarde.

E um tanto complicado apresentar a defini¢do precisa de um movimento browniano neste
altura ma ele ndo € dificil de entender intuitivamente. Seja (X;,Y;) a posi¢do de uma particula
no instante de tempo 7. Ela parte da origem de modo que (Xo,Yy) = (0,0). A movimentacdo da
particula depende apenas de onde ela estd num dado momento. Supondo que ela estd em (X;,Y;)
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no tempo ¢, no tempo 7 + A ela passa a ter a posi¢do (X;;a,Y;1a) onde X, a = X; + .47(0,A) e
Yiia =Y+ 45(0,A). O incremento .4#;(0,A) possui distribui¢do gaussiana ou normal com média
zero e variancia igual a A, e analogamente para .45(0,A). Veremos no capitulo ?? a defini¢do da
distribui¢ido gaussiana, mas neste momento voc€ pode imaginar que o incremento em cada eixo
de coordenadas tem igual chance de ocorrer para a frente ou para trds e tem comprimento médio
aproximadamente igual a 0.80+/A. O movimento browniano é o resultado de tomar A — 0, o que
gera uma curva no plano similar a do lado esugerdo na Figura 3.11. Esta curva € aleatéria. Repetindo
o experimento nas mesmas condigdes gera curvas diferentes tais como as quatro mostradas no lado
esquerdo da Figura 3.11.

25
I

20
|
20
1

15
10

10

-10

Figure 3.11: Esquerda: Movimento errdtico de um grdo de pdlen na superficie da d4gua observado a
cada 1 segundo. Direita: Quatro realizacdes do movimento browniano.

Q € o conjunto de todas as curvas do plano que podem aparecer como resultado do experimento,
quatro das quais aparecem na Figura 3.11. Q é um conjunto com infinitas curvas. Estas curvas
possuem propriedades matemadticas muito curiosas. Por exemplo, elas sdo continuas mas nao
possuem derivada em ponto nenhum e, além disso, o comprimento da curva em qualquer intervalo
de tempo € infinito, mesmo que o intervalo de tempo seja bastante pequeno. Estas e vdrias
outras propriedades ndo-intuitivas sdo rigorosamente derivadas com o ferramental de probabilidade
avancada. A questdo que ndo vamos responder mas que justifica a paraferndlia da 3-upla do espaco
de probabilidades é: como atribuir probabilidades a este espago amostral € composto dessas
funcdes? "

» Example 3.29 — {0,1}* . Vamos ver um ultimo exemplo nao-trivial e que também nio serd
estudado no resto do curso. Joga-se uma moeda para cima independentemente indefinidamente. Isto
¢, o nimero de lancamentos € infinito. Vamos representar por O e 1 os resultados de um lancamento
da moeda. Como nio existe um limite para o nimero de lancamentos da moeda, o espagco amostral
terd elementos da forma

W= (al,az,a3,...)

onde cada a; serd igual a 0 ou 1. Isto é, o elemento @ € 2 serd um vetor de comprimento infinito
onde cada entrada é 0 ou 1. O espago amostral Q é composto por todos os infinitos elementos ®
desta forma. Curiosidade: Q = [0, 1] pois a expansdo de um nimero real entre 0 e 1 na base 2 é da
forma ® acima. "
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3.6.2 Revendo a c-digebra &/

O segundo elemento do espago de probabilidade (Q,.o7,P) é a 6-dlgebra 7. Queremos atribuir
probabilidades a subconjuntos de elementos de Q. Se A C Q queremos calcular a sua probabilidade
P(A) de alguma forma. O significado da notagdo IP(A), a ser estabelecida na préxima sec¢do, é

P(A) =P ({ ocorrer o € Q tal que @ € A })

Por exemplo, no nosso exemplo simples do lancamento de uma dado equilibrado temos Q =
{1,2,3,4,5,6}. Além de querermos calcular probabilidades tais como P(ocorrer face 4), vamos
querer também calcular probabilidades tais como P(ocorrer face maior que 3) ou P(ocorrer face par).
Estas probabilidades s@o equivalentes a calcular a probabilidade de que o resultado @ do experi-
mento pertenga ao subconjunto {4,5,6} no primeiro caso e ao subconjunto {2,4,6} no segundo
caso. Assim, vamos querer calcular probabilidades de um resultado especifico @ € € mas também
probabilidades de que o resultado venha de um subconjunto A C Q.

Definition 3.6.1 A o-dlgebra </ é o conjunto dos subconjuntos A C Q para os quais podemos
calcular P(A). Os subconjuntos A € <7 sdo chamados de eventos. Os subconjuntos A C Q da
forma A = {®w}, compostos por um tnico elemento de Q, sdo chamados de eventos atomicos.

Idealmente, queremos calcular P(A) para todo e qualquer subconjunto A C Q. Infelizmente, em
alguns casos, nao podemos calcular P(A) para todo e qualquer subconjunto A C Q. A o-édlgebra
</ & simplesmente a classe dos sub-conjuntos de Q para os quais podemos calcular P(A).

A o-dlgebra o/ € muito simples se Q for

e um conjunto finito de elementos (tal como Q = {0,1,2,3})

e ou um conjunto infinito mas enumerével (tal como Q =N ={0,1,2,3,...})

Nestes dois casos .7 = 22, igual ao conjunto das partes de , o conjunto de todos os sub-conjuntos
de Q. Se Q for finito ou infinito enumeravel, &7 contém todos os subconjuntos de Q Neste caso
ndo temos de nos preocupar: poderemos calcular P(A) para todo e qualquer subconjunto A C Q.
Todo subconjunto de  é um evento para o qual teremos uma probabilidade.

A o-dlgebra </ é um conceito mais complicado se Q for um conjunto ndo-enumeravel como,
por exemplo, o intervalo [0, 1] ou a reta real. Neste caso, ndo poderemos calcular P(A) para todo e
qualquer subconjunto A C Q. A o-dlgebra &7 nao contera todos os subconjuntos de © Nem todo
subconjunto de Q serd um evento.

Por qué ndo é possivel ter uma probabilidade P(A) para todo e qualquer subconjunto A C Q
nestes casos? Em teoria da medida (ou tamanho) de conjuntos, prova-se que ndo existe uma maneira
matematicamente consistente de calcular o tamanho (ou a medida) de todos os subconjuntos de
um conjunto nd-enumeravel. Podemos calcular a medida (ou o tamanho) de conjuntos muuuuuito
estranhos mas ndo podemos calcular a medida de todos os subconjuntos.

A consequéncia tedrica disso é que a o-algebra .« ndo contém todos os subconjuntos de Q
caso ele seja um conjunto ndo-enumerdvel (como o intervalo [0, 1] ou a reta real). Entretanto, na
pratica da andlise de dados, podemos ignorar isto e seguir trabalhando como se a c-algebra <7
contivesse todos os subconjuntos. A razdo para isto é que todos os subconjuntos A que podemos
conceber na andlise de dados, mesmo que muito complicados, pertencem a .</. Mas se € assim, o
que ndo pertence a 7?7 Os conjuntos que ndo estdo em 27 sdo tdo estranhos que ndo podem ser
exibidos, ndo temos uma férmula para obté-los.

Por exemplo, suponha que Q = [0,1] ou Q = R. Pode-se mostrar que na menor c-algebra
de alguma relevancia pratica (chamada de ¢-adlgebra de Borel) todo evento pode ser escrito com
um nudmero finito ou um ntdmero infinito enumeravel de operacdes de U, N, e ¢ de intervalos
da reta. Veja que é muito dificil que algo diferente disso seja de utilidade prética na linha reta.
Discutimos um pouco mais desses problemas no apéndice, o qual pode ser omitido sem prejuizo do
entendimento do restante do livro.
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Conjuntos estranhos mas com medida
Como dissemos na se¢io 3.6.2, quando Q é um conjunto ndo-enumerdvel, tal como Q = [0, 1] ou
Q = (0,00), a 0-dlgebra ./ ndo contém todos os subconjuntos de Q.

Para entender isto um pouco melhor, considere o caso em que escolhemos um nimero real ao
acaso no intervalo [0, 1]. Assim, Q = [0, 1]. Vamos dizer que a medida (ou tamanho) de Q = [0, 1]
seja 1. Notagdo: u ([0,1]) = 1.

A medida p(7) de um sub-intervalo I C [0, 1] serd igual a seu comprimento. Por exemplo,
1((0,1/2) = 1/2 e i ((1/2,3/4)) = 1/4.

E se tivermos um conjunto formado pela unido de k sub-intervalos disjuntos? Como eles ndo se
sobrepdem, a medida da unido serd a soma das medidas dos intervalos componentes. Por exemplo,
u((0,1/2)u(3/4,1)) = u((0,1/2)) + u((3/4,1)) = 3/4.

E se A = {1/2}, o sub-conjunto formado apenas pelo ponto 1/2? Para sermos consistentes com
a atribuicdo da medida de um intervalo como sendo igual a seu comprimento, teremos de fazer a
medida (ou tamanho) igual a zero: u ({1/2}) =0

E se tivermos vérios pontos em [0, 1]? Por exemplo, A = {1/4, 2/4, 3/4}? Para sermos consis-
tentes com a no¢do de medida igual a um comprimento, vamos precisar tomar i ({1/4, 2/4, 3/4}) =
0

E se tivermos infinitos pontos em [0, 1]? A resposta depende do tipo de infinito. Sem ter
a inteng¢do de demonstrar formalmente as afirmagdes a seguir, vamos apenas dar uma ideia da
necessidade de considerar coisas tdo complicadas quanto uma c-algebra.

Suponha que A seja um conjunto infinito mas enumerdvel. Por exemplo, suponha que A =
{1, %, %, %, %, U %, ...}. Neste caso, pode-se mostrar que, para sermos consistentes com o que ja
assumimos até agora, teremos de tomar sua medida ou tamanho como p(A) = 0.

Em geral, se A for um conjunto infinito mas enumerével deveremos ter P(A) = 0. Por exemplo,
considere o sub-conjunto A formado por fodos os niimeros racionais de [0, 1]. Isto é, todas as
fragdes em [0, 1]. Este sub-conjunto tem medida (ou tamanho) 0, apesar de A ser um conjunto
denso em [0, 1]. Isto é surpreendente pois, para quaisquer dois pontos a < b de [0, 1], por menor que
seja a distdncia entre a e b, existem infinitos pontos racionais entre eles. Ainda assim, apesar dos
racionais serem densos, apesar de estarem em qualquer minimo segmento de reta em quantidade
infinita, se quisermos uma medida consistente de tamanho, teremos de dizer que a medida de todos
os racionais em [0, 1] é zero. Por outro lado, o conjunto dos irracionais em [0, 1] possui medida (ou
tamanho) igual a 1, a mesma medida que o conjunto total [0, 1].

m Example 3.30 — O conjunto de Cantor K . Matematicos pensaram em conjuntos muito
mais estranhos que os racionais, como o conjunto de Cantor K, por exemplo. Este conjunto estd
representado na Figura 3.12 e € construido da seguinte forma.

e Delete o terco central do intervalo [0, 1].

e A seguir, delete o ter¢o central de cada um dos dois sub-intervalos.

e [tere ad infinitum (portanto isto ndo é um algoritmo).

e O resultado “final" é o conjunto de Cantor.

O conjunto de Cantor K tem propriedades notdveis (ver https://pt.wikipedia.org/wiki/
Conjunto_de_Cantor). Sobra alguma coisa no final? Sim sobra muito: K possui um nimero
nio-enumeravel de pontos. K € equivalente ao conjunto dos nimeros que usam apenas os digitos 0
e 2 na sua representacdo em base 3.

Para todo ponto x € K, temos uma sequéncia de pontos distintos x;,, — x. Assim, K ndo possui
pontos isolados. Em torno de todo ponto de K existem infinitos outros pontos de K, ndo importa
quao pequena seja a vizinhanca. E no entanto K € totalmente desconexo (ndo contém intervalos)!!
Pois bem, pode-se provar rigorosamente que a medida (ou tamanho) deste conjunto K € igual a
zZero.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor
https://pt.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor
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Figure 3.12: O conjunto de Cantor.

Conjuntos sem medida

Subconjuntos de conjuntos ndo-enumerdveis podem ser muito estranhos. Tao estranhos que alguns
nao podem ser medidos. Prova-se que ndo existe uma maneira consistente de estender o conceito
de medida (ou tamanho) para fodos os subconjuntos de [0,1]. A consequéncia é que nem todo
subconjunto de [0, 1] pode ter um tamanho associado a ele.

Quem sdo estes conjuntos estranhos, tdo estranhos que ndo podemos associar um medida ao
seu tamanho? Eles sdo chamados de conjuntos ndo-mensurdveis. Ver https://en.wikipedia.
org/wiki/Non-measurable_set para mais detalhes. Ninguém nunca “viu” um desses conjuntos
nio-mensurdveis. Nao existe uma maneira construtiva de gerar estes conjuntos nao-mensuraveis. O
que se prova € que existem conjuntos ndo mensurdveis mas ndo conseguimos construir (€ exibir)
um deles.

Todos os exemplos conhecidos de conjuntos ndo-mensurdveis usam o Axioma da Escolha
(ver https://pt.wikipedia.org/wiki/Axioma_da_escolha) e assim nao podemos mostrar
um deles explicitamente. Um exemplo de conjunto ndo-mensuravel é o conjunto de Vitali (ver
http://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set)

A c-dlgebra de Borel

As o-dlgebras mais populares séo as de Borel. Se Q =R ou Q = (0, 1), tome todos os intervalos e
gere todos os conjuntos possiveis usando U, N e € em nimero enumerdvel. <7 é fechado para U, N
e € em ndmero enumerdvel: se A, € &/ entio Ur—1An € &7. Se Q =R", comece com 0s “cubos’
em R” e gere todos e gere todos os conjuntos possiveis usando U, N e € em nimero enumeravel.

A o-dlgebra o7 de Borel é grande o suficiente para conter todos os casos de interesse pratico.
Se vocé for capaz de “pensar” num conjunto, ele provavelmente estard na o-algebra de Borel.

Conjuntos ndo-mensurdveis sio tao estranhos que podem ser ignorados na pritica da andlise de
dados. Os conjuntos mensurdveis sdo tantos e tdo diversos que incluem todos os sub-conjuntos de
Q que podem aparecer em problemas de engenharia e de matematica aplicada. Portanto, vamos
ignorar esta complicacdo de que a ¢-algebra </ ndo inclui todos os subconjuntos de Q. Todo
sub-conjunto que vocé conseguir imaginar, acredite, serd um conjunto mensurdvel e vai fazer parte
da o-dlgebra <.

>

Em resumo...

e A teoria de o-algebras e de conjuntos mensurdveis € muito importante no estudo rigoroso
dos fundamentos de probabilidade.

e No estudo dos processos estocdticos, onde € € bastante complicado, estas questdes matemati-
cas sdo importantes.

e Por exemplo, no caso do movimento browniano, €2 € um conjunto infinito de curvas continuas
do plano. No caso do lancamento da moeda indefinidamente, Q = {0,1}*.

e A o-4lgebra também aparece ao definir as distribui¢cdes condicionais de forma rigorosa.


https://en.wikipedia.org/wiki/Non-measurable_set
https://en.wikipedia.org/wiki/Non-measurable_set
https://pt.wikipedia.org/wiki/Axioma_da_escolha
http://en.wikipedia.org/wiki/Vitali_set
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e Na nossa disciplina e na pratica da anélide de dados e aprendizado de maquina probabilistico,
este assunto ndo é muito relevante.

e Ele é um tépico importante para a o estudo rigoroso da teoria de estatistica e de aprendizagem
de méaquina. Especialmente nos tempos atuais, quando muitas ferramentas estdo sendo
desenvolvidas para buscar aproximagdes em espagos de funcdes, este assunto é de interesse
para virios teéricos. Arvores de regressio, por exemplo, é um problema em que  é bem
complicado.

e Vamos ignorar as complicagcdes de o-dlgebra no restante desse livro. Vamos supor que todo
sub-conjunto que formos capazes de conceber estard na o-dlgebra o7

3.6.3 Revendo a funcdo de probabilidade P
Quando Q é complicado

Definir densidades de probabilidade para espacos amostrais  que sao complicados complicados
pode ser bem dificil. Pior: pode ser impossivel pois ndo sabemos explicitar uma densidade em
vérios casos. Novamente, os conjuntos infinitdes vém nos assombrar. E sempre a dificuldade de
lidar matematicamente com o infinito “excessivo”. Existem situag¢des praticas que exigem trabalhar
com estes conjuntos e temos de solucionar isto de alguma forma.

Por exemplo, no caso do movimento browniano, onde observamos o movimento errdtico de um
grio de polen na superficie da dgua observado a cada 1 segundo (ver Figura ??). Q € o conjunto
de todas as curvas errdticas do movimento browniano. Como definir eventos (sub-conjuntos de
Q) aqui? Queremos calcular, por exemplo, a probabilidade da trajetéria da particula ndo se auto-
intersectar nos primeiros 10 minutos. Este evento corresponde a uma imenso conjunto de curvas de
Q. Qual a probabilidade de sua ocorréncia? Como atribuir probabilidades de forma consistente a
todos os eventos?

Num segundo exemplo, considere o lancamento de uma moeda honesta indefinidamente e
que tem Q = {0, 1}*. Como definir probabilidades de forma consistente para todos os eventos
neste caso? Eventos devem levar em conta os infinitos lancamentos. Seja f;, a proporc¢do de
I’s nos primeiros n langamentos. Monitore f, ao longo de uma sequéncia ® € Q tal como
(0,1,0,0,0,1,0,...). O que acontece com f, quando n cresce? Com base na nossa experiéncia,
esperamos ver f, — 1/2. Mas isto acontece com certeza? Com probabilidade 1? Ou existe alguma
chance, por minima que seja, de que f, ndo convirja para 1,/2?

Ou, quem sabe, f, néo convirja para valor algum, oscilando no intervalo (0, 1) sem estabilizar-
se permanentemente em torno de nenhum valor. Afinal, podemos pensar em muitas (infinitas!)
sequéncias ® € Q tais que f, - 1/2. Por exemplo, ® = (0,1,0,1,1,1,1,1,1,1,...) Ou @ =
(1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,0,0,1,...) Qual a probabilidade de que ocorra uma dessas infinitas
seqéncias com f;, - 1/2? A resposta é: a probabilidade € igual a zero (é o da teorema Lei Forte
dos Grandes Numeros, ver capitulo ??). Numa sequéncia infinita de langamentos de uma moeda
equilibrada a probabilidade de que f,, ndo convirja para 1/2 é zero. Mas existem infinitas sequéncias
desse tipo em €, que ndo convergem. E no entanto ela possuem probabilidade zero de ocorréncia.

E se a moeda tiver a probabilidade de cara bem pequena, digamos 6 ~ 0. Qual a probabilidade
de que f, ndo convirja para este 6 bem préximo de zero? E zero novamente. Isto esté divertido.
Vamos ver um outro evento. Pegue o comprimento da mais longa sequéncia de 1’s ininterruptos na
série infinita de lancamentos da moeda honesta. Qual a probabilidade de que este comprimento
seja pelo menos 2000? Curioso? A probabilidade € igual a 1, vai acontecer com certeza ao longo
da sequéncia infinita de lancamentos da moeda. Esta conclusio € um resultado direto do Teorema
de Borel-Cantelli, assunto do Capitulo ??.

Um caso mais curioso ainda. Suponha que € seja o conjunto formado por todas as fungdes con-
tinuas. Este Q poderia ser o resultado do experimento de observar a curva continua de temperatura
durante 24 horas num certo local. A Figura 3.13 mostra alguns resultados desse experimento. Isto
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32

temperatura

Figure 3.13: Q é formado pelo conjunto infinito de fungdes continuas. A figura mostra um pequeno
nimero de exemplares desse conjunto Q.

é, o elemento @ € Q € uma das infinitas curvas possiveis. Eventos sdo sub-conjuntos de curvas
deste conjunto €.

Como atribuir probabilidades de forma consistente a todos os eventos possiveis? Por exemplo, se
A e B sdo dois eventos (dois subconjuntos de curvas) tais que A C B entdo devemos ter P(A) < P(B).
O que poderia ser uma densidade de probabilidade neste conjunto € de curvas continuas? Como
integrar neste conjunto? Precisamos de uma noc¢do de integral mais complexa que a integral de
Riemann, uma no¢ao de medida ou tamanho de conjuntos. Isto é assunto de cursos avangados de
probabilidade e processos estocdsticos.

Solucdo a vista

No restante do livro, vamos evitar todas estas complicagdes vistas nestas se¢des opcionais. Na
pratica mais simples da andlise de dados ndo trabalhamos diretamente com . Reduzimos o
fenémeno estocdstico a algumas poucas caracteristicas numéricas com as quais descrevemos
o experimento aleatdrio. Estas caracteristicas sdo chamadas varidveis aleatdrias, assunto dos
capitulos 6 e 7. Na prdtica, isto vai significar que, no “pior caso”, teremos Q equivalente a
subconjuntos de R”, para os quais podemos definir densidades de probabilidade.






4.1
4.1.1

Probabilidade Condicional

O que é uma probabilidade condicional

Seja B um evento em Q e P(B) sua probabilidade de ocorréncia. Sem poder ver o resultado do
experimento diretamente, somos informados apenas que outro evento A ocorreu. Isto muda a
probabilidade de B ocorrer? Por exemplo, dois dados bem equilibrados sdo langados em sequéncia.
Vocé aposta na ocorréncia de B: o primeiro dado vai resultar num 6. Se vocé souber que a soma
dos dois dados foi menor que 8 (evento A) e pudesse rever sua aposta, vocé colocaria mais fichas
na ocorréncia de B? Ou menos fichas?

De posse da informagao de que certo evento A ocorreu, queremos recalcular as chances de
outros eventos By, B;,... Chamamos a isto de probabilidade de B condicionada a ocorréncia do
evento A, ou de probabilidade de B dado que A ocorreu, ou, mais curto ainda, probabilidade de B
dado A.

Notation 4.1. Notagdo: P(B|A)

Probabilidade Condicional e Ciéncia dos Dados

A imensa maioria das técnicas de ci€ncia dos dados sao algoritmos para fazer calculos de probabili-
dade condicional. Um paciente recebe o diagndstico de um cancer de estdmago. B representa o
evento em que o paciente terd pelo menos mais 1 ano de vida a partir desse momento. Suponha que,
baseado em vdrios casos similares, sabemos que aproximadamente 70% dos pacientes sobrevivem
por mais de um ano a partir do diagnéstico desse cancer. Estamos usando a idéia frequentista.
Dentre todos os pacientes observados em situa¢do semelhante no passado recente, 70% deles viveu
mais de um ano a partir do diagnéstico. Portanto, assumir que P(B) = 0.70 é razoavel.

Seja A o evento em que esse paciente com cancer no estdmago tenha a biépsia de uma maostra
do tecido estomacal com o resultado de que o tumor naquela amostra nao é maligno. O evento
A ocorreu. Imaginamos que agora P(B|A) seja maior que o valor anterior, P(B) = 0.70. Como
recalcular a probabilidade da ocorréncia de B condicionando nesta informagao adicional de que A
ocorreu? Se tivermos um grande nimero de pacientes inicialmente diagnosticados e com bidpsia
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posterior indicando benigno, contamos a propor¢do dos que sobrevivem mais de um ano dentro
desse subgrupo de individuos. Isto serd uma boa aproximagao para P(BJA).

O problema fica bem mais complicado se o evento A representar a seguinte informacao conjunta:

e a amostra na bidpsia indica que ndo é um tumor maligno,

e 0 paciente tem 45 anos de idade,

e ¢le € homem,

e sempre morou em Santa Catarina,

o ¢ fumante
e ¢ sempre come salames e salsichas defumadas.

Nao haverd uma amostra muito grande de pacientes nestas mesmas condi¢des. Talvez nenhuma
ou apenas duas ou trés pessoas tenham sido observadas com todas essas caracteristicas. Isto nos
impede de usar a simples frequéncia ocorrida nestes pouquissimos casos para aproximar P(B|A).
Ferramentas de ciéncia dos dados calculam estas probabilidades usando vérios truques. Elas
procuram extrair o maximo de informacao dos dados. Veremos algumas dessas ferramentas em
capitulos neste livro.

De maneira geral, dadas as caracteristicas representadas pelo evento A, como fica a chance
de outro evento B ocorrer? Dado que os sensores do robd dizem que ocorreu A (por exemplo, a
temperatura ambinete € 42 graus centigrados e a luminosidade € baixa), qual a chance de que ele
esteja na regido B? Dado que o usudrio comprou o conjunto A de itens nas suas visitas nos dltimos
3 meses, qual a probabilidade de ele compre o item B na proxima compra? Qual é o item B que
maximiza esta probabilidade? Dado certo comportamento de uma a¢do no mercado financeiro nos
ultimos 3 anos, qual a probabilidade de que B ocorra onde B representa a acao subir 10% ou mais
dentro de 30 dias? Dadas certas caracteristicas A de um e-mail, qual a chance dele ser um spam?

Probabilidade condicional é extremamente importante em teoria mas é mais importante ainda
na pratica da andlise de dados. Ela pode ser dificil de calcular e é a fonte de quase todos os
paradoxos no cdlculo de probabilidade, mesmo em problemas bem simples (ver a se¢do 4.7 para
alguns paradoxos cldssicos).

Definindo Probabilidade Condicional

Primeira questdo: como passar de P(B) para P(B|A)? Qual a relagdo entre P(B) e P(B|A)? Podemos
ter P(B) = P(B|A)? Veremos que, em alguns casos sim. Nestes casos em que P(B) = P(BJA) a
ocorréncia de A ndo muda as chances da ocorréncia de B. Entretanto, na maioria das vezes, teremos
P(B) # IP(B|A). Vamos querer identificar estes casos onde esta probabilidade muda e saber como
ocorre esta mudanga: temos P(B) < P(B|A) ou, pelo contrério, P(B) > IP(B|A). Mais do que isto,
queremos uma férmula que nos permita calcular de maneira exata P(B|A) em qualquer espaco de
probabilidade.
Alguns casos ébvios

Alguns casos sdo faceis de calcular pois eles representam situa¢des extremas. Por exemplo,
langar um dado bem equilibrado e anotar a face: Q = {1,2,...,6}. Seja B = {4,5,6} com
IP(B) = 3/6. Vamos considerar um evento A C B. Por exemplo, A = {5,6}. Intuitivamente, o que
deveria ser P(B|A)? Sabendo-se que saiu uma face do evento {5,6}, qual a probabilidade de que a
face que saiu pertenga ao conjunto {4,5,6}? Ora, se sabemos que o resultado ® de rolar o dado
satisfaz 0 € {5,6} = A, entdo € claro que este elemento @ também satisfaz @ € {4,5,6} = B pois
A C B. Ao saber que um resultado w € A C B ocorreu, automaticamente inferimos que o resultado
® € B e portanto B também ocorreu. Intuitivamente, devemos definir a probabilidade condicional
P(BJA) de modo que P(B|A) = 1 neste exemplo. Observe que, neste caso, P(B|A) =1>P(B)=3/6.
De qualquer modo, o caso 6bvio € que, se A C B, entdo devemos terP(BJ|A) = 1.

Outro caso 6bvio é quando A N B = 0. Intuitivamente, o que deveria ser P(B|A)? Se o evento
que ocorreu estd em A, ele ndo pode estar em B pois A e B s@o disjuntos. Assim, ao saber que
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um evento @ € A ocorreu, automaticamente inferimos que B ndo ocorreu. Assim, devemos ter
P(BJA) =0 <PP(B).

= Example 4.1 Exemplo do dado equilibrado com Q = {1,2,...,6}. Seja B o evento FACE PAR.
Isto é, B={2,4,6} e P(B) = 1. Seja A = {5}. E claro que AN B = 0. Intuitivamente, se ocorreu a
face 5, qual a chance de ocorrer uma face par? Esta chance é zero. Ou vocé apostaria na ocorréncia
de B neste caso? "

Assim, dois casos intuitivamente ébvios sdo:

e Se A C Bentdo P(B|A) = 1.

e Se ANB =0 entdo P(BJA) =0.
E o caso geral? Sejam A e B dois eventos com P(A) > 0 e com AN B # 0. Como calcular P(B|A)?
A defini¢do é apresentada a seguir.

Definition 4.1.1 — Probabilidade Condicional. Sejam A e B dois eventos com P(A) > 0.
Entao, por definicao,

P(ANB)

PBIA) = 55

4.1)
Assim, para calcular a probabilidade de que B ocorreu dado que A ocorreu:

e Calcule a probabilidade P(ANB) de que A e B tenham ambos ocorrido

e Aumente esta probabilidade multiplicando-a por 1/P(A) > 1.

m Example 4.2 Considere o lancamento de uma moeda honesta 5 vezes seguidas com C represen-
tando cara e C representando coroa:

< 32 elementos

Temos P(w) = 1/32 pois todos os resultados sdo igualmente provdveis. Seja B = {w €
Q ; 1°elemento é C}. Temos em B 16 elementos dos 32 de Q. Como eles sdo igualmente
provaveis, concluimos que P(B) = 16/32 =1/2.

E fornecida a seguinte informagio: ocorreu A = { Houve apenas uma coroa nos 5 langamentos }.
Isto é, a maioria (4) dos 5 langamentos é composta por caras (C), apenas uma posi¢cao contém uma
coroa. O universo de interesse esta agora restrito a um subconjunto A C € com muitas (4) caras.
Portanto, intuitivamente, a chance de termos uma dessas muitas caras na primeira posi¢io deveria
ser maior que no universo total. Isto é, antecipamos que P(B|A) deve ser maior que P(B) = 1/2.
De fato, calculando P(B|A) pela defini¢do, encontramos:

P(ANB) 4/32 4

FEIA) = "pay ~ 3533

Assim a probabilidade mudou bastante ao sabermos que A ocorreu:

P(B) = 5~ B(BIA) = &

Saber que ocorreu apenas uma coroa em cinco langcamentos torna altamente provavel que a 1¢
posicao seja cara. "

Ciéncia dos dados e condicional

O ultimo exemplo ilustra um dos principais objetivos de ciéncia dos dados. Quando tivermos um
sistema complexo, envolvendo véarios fatores, obtemos algumas informagdes a um custo baixo.
Estas informagdes sdo representadas pelo evento A. Usamos estas informacdes de baixo custo
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para recalcular as probabilidades de eventos B que ndo sabemos se ocorreram: P(B|A). Com
estas probabilidades recalculadas podemos tomar decisdes. Nao sabemos se B ocorreu por vérias
possiveis razdes:
e porque B estd no futuro,
e porque observar B diretamente é muito caro,
e porque é impossivel observar B diretamente (por exemplo, conhecer a real motivagdo por
trds de certa acdo de uma pessoa),
e ou ¢ anti-ético conhecer B (por exemplo, for¢ar um individuo a fumar por 20 anos para saber
se ele vai desenvolver cancer de pulmao).

Intuicdo para a defini¢do

Vimos a defini¢ido P(B|A) = P(ANB)/P(A). Por qué usar esta férmula? Por qué esta defini¢do, e
ndo outra tal como P(AUB)/P(A) ou P(ANB)/P(B)? A resposta é: para ser consistente com a
experiéncia, com o conhecimento empirico.

Para ver isto, vamos encontrar P(B|A) de duas formas distintas num caso simples de simular no
computador. Uma das formas serd através da contagem do evento B dentre aqueles casos em que A
ocorre. Esta é a forma natural de estimar probabilidades: pela frequéncia relativa da ocorréncia
de eventos em um sequéncia de repeticdes do experimento aleatério. A segunda forma seré pela
defini¢do P(B|A) = P(ANB)/P(A). Veremos que as duas coincidem e portanto que a defini¢do
(4.1) tem de ser adotada se quisermos ser consistentes com nossa experiéncia cotidiana.

Role um dado bem balanceado duas vezes. Entdo Q = {(1,1),(1,2),...,(6,6)} e P(®) = 5
para todo @ € Q. Seja B = [1° dado é um 6]. Entdao B = {(6,1),(6,2),(6,3),(6,4),(6,5),(6,6)} e
P(B)=6/36=1/6.

Seja A = [ Soma das faces é maior que 8 ]. Temos

A = {(376)7 (475)7 (476)7 (574)7 (575)7 (576)7 (673)7 (674)7 (675)7 (676)}

e P(A) =10/36 =0.28.

Quanto é P(B|A)? Devemos esperar que seja maior ou menor que P(B)? A soma das faces
varia de 2 a 12. Ser maior que 8 quer dizer que tivemos um valor grande e que podemos esperar
que as duas faces sejam pelo menos moderadamente grandes. Com certeza, se uma delas for 1 ou 2,
ndo poderemos ter a soma das faces maior que 8.

De fato, usando a férmula,

P(BNA)  4/36
P(A)  10/36

P(BJIA) = =04>1/6=0.17=P(B)

Vamos agora calcular P(B|A) simulando os dados num computador. Ndo usaremos a férmula
(4.1) mas apenas frequéncias relativas e veremos que vamos obter o mesmo resultado que se
usarmos (4.1). Simule os lancamentos duplos um grande nimero N de vezes (por exemplo, N =
100 mil). Vamos apresentar os resultados na Tabela 4.1.

Repeticdo |12 (3 (45|67 |8]9]10
Dado 1 215151264 |2]1|6|6
Dado 2 151 |3(1|5|3|6|4] 3

Bocorreu? |[n|{n|n|n|y|n|n|n|y]| Yy

Aocorreu? |{n |y |n|n|n|y|n|n|y|Yy

Table 4.1: Langamentos duplos de dados

Vamos considerar apenas as vezes em que A ocorreu. Na minha simulacio eu obtive 13886
vezes. Dentre estas 13886 ocorréncias, verifique quantas vezes o evento B ocorreu. Eu obtive 5623
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vezes. E natural esperarmos P(B|A) ~ 5623/13886 = 0.405. Por qué? Considerando apenas as
13886 vezes em que A ocorreu, verificamos qual a proporcao de vezes que ocorreu B. Esta é a
maneira de estimar empiricamente, apenas com dados, o valor de P(B|A): pela frequéncia relativa
da ocorréncia do evento B dado que o evento A ocorreu.
Vamos agora verificar que este cdlculo empirico leva a férmula (4.1) considerando o numerador
e o denominador da defini¢do P(B|A) =P(ANB)/P(A). Sabemos que
n° de vezes em que A ocorreu

P(A) ~ S = P(A)

13886

= 13886 ~ N P(A).

Do mesmo modo, pela interpretagdo de probabilidade como frequéncia em longas repeticoes,

n’ de vezes em que A e B ocorrem
N

P(ANB) ~

Mas A e B ocorrem 5623 vezes em N. Lembre-se nds separamos os 13886 casos em que A ocorreu e
depois contamos os casos em que B ocorreu entre estes 13886 casos). Entdo P(ANB) ~ 5623 /N =
N P(ANB) =~ 5623. Desse modo,

5623 NTP(ANB) P(ANB)
13886~ NP(A)  P(A)

P(B|A) ~

Nossa conclusdo € que: se quisermos manter intacta nossa idéia de que a probabilidade de um evento
é aproximadamente igual a sua frequéncia relativa numa longa série de repeticdes independentes,
entdo a definicdo da probabilidade condicional P(B|A) tem de ser P(ANB)/P(A). Nenhuma outra
defini¢do vai gerar resultados consistentes com os experimentos que fizemos.

Diagramas de Venn

E comum representarmos eventos usando diagramas de conjuntos de Venn.

()

Q ¢ o retdngulo maior envolvente. Os eventos s@o figuras com tamanhos proporcionais a sua
probabilidade. Sendo assim, qual o valor aproximado de P(A)? P(A) ~ 0.90? Ou serd mais
razodvel supor P(A) ~ 1/4? OuP(A) ~ 1/8? Ou ainda P(A) ~ 0.01? Com essas mesmas quatro
opgdes de resposta, qual o valor aproximado de P(B)? !.

Q

Probabilidade condicional no diagrama de Venn

Como enxergar a defini¢do P(B|A) = P(ANB)/P(A) no diagrama abaixo? P(B|A) é o tamanho
de AN B relativamente ao tamanho de A. Responda: qual o valor aproximado de P(B|A):
0.85,1/3,1/8, ou 0.05? Temos P(B|A) bem maior que P(B) ~ 1/3. Assim, a resposta correta seria
P(BJA) ~ 0.85.

Q

IResposta: P(A) ~ 1/4 e P(B) ~ 1/8
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Considere agora a seguinte situacdo do préoximo diagrama, mostrado abaixo. Qual o valor
aproximado de P(B|A): 0.85,1/3,1/8, ou 0.05? Temos P(B|A) bem menor que P(B) ~ 1/3 e
talvez a melhor opg¢do seja P(BJA) ~ 0.05.

Q

Em todos os casos abaixo temos P(B) ~ 1/5. Obtenha P(B|A) aproximadamente em cada caso.

uBlike
|| © A

Considerando a linha superior e comecando da esquerda, o primeiro diagrama tem P(BJA) ~ 0.40.
O segundo tem P(B|A) = 0 enquanto o terceiro tem P(BJA) = 1.0. Passando para a linha inferior, a
partir da esquerda, o primeiro diagrama tem P(B|A) ~ 0.40, como no primeiro da linha superior.
No segundo, temos P(B|A) ~ 0.85 ¢ no terceiro, temos P(B|A) ~ 0.9.

P(BJ|A) e P(B)
Se A C B entdo P(BJA) = 1. A informac@o de que A ocorreu torna certa a ocorréncia de um
resultado € B. Se ANB = 0 entdo P(B|A) = 0. A informagdo de que A ocorreu torna impossivel
a ocorréncia de qualquer @ € B Estas sdo situacdes extremas: saber que A ocorreu leva a um
conhecimento sem incerteza sobre a ocorréncia de B.

Entretanto, na maioria das vezes, saber que A ocorreu no vai eliminar a incerteza sobre a
ocorréncia de B. Teremos 0 < P(B|A) < 1

P(B)

0o |

P(B|A)

Podemos ter P(B|A) > P(B) ou P(BJA) < P(B).

Independéncia de eventos

H4 um outro caso importante. Ele aparece quando a informacao de que A ocorreu ndo tem qualquer
influéncia na incerteza sobre a ocorréncia de B. Isto é, existem casos em que P(B|A) = IP(B)

| Definition 4.3.1 Dizemos que A e B sio eventos independentes se P(B|A) = P(B).

Esta definicdo de independéncia é equivalente a esta outra: A e B sdo eventos independentes se, e
somente se, P(ANB) = P(A) P(B). Para verificar esta afirmagdo, vamos comegar relembrando que,
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por defini¢do, P(B|JA) =P(ANB)/P(A). Se P(B|A) = P(B), substituindo IP(B|A) pela sua expressio
definidora, teremos P(ANB)/P(A) = P(B) e portanto P(ANB) = P(A) P(B). Para encontrar o
resultado reverso, assumindo que P(ANB) = IP(A) P(B) seja verdadeiro, nds substituimos P(A N B)
na expressdo P(BJA) = P(ANB)/P(A) encontrando P(B|A) = {P(A)P(B)} /B(A] = P(B). Assim,
dizer que os eventos A e B sdo independentes é o mesmo que afirmar P(B|A) = P(B) ou, de forma
equivalente, afirmar que P(ANB) = P(A) P(B).

Como surge a independéncia?

A independéncia de eventos pode surgir de duas formas distintas. Ela pode surgir porque nés
supomos que o eventos sdo independentes. Por exemplo, pensando sobre o mecanismo fisico
envolvido, supomos que lancamentos sucessivos de uma moeda s@o independentes: a moeda ndo
tem memoria do que aconteceu. Assim [P( Cara no 20. | Carano lo. ) =P( Carano 20. ) =1/2
Nao deduzimos matematicamente que os eventos sdo independentes. Nos assumimos que eles sdo
independentes pensando sobre o mecanismo envolvido no lancamento da moeda.

A outra forma pela qual a independéncia de eventos pode surgir é quando verificamos matem-
aticamente que P(ANB) = P(A) P(B) ou que P(B|A) = P(B). As vezes, ndo podemos intuir
facilmente que A e B sdo independentes. Nestes casos, calculamos P(B|A) e P(B) e, voild: se as
probabilidades forem iguais, os eventos sdo independentes.

= Example 4.3 — Independéncia de eventos. Vamos comegar com um exemplo simples de
independéncia considerando as repeti¢des de certos experimentos tais como rolar um dado duas
vezes e anotar o resultado. Eventos relacionados apenas ao primeiro langamento devem ser
independentes de eventos relacionados apenas ao segundo langamento do dado. Isto € intuitivo
a partir de nossa experiéncia com este tipo de situacdo. As probabilidades devem se manter as
mesmas: rolar um dado nio o modifica fisicamente a ponto de afetar as probabilidades das 6 faces.
Além disso, o dado ndo tem memoria do que saiu antes de forma que um langamento néo afeta o
seguinte.

E este entendimento da situagio fisica do problema que nos faz supor que os resultados igual-
mente provaveis: P(@) = 1/36 para @ = (r1,r2) € Q com ry,rp = 1,...,6. De fato, vamos supor
que a ocorréncia de 5 na primeira rolagem (evento r; = 5) aumentasse a chance de observarmos
outro 5 na segunda rolagem (evento r, = 5). Neste caso, deveriamos ter P(r, = 5|r; = 5) >
P(r, = 5). Entretanto, ao supormos que os resultados (rj,r;) sdo todos igualmente provéveis,
encontramos que P(r, =5|r; =5) =P(r,=5nNr =5)/P(ri =5) = (1/36)/(6/36) = 1/6, que
éigualaP(r, =5)=6/36 =1/6.

Assim, ao assumirmos que os resultados (r,r;) sdo todos igualmente provéveis, estamos
implicitamente impondo que os eventos da primeira rolagem sdo independentes da segunda rolagem.
Podemos sempre verificar matematicamente a validade da condi¢do P(ANB) = P(A) P(B) quando
A refere-se a um evento associado a primeira rolagem e B refere-se apenas 4 segunda rolagem. Se
A € o evento em que a primeira rolagem € par entio

A={(2,1),...,(2,6),(4,1),...,(4,6),(6,1),...,(6,6)}

e P(A) = 18/36 = 1/2. Seja agora B o evento em que a segunda rolagem é divisivel por 3. Assim,
B=1{(1,3),...,(6,3),(1,6),...,(6,6)}. e P(B) = 12/36 = 1 /3.
Temos ANB = {(2,3),(4,3),(6,3),(2,6),(4,6),(6,6) } e, como esperado, A e B sdo indepen-
dentes pois
P(ANB) = 6/36 = 1/6 = P(A) P(B)

» Example 4.4 — Exemplo menos ébvio. Rola-se um dado bem equilibrado uma tnica vez.
SejaA ={2,4,6} e B={1,2,3,4}. Temos P(A) =1/2 e P(B) =2/3. Além disso, ANB = {2,4}
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e P(ANB) =1/3. Como
112

P(ANB)=-=—--=P(A) P(B
concluimos que os eventos A e B sdo independentes. Assim, saber que saiu uma face par nao torna
mais provével (nem menos provdvel) a ocorréncia de uma das 4 primeiras faces. Esta conclusdo nio

¢é 6bvia a primera vista e acaba exigindo a verificacdo matematica da condi¢do de independéncia. m

Independéncia no diagrama de Venn

Se A e B sdo eventos disjuntos num diagrama de Venn, eles ndo sdo independentes. A razdo é
que, se sdo disjuntos entdo ANB = @ e portanto P(ANB) = 0. Se P(A) e P(B) sdo > 0 entdo
0=P(ANB) #P(A) P(B). Portanto, eles ndo podem ser eventos independentes.

Se AC B (comP(A) #0eP(B) # 1) entdo P(ANB) =P(A) # P(A) P(B) e portanto A e B
ndo sdo independentes.

Exceto nestes dois casos, é dificil verificar visualmente se A e B sdo independentes num
diagrama de Venn. Teriamos de ser capazes de ver que o tamanho de A N B relativamente a Q
€ igual ao produto das propor¢des dos tamanhos de A e de B. Entretanto, se P(B|A) for muito
diferente de IP(B) poderemos dizer com seguranga que A e B ndo sdo independentes. Por exemplo,
sem fazer nenhuma conta podemos dizer que A e B ndo sdo independentes neste caso:

Visualmente é 6bvio que P(B) ~ 1/3 mas que P(BJA) ~ 1. Portanto, a ocorréncia de A aumenta as
chances da ocorréncia de B. Explicacdo: A é um evento raro pois P(A) = 0. Entretanto, a maior
parte de A estd em B. Se ocorrer o raro evento A, € altamente provédvel que seja um dos @ € ANB.

Regra de Bayes

As probabilidades P(A|B) e P(BJA) podem ser completamente diferentes. Por exemplo, veja o
diagrama de Venn abaixo:

Temos P(B|A) ~ 1 mas P(A|B) ~ 1/25. Um caso mais extremo no caso de uma rolagem de um
dado bem balanceado: A = sair face par, B = sair face 2. Neste caso, 1 = P(A|B) #P(B|A) =1/3.
Fazendo um pouco de galhofa, considere uma situagdo que mostra como as duas probabilidades
condicioais podem ser completamente diferentes: P( ser Dracula | ndo dorme a noite ) ~ 0 mas
P( néo dorme a noite | ser Dracula ) ~ 1.

Exemplos menos pandegos envolvem a considera¢do de probabilidades condicionais tais
como P( € o assassino | foi visto no local do crime ) que, em geral, é menor que a probabilidade
inversa IP( ser visto no local do crime | é o assassino ). Ou um problema que veremos logo a frente:
calcular P( € doente | teste positivo ) que pode ser bem diferente de P( teste positivo | é doente ).
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Existe uma relagdo matemadtica muito simples entre P(A|B) e P(B|A). Temos

P(BIA) — E’W ~  P(ANB) = P(B|A) P(A)
P(A|B) — E’W . P(ANB)=P(A|B) P(B)

Igualando as duas expressdes encontradas para P(A N B) temos
P(B|A) P(A) = P(A|B) P(B)
Definition 4.4.1 — Regra de Bayes - Versdo Simplificada.

P(A|B) P(B)
P(A)

P(B)
= P(A\B)w .

O principal uso da regra de Bayes é quando temos uma das probabilidades condicionais, digamos
P(A|B), e queremos calcular a inversa: P(BJA). Neste caso, simplesmente multiplicamos P(A|B)
pela razdo P(B) /IP(A). Veremos na se¢do 4.4.1 que uma das duas probabilidades condicionais é
facilmente estimada a partir de dados estatisticos enquanto a outra acaba sendo obtida pelo uso da
regra de Bayes. Para isto precisamos também das probabilidades ndo-condicionais P(A) e P(B). Na
verdade, veremos agora que existe ainda um pequeno acréscimo que precisamos fazer na férmula
apresentada em 4.4.1 pois o denominador nem sempre estd prontamente disponivel. A versao
completa da regrad de Bayes serd apresentada apds o préximo exemplo usando testes de diagnéstico
de doencas.

P(B|A) =

Bayes e teste diagnéstico

A populacgio brasileira deve ser rastreada com um teste para deteccao do virus HIV? Acredita-se
que 0.1% dos brasileiros sao HIV positivos, o que significa que aproximadamente 200 mil dentre
os 200 milhdes de habitantes estio infectados com o virus HIV. Se selecionarmos um brasileiro ao
acaso, vamos denotar por V o evento indicando que o selecionado estd infectado pelo HIV. Ele
tem probabilidade (V) a2 0.001. Vamos denotar por V o evento complementar, que o individuo
selecionado ndo estd infectado pelo HIV, com probabilidade P(V) =1 —P(V) = 0.999.

Um teste de diagndstico da presencga do virus aplicado neste individuo tem dois resultados
possiveis: positivo para a presenga detectada do virus e representado por 7', ou negativo, e repre-
sentado por 7. Nenhum teste é perfeito. Por causa disso, podemos definir a tabela de confusdo
considerando a situagdo real do individuo e o resultado indicado pelo teste diagndstico:

Resultado do Teste
frus? —
Virus? T 7
\% ok erro
4 erro ok

Um paciente recebe o resultado do teste e ele € positivo (ocorreu o evento T'). A questdo é: ele tem
de fato o virus (ocorreu o evento V') ou aconteceu um erro? O principal problema médico é calcular
P(V|T). Como obter isto? Pela regra de Bayes pois temos P(7'|V'), como explicamos a seguir.

Sensitividade e Especificidade

Aplica-se o teste diagndstico em dois grandes grupos de individuos:
e um grupo composto por individuos sabidamente possuem o virus HIV.
e outro grupo em que os componentes sabidamente ndo possuem o virus HIV.
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A probabilidade de qualquer evento A ocorrer no primeiro grupo serd uma probabilidade condicional,
P(A|V), dado que o individuo é V. Por exemplo, a propor¢cio de individuos do primeiro grupo que
apresentam um teste positivo serd uma estimativa de P(7'|V). No segundo grupo, a propor¢io de
individuos para os quais A ocorrer servird como uma estimativa para a probabilidade condicional
P(A|V), dado que o individuo é V.

Definition 4.4.2 — Sensitividade e Especificidade. Com base na frequéncia daqueles que
respondem 7 em cada grupo o laboratdrio que produz o teste diagndstico estima as seguintes
quantidades:

. :P(T|V) =~ 0.99.

o ‘Especificidade ‘: P(T|V) =~ 0.95.

Essas sdo apenas estimativas de sensibilidade e especificidade, porque sdo baseadas tipicamente em
amostras de algumas centenas de individuos em cada grupo. Se outro subconjunto de sujeitos fosse
testado, as estimativas de sensibilidade e especificidade seriam ligeiramente diferentes.

Quanto maior estas duas probabilidades, melhor. Idealmente, gostariamos que ambas fossem
iguais a 1. Na pradtica, os testes de diagndsticos cometem erros e suas sensitividades e especificidades
sdo menores que 1. Alguns testes possuem sensitividade e especificidade muito alta (tal como
Western blot) mas sdo caros, demorados, e requerem pessoal especializado. Outros testes possuem
essas probabilidades menores mas sdo mais rdpidos, mais baratos e mais autométicos.

Outro aspecto pratico relevante € a selecao dos individuos que fazem parte dos dois grupos, V e
V. E importante que os sujeitos incluidos no estudo incluam todo o espectro de caracteristicas dos
futuros pacientes. Caso subgrupos importantes de pacientes ndo estejam devidamente representados,
as estimativas de sensitividade e especificadidade podem ser viciadas. Por exemplo, se um estudo
tiver apenas individuos muito sauddveis no grupo V, as estimativas de P(T|V) podem ser mais
altas pois o teste pode funcionar melhor entre esses individuos do que entre aqueles que, embora
sejam V, tenham outras co-morbidades que podem confundir o teste de diagndstico. Do mesmo
modo, se apenas individuos em estdgios avancados da doenga fizerem parte de V, omitindo os
casos intermedidrios e geralmente mais dificeis de diagnosticar, as estimativas de P(T'|V') pode ser
excessivamente otimista. Nestes casos, as estimativas obtidas ndo generalizam adequadamente para
o restante dos casos futuros.

O motivo para os nomes das duas probabilidades é o seguinte:

e O teste € sensivel a presenca do virus? Isto é, se o virus estiver presente, o teste produz o

evento 7?7

e O teste é especifico para o virus HIV? Isto €, se o paciente tiver qualquer outra coisa que nao

seja o virus, o teste ndo deveria dar positivo.

Suponha que P(T'|V) = 0.99 (sensibilidade) e P(T|V) = 0.95 (especificidade). As duas proba-
bilidades sdo relativamente altas, o que € bom. Mas veremos que isto ndo € suficiente para um teste
em massa.

Definition 4.4.3 As probabilidades complementares estdo associadas a erros de diagndstico e
os médicos usam dois termos para eles:

e Falso positivo (FP): T para um paciente que é V

e Falso negativo (FN): T para um paciente que é V

As probabilidades de FP e FN sao obtidas diretamente da sensibilidade e especificidade:
P(FP)=P(T|V) =0.05=1-0.95 = 1 — especificidade
P(FN)=P(T|V) =0.01 =1-0.99 = 1 — sensibilidade

A partir das frequéncias na tabela de confusdo, podemos estimar essas probabilidades de falso
psoitivo P(FP) e de falso negativo P(FN):
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V+ V- V+

Figure 4.1: Esquerda: Evento T e Q particionado como Q = V UV. Direita: Decompondo o evento
T=[TNnV] U [TNV].

Virus? Resultado do Teste Total
T T
sens 1 - sens
v P(T|V) p(EN) =P(TV) | °
— 1-esp esp
Vol ey = P P(T|V) 1O

Mas niio queremos apenas P(FP) = P(T|V) e P(FN) = P(T|V). Mais importante que obter
essas duas probabilidades € calcular as probabilidades condicionais inversas. O médico tem
em maos o resultado 7' do exame de um paciente. Dado que ele tem este resultado 7', qual a
probabilidade de que o paciente tenha o virus? Isto é, qual o valor de P(V|7T')? Do mesmo modo,
queremos saber qual o valor da outra probabilidade condicional invertida, a probabilidade P(V|T).
De posse de uma estimativa de P(V'), usamos a regra de Bayes para obter essas probabilidades
inversas.

Temos P(V) = 0.001, uma estimativa grosseira fornecida pelo Ministério da Saidde. Esta é a
estimativa da prevaléncia do virus na populagdo em geral. Se nédo tivermos muita confianca nesse
valor estimador de IP(V), nés podemos calcular as probabilidades com diversos cendrios plausiveis.
Dando diferentes valores para P(V'), podemos verificar como as probabilidades de interesse (P(V|T')
e P(V|T)) se modificam. Talvez elas elas nio mudem muito ou, mesmo se mudarem, as conclusdes
que vamos tirar acerca das politicas de satde adequadas podem permanecer as mesmas.

Pela regra de Bayes, temos:

P(T|V)P(V) _ 0.99%0.001
P(T) —  P(T)

P(VIT) =

Para obter P(T'), vamos usar um truque muito util baseado em interse¢do de conjuntos. O lado
esquerdo da Figura 4.1 mostra o evento T € a decomposicio de Q obtida pela partigio Q =V UV
com VNV = 0. No lado direito da Figura 4.1, o evento T e a particio Q = V UV sdo misturados.
Usando operagdes elementares com conjuntos, escrevemos o evento 7 como unido de dois conjuntos
disjuntos:

T = TN[VUYV] (4.2)
[TNV] U [TNV] (4.3)
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Agora podemos calcular P(7') facilmente:

P(T) = P(TnV] u [TNV])
= P(TNV)+P(TNV) pois sdo eventos disjuntos
= P(T|V)-P(V)+P(T|V)-P(V)usando defini¢do de prob. condicional
= 0.99-0.001+0.05-0.999 = 0.05094

Finalizando o cdlculo da regra de Bayes, temos:

0.99 x 0.001

Assim, se tivermos o teste produzir um resultado positivo, (7'), serd muito alta a chance do paciente

ser V, ou ndo ter o virus. Apenas 2% dos individuos com teste positivo (7) possuem o virus de fato.
Idem, calculando a outra probabilidade inversa:

PVIT) — P(TIL‘Z;I;D(V)
0.95 x (1—0.001)

= —005004  — 0.9999895

Se o teste for negativo, € praticamente certo que o individuo serd V.

Estes cdlculos mostram por que nio fazemos um rastreamento em massa na populacio brasileira.
Como P(V|T) =1 —P(V|T) =~ 0, se o teste ndo detectar o virus, a chance do individuo estar
realmente infectado é muito baixa. OK, isto € um resultado desejado. O problema € que P(V|T) ~
1. Isto é, quase todos detectados pelo teste positivo ndo estardo infectados. Quantas pessoas
dariam positivas (falsamente ou corretamente) pelo teste? Isto €, quantos teriam o resultado 7?
Aproximadamente 200 milhdes x P(7T') ~ 10 milhdes, um nimero enorme de pessoas. Destes,
98% (ou 9.8 milhdes) nao t€ém HIV: a imensa maioria de um niimero enorme de pessoas. As
dificuldades logistica de se garantir que todos fagam o teste, as discussdes politicas acerca do direito
individual de ndo se sujeitar a esta imposicao do estado, o enorme custo envolvido, tudo isto leva
a outra estratégia: fazer uma busca ativa entre pessoas de grupos de risco (que teriam P(V') bem
maior).

Regra da probabilidade total

Na regra de Bayes, derivamos uma férmula muito util, chamada férmula da probabilidade total.
Vamos ver o caso geral. O espago amostral Q € particionado nos eventos Cy,C», ..., Cg.

C
Ci ?
Q=CiUGU...UC
(6 e
CNCj=0 sei#j
C4 CS

Com estes C;’s, podemos quebrar um evento arbitrario A em pedacos disjuntos e escrever A
como a unido de subconjuntos disjuntos:
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C
Ci ?
A=ANQ
G :Aﬂ(C1UC2U...UCk)
=(ANC))U(ANGC)U...UANC)
Cy Gy Cs

Temos entdao

P(A) = PANC)+...+PANG)

Extensdo da Regra de Bayes

Considerando o espaco amostral Q particionado nos eventos Cj,...,C;, podemos expressar o
denominador P(A) da regra de Bayes usando as probabilidades condicionais P(A|C}):

P(A|C;))P(C))
P(A)
P(A|C;))P(C;)
P(ANCy)+... +P(ANCy)
P(A|C)P(C;)
P(A|C))P(Cy) + ...+ P(A|C)P(Cy)

P(CilA)

Esta é a forma geral da regra de Bayes que declaramos agora de forma destacada:

Definition 4.4.4 — Regra de Bayes - Versdo Completa.

P(A|C;)P(C)
(A|C))P(Cy) +... +PA|COP(Cr)

P(Gi|A) = P

m Example 4.5 — Regra de Bayes 01. Diariamente, um website produz artigos divididos em trés
tépicos distintos: Politica (P), Esportes (E), e Cultura (C). Esta € a parti¢do do espaco amostral
composto por artigos do site. O tépico P é responsavel por 50% dos artigos produzidos enquanto o
topico E produz outros 40% e C produz o restante. Assim, P(P) =0.50, P(E) =0.40e P(C) =0.10.
A palavra arcabouco aparece em 50% dos textos de cultura, em 30% dos textos de politica e em
somente 5% dos textos de esportes.

Como todos esses nimeros foram obtidos? Separou-se uma grande colecio de artigos do
website e eles foram separados em trés grupos a partir de sua classificados manual em cada um
dos trés tépicos. Assim, formou-se uma pilha de artigos P, uma piilha de artigos E e outra de
artigos C. O tamanho de cada uma dessas pilhas (a frequéncia dos 3 topicos na colecdo completa)
forneceu as estimativas P(P) = 0.50, P(E) = 0.40 e P(C) = 0.10. A seguir, mediu-se a propor¢ao
de artigos em que a palavra arcabouco aparecia pelo menos uma vez em cada um das trés grupos.
Isto forneceu as estimativas abaixo:

e P(arcaboug¢o|C) = 0.50,

e P(arcabouco|P) = 0.30,

e P(arcabouco|E) = 0.05,

Veja que as probabilidades acima ndo somam 1. Elas dizem respeito a universos distintos. O
complemento da probabilidade P(arcabougo|E) = 0.05 é a probabilidade 1 — P(arcabougo|E) =
[P(ndo aparecer arcabouco no artigo|E) = 0.95.
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Um classificador automadtico de textos recebe como entrada um artigo e verifica as palavras
presentes. Vamos denotar por A o evento em que a palavra arcabougo estd presente num dado
artigo. Qual a probabilidade de que ele seja do topico Cultura?

Pela regra de Bayes,
P(ClA) = P(AIC)P(C)
P(A|C)P(C)+P(A|P)P(P) +P(A|E)P(E)
B 0.50-0.10
~0.50-0.1040.30-0.50 +0.05-0.40
= 0.23

= Example 4.6 — Regra de Bayes 02. Vamos ampliar um pouco o exemplo 4.5 mantendo as
mesmas probabilidades dos trés tépicos: P(P) = 0.50, P(E) = 0.40 e P(C) = 0.10. Em vez de uma
Unica palavra, os modelos reais de identifica¢do de topicos utilizam o diciondrio inteiro. Vamos
ficar numa posicao “intermedidria” usando apenas 2 palavras distintas: w; = capacidade e wy =
perndstico. O Unico evento A do exemplo anterior precisa agora ser ampliado. As possibilidades
agora devem contemplar a ocorréncia ou nao das duas palavras simultaneamente. Vamos usar w
ou w para denotar a presenca ou auséncia da palavra w num texto. Teremos entdo quatro eventos
possiveis considerando w; e wy:

e Ay = [wi,w;] (ambas presentes)

e A9 = [w;,w] (apenas wj presente)

e Ao = [wr,ws] (apenas wy presente)

e Ag; = [wr,w;] (ambas ausentes)
Precisamos também das probabilidades IP(A;;|P), P(A;;|E), P(A;;|C) que estao na tabela abaixo:

P E C
Ay || 0.05 ] 0.01 | 0.15
Ao || 0.15 ] 0.05 | 0.25
Aot 0.10 | 0.04 | 0.25
Ago || 0.70 | 0.09 | 0.35

Total 1 1 1

Nesta tabela, a soma ao longo de cada coluna é 1 mas a soma ao longo de cada linha ndo serd 1 (a
ndo por casualidade). Um novo texto aparece e ocorre o evento Ag;. Qual a probabilidade desse
novo texto ser de cultura? Resposta direta pela regra de Bayes:

P(Ag1|C)P(C)
P(Aoy|C)P(C) + P(Ao1 [P)P(P) + (Aot |EVP(E)
0.25-0.10

0.25-0.10+0.10-0.504-0.04 - 0.40
= 0.27

P(C|Ap)

A probabilidade do texto ser de cultura passou da probabilidade a priori P(C) = 0.10 para
P(C|Ag;) = 0.27 ap6s observarmos uma informagdo parcial sobre o texto, apés observarmos o
evento Ag; correspondente a duas palavras. Dizemos que nés atualizamos (update) a probabilidade
a priori ap6s recebermos certa informacao.

A maior dificuldade pratica fundamental ao tentar expandir este exemplo para uma colecdo
grande de palavras. Dentro da colecdo de textos manualmente rotulados como Cultura, precisamos
estimar a chance das duas palavras ocorrerem ou nao de forma conjunta. Imagine que, ao invés de
duas palavras, usarmos 1000 palavras do diciondrio. A tabela que vamos precisar ter4 agora 2%
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linas (teremos 2'°% eventos representando a ocorréncia ou ndo de wy,wa, ..., wigoo. E invidvel
estimar as probabilidades nessa tabela de tamanho astrondmico. O método Naive Bayes procura
solucionar esta dificuldade supondo certo tipo de independéncia dos eventos envolvidos. Ver a
secdo ?7(a preencher).

m Example 4.7 — Regra de Bayes 03. Componentes sdo despachados em lotes de 10 unidades.
Suponha que 95% dos lotes ndo possuem nenhum dos seus 10 itens defeituosos, 4% possuem 1 item
defeituoso e 1% possuem dois ou mais defeituosos. Seleciona-se dois itens ao acaso de cada lote e
eles sdo testados. Sejam Ag, A; e A os eventos em que 0, 1, e 2 dos itens testados sdo defeituosos.
Sabendo-se que um desse eventos aconteceu, podemos recalcular as probabilidades de: Ly, o lote
possuir 0 defeituosos; Ly, o lote possui 1 defeituoso; Ly, o lote possui 2 ou mais defeituosos.

Vamos considerar incialmente que ocorre Ag. Queremos P(Ly|Ao), P(L;|Ao) e P(Lz2|Ap). Ao
usar a regra de Bayes, vamos precisar das probabilidades inversas. Para obté-las, vamos relembrar
um resultado de matematica discreta: de quantas maneiras distintas podemos escolher um sub-
conjunto de k elementos dentre n possiveis? Este nimero € o coeficiente binomial:

Esta férmula vale até nos casos extremos, com k = 0 e k = n. Assim, num lote de 10 pecas,
o nimero de maneiras de selecionar dois de seus itens é 10!/(2!8!) = 45. Como os itens sdo
escolhidos ao acaso, o espaco amostral € composto desses 45 pares de elementos, todos com a
mesma probabilidade 1/45.

e P(Ag|Ly) = 1 pois, se o lote inteiro ndo possui defeituosos, com certeza a amostra ndo vai
conter defeituosos.

e P(Ag|L;): se o lote tem 1 defeituoso e 9 ndo defeituosos, o nimero de pares de elementos
em que nenhum é defeituoso € igual ao nimero de maneiras de selecionar 2 elementos
dentre os 9 que estdo em boas condi¢des: 9!/(2!7!) = 36. Portanto, como qualquer par tem
probabilidade 1/45, temos P(Ag|L;) = 36/45.

o P(Ap|Ly): este cédlculo é mais complicado pois precisamos saber exatamente quantos itens
defeitusos existem no lote. Uma aproximacao € supor que 3 ou mais defeituosos num lote é
um evento tio raro que pode ser ignorado. Assim, assumindo que existem exatamente dois
itens defeituosos no lote de 10 componentes, existem 8!/(2!6!) = 28 maneiras de escolher
dois dos seus itens bons. Assim, P(Ag|L,) = 28/45.

Usando agora a regra de Bayes:

P(Ao|Lo) - P(Lo)
P(A()‘L()) -IP)(L()) +IP)(A0’L1) . ]P)(Ll) +]P)(A()|L2) . ]P(LZ)
1-0.95

1-0.95+0.8-0.04+0.62-0.01

P(Lo|Ao)

P(Ao|L1)-P(Ly)
P(Ao|Lo) - P(Lo) +P(Ao|L1) - P(L1) + P(Ao|L2) - P(L2)
0.8-0.04

= =0.032
1-095+0.8-0.04+0.62-0.01

P(Li|Ag) =

P(Ao|L2) - P(Ly)
P(Ao|Lo) - P(Lo) +P(Ap|Ly) - P(Ly) +P(Ap|Ly) - P(La)
0.62-0.01

= =0.006
1-095+0.8-0.04+0.62-0.01

P(L2|A0) =
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O denominador foi 0 mesmo nos trés calculos acima.

Vamos agora obter a probabilidade supondo que evento observado foi A;, um defeituoso na

amostra de 2 itens. Temos:

e P(A{|Ly) = 0: dado que o lote ndo tem defeituoso, é impossivel obter uma amostra com
defeituosos.

e P(A;|L;): se o lote tem 1 defeituoso e 9 ndo defeituosos, vamos contar o nimero de pares
de elementos em que exatamente um ¢é defeituoso. Um dos elementos da amostra é o tnico
defeituoso do lote. Sobram 9 itens bons dos quais devemos escolher um para compor o
restante da amostra. Portanto, existem apenas 9 possibilidades e P(A;|L;) = 9/45 = 0.20.

e P(A;|Ly): Como antes, assumindo que existem exatamente dois itens defeituosos no lote de
10 componentes, existem 8!/(1!7!) = 8 maneiras de escolher um dos seus 8 itens bons. Para
cada uma dessas escolhas, temos 2 itens defeituosos dentre os quais devemos selecionar um.
Portanto, temos 8 -2 = 16 possiveis pares e portanto P(A;|L,) = 16/45 = 0.36

Usando novamente a regra de Bayes:

P(A1|Lo) - P(Lo)
P(A1|Lo) -P(Lo) + P(A1|Ly) -P(Ly) + P(A|L2) - P(Ly)
0-0.95 0
0-0.95+0.20-0.0440.36-0.01

P(LolAr) =

P(A1 L) -P(Ly)
P(A|Ly) - P(Lo) +P(A|Ly) - P(Ly) + P(A|L,) - P(Ls)
0.20-0.04

= =0.690
0-0.95+0.20-0.044+0.36-0.01 ?

P(Li|Ar) =

P(Ao|L>) - IP(L»)
P(Ay|Ly) - P(Ly) +P(A1|Ly) -P(Ly) + P(A|Ly) - IP(Ly)
0.62-0.01

0-0.95+0.20-0.04 4+ 0.36-0.01

O denominador foi 0 mesmo nos trés calculos acima. Vamos deixar como exercicio considerar o
caso em que Ap ocorre.

P(Lo|Ar) =

s Example 4.8 — Regra de Bayes 04. Em uma urna, existem 6 bolas de cores desconhecidas.
Trés bolas sdo retiradas ao acaso, sem reposi¢ao e sao todas pretas. Ache a probabilidade de que
ndo restam bolas pretas na urna.

Vamos definir o evento A representando a retirada de 3 bolas pretas da urna. Seja C; o evento
de que existem i bolas pretas na urna com i = 0,1,...,6. Queremos calcular P(C3|A). Uma
probabilidade muito mais fécil é a condicional inversa. Vamos comegar com:

P(ANC) 0

PAIC) =By~ #ico) ~°

pois se sabemos que ndo existem bolas pretas na urna (Cy é dado) entdo a probabilidade é zero
de obter uma amostra com 3 bolas pretas dessa mesma urna. Pelo mesmo argumento, temos
P(A|C)) =P(A|C,) = 0.

Considere agora P(A|C3). Existem 6!/(3!3!) = 20 maneiras de selecionar 3 das 6 bolas da
urna, todas igualmente provaveis. Se existem 3 bolas pretas na urna de 6 bolas, de quantas maneiras
podemos selecionar uma amostra de 3 elementos da urna, todos os trés sendo bolas pretas. Existe
apenas uma maneira, que € a amostra formada pela exatas 3 bolas pretas existentes. Portanto,
P(A|C3) = 1/20.
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Para IP(A|Cy4), de quantas maneira podemos selecionar 3 bolas pretas da urna que contém 4
delas? Existem 4!/(3!1!) = 4 maneiras de fazer isso e portanto P(A|Cs) = 4/20 = 0.20. Para
P(A|Cs), temos 5!/(3!2!) = 10 maneiras de selecionar as amostras com 3 bolas pretas e portanto
P(A|Cs) = 10/20 = 0.50. Finalmente, no tdltimo caso, dado Cg, todas as bolas da urna sao pretas e
e é garantido que vamos ter uma amostra com 3 bolas pretas. Portanto, P(A|Cs) = 1.

Para calcular P(C3|A), usamos a regra de Bayes:

TR PAIC)) < B(C))

B 35 % P(C3)
0+ 040+ 5P(C3) + 1P(Cy) + AP(Cs) + 1P(Co)

Precisamos estabelecer o valor de P(C;), as probabilidades de que existam j bolas pretas na urna.
Isto depende do mecanismo que coloca as bolas na urna, algo que ndo foi explicado no problema.
Vamos mostrar algumas possibilidades para P(C;).

Um primeiro cendrio é que qualquer nimero de bolas pretas entre O e 6 tem a mesma proba-
bilidade. Entdo P(C;) = % para todo j. Basta substituir este valores agora na férmula acima para
P(C3|A) encontrando 0.029, uma probabilidade bem pequena.

Como segundo cendrio, suponha que a bolas sdo escolhidas preferencialmente de uma tnica
cor. Entdo os valores de P(C;) para j =0 e j = 6 seriam os maiores, com um valor min-
imo para j = 3. Por exemplo, P(C;) = 3:(1+ (j —3))>. Isto significa que P(C;) ¢ igual a
10/35,5/35,2/35,1/35,2/35,5/35,10/35 para j = 0,...,6, respectivamente. Substituindo na
férmula acima para P(C3]A) encontramos 0.0038, uma probabilidade menor qainda que a anterior.

Outra op¢do de cendrio ¢ a seguinte: Existem 10 cores distintas e a cor de cada uma das 6 bolas
da urna é escolhida ao acaso dentre as 10 cores possiveis. A chance de colocar uma bola preta
na urna é 1/10. Pode-se mostrar, usando a distribuicdo binomial apresentada no capitulo 6, que a
chance de colocar j bolsas pretas na urna de 6 bolas é

P(Cy) = (6

) (0.1)7(0.9)57/ .

J

Isto significa que P(C;) € igual a 0.5314,0.3543,0.0984,0.0146,0.0012,1073,107° para j =
0,...,6, respectivamente. Substituindo na férmula acima para P(C3|A) encontramos 0.729, uma
probabilidade substancialmente maior que as anteriores. Assim, a resposta depende do conheci-
mento adicional sobre como as bolas aparecem na urna.

Condicional como nova medida de probabilidade

Seja (Q,.o7,IP) um espago de probabilidade qualquer. Vamos fixar um evento A C Q com P(A) > 0.
Sabemos que, para qualquer evento B C €, calculamos [P (B|A) através da defini¢cdo P(BJ|A) =
P(ANB)/P(A). Ao invés de pensarmos nesta probabilidade condicional apenas para um par de
eventos A e B, podemos fixar A e calcular a probabilidade condicional dado A para uma série de
eventos B1, By, Bs,.... Na verdade, queremos fixar A e recalcular a probabilidade (condicionada
a ocorréncia de A) do evento B para todo e qualquer B C Q. Isto é, queremos atribuir uma nova
medida de probabilidade P4 aos eventos da o-dlgebra .«/. Ou ainda de outro modo, queremos
criar um novo espaco de probabilidade (Q,.o7,P4) onde Q e &/ sdo os mesmos do espaco de
probabilidade original mas a fun¢do de probabilidade muda de [P para P4. Agora, para cada evento
B na o-dlgebra o7, calculamos sua probabilidade como

P,(B) = P(B|A) = P(ANB) /P(A).
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Veja que estamos definindo uma fung@o de probabilidade P4 ( - ) com argumento em <7:

Py:of — [0,1]
B — Pu(B)=P(BIA)

Para que esta funcgfo seja uma atribuicdo de probabilidade aos eventos B C o7 vilida, ela deve

obedecer aos trés axiomas de Kolmogorov:

Axiomal P4(B) >0V Be &/

Axioma 2 Py (Q) =1

Axioma 3 Py (BjUByUB3U...) =P4(B1)+Pa(B2)+P4a(B3)+...seoseventos By, B, ... forem
disjuntos (isto é, mutuamente exclusivos).

Isto realmente acontece pois:

e P4(B) =P(ANB)/P(A) >0 pois P(ANB) >0e P(A) > 0.

o P4(Q)=P(QNA)/P(A) =P(A)/P(A) =1

e Quanto a tltima propriedade, se Bj,Ba, ... sdo disjuntos, entdo os eventos [B; NA], [B2NA],...

também sdo disjuntos. Assim,
P4y (BiUB,UB3U...) = il UBZIPL,J(ji 2.n4)
P((Bi1NA) U (B,NA) U...)
P(A)
P(Bl ﬂA) + P(Bg ﬂA) +...
P(A)
_ P(B1NA) L P(ByNA) L
P(A) P(A)
= P(Bi|A)+P(B:2|A)+...
= P4 (Bl)—}—PA (Bz)—|—...

Assim, a fungéo de probabilidade P4( - ) = P( - |A) reatribui probabilidades aos eventos da
o-dlgebra o/ criando um novo espago de probabilidade. Isto significa que todas as propriedades
vélidas para uma fung¢do de probabilidade qualquer também sdo vdlidas para a fun¢do de probabili-
dade particular P4. Por exemplo, as propriedades vistas em 3.5.1 sdo validas para P4( - ) =P( - |A).
Temos
(P1) P(B°|A) =1 —P(B|A).

(P2) 0 <P(BJA) <1 para todo evento B € <7 .

(P3) se B C B, — P(B;|A) <P(By|A)

(P4) P(U,=1 BilA) < X, P(BilA)

(P5) P(BUC|A) =P(B|A)+P(C|A) —P(BNC|A)

Nao é necessdrio nenhuma demonstracao adicional desses fatos. Estas propriedades sdo vélidas e
seguem imediatamente do fato de que P4 é uma medida de probabilidade sobre € que atende aos
tré€s axiomas de Kolmogorov.

Independéncia muatua

Falamos da independéncia de dois eventos A e B. Eles sdo eventos independentes se
P(ANB) =P(A) P(B),
ou, equivalentemente,

P(B|A) = P(B).
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E quando tivermos vérios eventos Ey, Ey,...,E,? Quando estes eventos sdo independentes
entre si? Como passar de um par de eventos para um conjunto de eventos? Infelizmente, ndo
basta olhar todos pares de eventos e verificar se a defini¢ao anterior € valida em todos eles. Os
eventos E, Ey, ..., E, sdo eventos independentes se toda combinacdo de eventos satisfazer a regra
do produto:

]P(E,'l NE,N...NE ):]P)(El )...P(E,’m)

i
para toda selecdo de indices iy, i,...,i, € para todo m entre 2 e n. Estes eventos s@o chamados
mutuamente independentes.

Podemos deduzir que se A, B, e C sdo independentes entdo C é também independente de AN B,
de ANB°, de AUB, de B¢ etc. (ver lista de exercicios).

Se os eventos sdo mutuamente independentes entdo qualquer par de eventos é independente.
Um resultado curioso é que a inversa nao € verdade. Podemos ter eventos independentes par a par
mas que ndo sdo mutuamente independentes. Por exemplo, podemos ter A e B independentes, A e
C independentes, e B e C independentes mas A, B, C dependentes. Um uso prético desta distingado
aparece numa técnica para compartilhar senhas em criptografia (ver [7], se¢do 8.9.2).

Paradoxos com probabilidade condicional

Algumas vezes, os cdlculos envolvendo probabilidades condicionais levam a resultados curiosos e
pouco intuitivos. Probabilidade condicional é uma fonte constante de resultados paradoxais. Vamos
mostrar alguns nesta se¢ao.

s Example 4.9 — Sem saber a cor da bola retirada. Uma urna contém duas bolas rosas e
duas bolas marrons (Figura 4.2). Uma delas € escolhida completamente ao acaso. Suponha que
esta primeira bola retirada seja rosa. Ela ndo € colocada de volta na urna. Defina o evento R
como R; = [la. bolarosa]. Uma segunda bola é retirada escolhendo-se uma das trés restantes
completamente ao acaso. Seja R, o evento R, = [2a. bola rosa]. Qual a probabilidade de R, ocorrer
dado que R; ocorreu? Dado que R; ocorreu, restam na urna uma bola azul e duas marrons. Portanto,
P(Ry|R) = 1/3. Caso a primeira bola retirada seja marrom, evento representado por M;, temos
P(Ry|M,) =2/3.

O curioso vem agora: suponha que uma bola € retirada mas ndo sabemos qual a sua cor. Com
certeza foi uma bola rosa ou marrom, apenas nao sabemos qual foi. Vamos denotar por B o evento
de que uma bola de cor desconhecida foi retirada. Observe que B = R; UM e que R; e M| sdo
disjuntos: Ry NM; = 0. Vamos calcular P(R;|B) = P(R,|R} UM, ) e verificar que esta probabilidade
¢ igual a 1/2, a mesma probabilidade P(R;) de retirar uma bola rosa quando a urna estd completa.
Isto é, a retirada de uma bola de cor desconhecida ndo muda a probabilidade de ocorrer R;, mas se
a cor da bola retirada for revelada, entdo a probabilidade muda bastante.

Como B =R; UM, com R "M = 0. Temos entdo Ry N\B =R, N[R; UM;| = [R;NR]U[R, N
M,], a unido de dois conjuntos também disjuntos. Assim,

]P’(RQQB) = ]P’(RzﬁR])—i-P(RzﬂMl)
= P(R2|R1)P(R) + P(Ra|M)P(M))
1 1 1

2" 2

W N

272

W | —

= Example 4.10 — Paradoxo dos trés prisioneiros. Trés prisioneiros numa masmorra medieval,
A, B e C, foram condenados a morte. Sentindo-se abencoado pelo nascimento de seu herdeiro, o
senhor feudal decide que um deles serd escolhido ao acaso por sorteio e libertado. A fica sabendo
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Figure 4.2: Urna com duas bolas rosas e duas bolas marrons, desenhadas por Sos6. Uma bola é
retirada ao acaso e ndo € reposta na urna. Se sua cor nio € registrada, qual a probabilidade de que
uma segunda bola retirada seja rosa?

da decisdo e diz ao seu carcereiro: ““ Eu ja sei que pelo menos um dos outros dois prisioneiros, B ou
C, serd executado. Vocé poderia entdo me informar o nome de um deles que serd executado? Como
estamos incomunicaveis, esta informagdo ndo servird para nada. ” Convencido pelo argumento, o
carcereiro diz que C serd executado. O prisioneiro A raciocina que sua chance de ser libertado era
1/3, mas agora que ele sabe que restaram apenas ele e B, sua chance subiu para 1/2. Ou nao?

Inicialmente, existem trés resultados possiveis, todos com probabilidades iguais:

e A serd libertado, com probabilidade 1/3.

e B sera libertado, com probabilidade 1/3.

e ( serd libertado, com probabilidade 1/3.
Com a informacao a ser fornecida pelo carcereiro, existem quatro possibilidades com diferentes

probabilidades:
e [A lib, B exec]: A serd libertado e A é informado que B serd executado, com probabilidade
. [lf{?i.b,c execl: A serd libertado e A é informado que C serd executado, com probabilidade
. EB{ ?i.b,C exec: B serd libertado e A é informado que C serd executado, com probabilidade
. %C/ :iib, B exec|: C serd libertado e A é informado que B serd executado, com probabilidade
A prol)la/l)3iiidade de que o carcereiro informe que C serd executado € igual a
P(C exec) = P([A lib, C exec]U B lib, C exec]) = P(A lib, C exec) + (B lib, C exec) = é—i—% = %

Dado que o carcereiro informa que C serd executado, a probabilidade condicional de interesse é

, P(|Alib N C exec 1/6 1
P(Alib | C exec) = ( B(C exco) ]):42:3.
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Assim, a probabilidade de que A seja libertado ndo se altera com a informagao fornecida. "

» Example 4.11 — Monty Hall. Completar - ver https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_
de_Monty_Hall L]

» Example 4.12 — Paradoxo de menino-menina. Completar - ver https://en.wikipedia.
org/wiki/Boy_or_Girl_paradox .

= Example 4.13 — Paradoxo de Simpson. Completar - ver https://stats.stackexchange.
com/questions/21896/basic-simpsons-paradox?rq=1

= Example 4.14 — Diferenca entre disjuncdo e independéncia. Filosofia da causa e efeito e
condicionamento no futuro. Ver Ben-Naim.

» Example 4.15 — Direcdo do condicionamento. Aumento de informagdo pode levar a conflito
e diminuir o suporte de um evento a outro. Ver Ben-Naim na pag 135.


https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Monty_Hall
https://pt.wikipedia.org/wiki/Problema_de_Monty_Hall
https://en.wikipedia.org/wiki/Boy_or_Girl_paradox
https://en.wikipedia.org/wiki/Boy_or_Girl_paradox
https://stats.stackexchange.com/questions/21896/basic-simpsons-paradox?rq=1
https://stats.stackexchange.com/questions/21896/basic-simpsons-paradox?rq=1
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Infroducédo

Classificac@o supervisionada ¢ uma tarefa de anélise de dados que procura aprender a partir de
dados estatisticos como usar os atributos de objetos para separd-los em dois ou mais conjuntos
distintos chamados classes. Considere um conjunto de dados estatisticos no formato tabular usual
onde os atributos (colunas) sdo divididos em dois tipos. Um dos atributos é uma varidvel nominal
com o rétulo (label, em inglés) identificando a real classe do objeto-linha da tabela. As demais
varidveis sdo atributos que queremos usar para predizer o rétulo ou classe.

De forma esquemfica, imagine que temos a seguinte tabela de dados com k atributos e 7 casos
(ver Tabelas em (5.1)). A varidveis (ou colunas) X1, ..., X representam os atributos dos objetos. A
varidvel (ou coluna) Y contém os dois rétulos ou classes (0 e 1) em que estes objetos estdo divididos.
Os atributos da linha i da tabela sdo repsentados pelo vetor k-dimensional

X; = (Xi1, X2, - - - s Xik)

enquanto o seu rétulo (ou classe) correspondente € representado por ¥;. O objetivo da classificacio
supervisionada € aprender uma funcio 4 que recebe como entrada os atributos de um individuo e
fornece como resposta uma boa aproximagao para a probabilidade do caso receber um rétulo. No
caso de apenas dois rétulos, 0 ou 1, queremos uma funcgdo 4 que forneca a probabilidade de que o
rétulo Y ser igual a 1 condicionada aos valores dos atributos. Isto é, dado que o vetor de atributos
de certo individuo € x, obter de forma aproximada a probabilidade de que seu rétulo ou classe seja
1:

P(Y =1 X=x) ~h(x).

Por exemplo, para o caso da linha i = 3 da Tabela ??, queremos que a funcio forneca uma estimativa
ou uma aproximacao para

P(Ys =1|X =x3) =P (¥s = 1|X = (5.09,3,...,27.91)) ~ h(5.09,3,...,27.91) = h(x3)
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X1 X ... XY X1 Xo ... Xy Y

X111 X12 ... Xik Y] 1.37 3 —2497 0

X21 X2 ... X 1o 275 2 3955 1

X31 X32 ... X3k Y3 5.09 3 2791 O

Xa X o xg Y| = 311 3 236 1 G.D
X51 X52 ... X5k Y5 7.36 1 1299 1
X X . X Yo | 222 2 ... 6596 O |

Observe que, na linha 3 da tabela, o valor Y3 realmente observado para este caso foi o rétulo
ou classe 0 (isto €, tivemos a ocorréncia do evento Y3 = 0) mas a funcdo h estd fornecendo a
probabilidade de que Y3 seja igual a 1. Entretanto, como existem apenas das classes neste exemplo,
se quisermos P(¥3 = 0|X = x3) basta fazer uma subtragio:

P(Yg :O|X:X3) =1 —P(Y3 = 1’X:X3) ~1 —h(X3)

m Example 5.1 Quando uma instituicdo financeira concede um empréstimo para um individuo
ou para uma empresa, ela precisa avaliar o risco de crédito associado com aquele empréstimo. O
risco de crédito € a chance ou probabilidade da institui¢do ter uma perda financeira resultante da
falha do devedor em pagar o empréstimo ou em cumprir todas as obrigacdes contratuais (pagando
com muito atraso, por exemplo). No momento de decidir se o empréstimo solicitado deve ou nao
ser concedido para aquele cliente particular, a instituicdo faz uma estimativa da probabilidade do
cliente nao honrar os termos do contrato no futuro. Como ela faz isto? Usando dados estatisticos
do passado e de outros clientes. J4 veremos algoritmos para isto.

Tendo em maos a estimativa da probabilidade de ndo-pagamento daquele empréstimo no futuro
por aquele cliente (uma estimativa do seu risco de crédito, no jargdo da drea), a instituicao toma
suas decisdes. Se a probabilidade for muito alta, a instituicao se recusa a conceder o empréstimo
para aquele cliente. Se ela for moderada, a institui¢do talvez conceda o empréstimo mas cobrando
juros mais altos do que o usual. Se a probabilidade for baixa, ela concede o empréstimo cobrando
juros baixo.

No momento da solicitagdo do crédito, € impossivel saber com exatidao qual serd o resultado
futuro. A decisdo ¢ baseada numa aproximacao para a probabilidade de que o cliente seja um
alto risco e esta aproximacao para a probabilidade € aprendida ou estimada a partir dos dados
estatisticos.

A aproximagdo para os riscos de crédito (ou probabilidades de ndo-pagamento) sdo calculadas
a partir de um algoritmo que fornece a saida i(x) para um individuo que possua certos atributos.
Entre os atributos mais comuns usados pelas institui¢des financeiras podemos citar: X; = o saldo
médio bancério nos dltimos meses, X, = o valor do empréstimo relativo a este saldo médio, X_
idade do cliente, X5 = ha quanto tempo ele € cliente, X = seu sexo (M ou F), etc.

Dado um perfil bsX = (x1,x2,...,Xs) = X, qual a probabilidade aproximda de que seu rétulo
seja 1 (ndo-pagamento)? Isto é, queremos P(Y = 1|X = x) ~ h(x). Veremos nas das préximas
secdes dois algoritmos para obter esta aproximacdo a parit de dados histdricos. "

A tarefa de classificac@o supervisionada ¢ uma das mais estudadas em aprendizagem de maquina.
Outros exemplos onde Y representa a classe e Xo conjunto de atributos s@o os seguintes:
e Classificar certos insetos (os objetos) em uma de trés subespécies (as trés classes de Y)
usando como atributos x um conjunto de 12 medi¢des de caracteristicas morfologicas (de
forma).
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e Classificar mulheres como portadoras ou nao-portadoras de um distirbio genético (as duas
classes de Y) usando como atributos um vetor de medi¢des em proteinas do sangue e histérico
familiar.

e (lassificar a qualidade de uma nova bateria de celular como boa ou ruim (as classes em Y)
com base em algumas medi¢des preliminares.

e (lassificar mensagens de email como spam ou ndo-spam com base em caracteristicas do seu
cabecalho e do seu contetido.

Este problema de classificacio supervisionada serd estudado em detalhes no capitulo 15. Aqui,

nds vamos apenas apresentar de forma superficial alguns algoritmos. O objetivo do capitulo atual é
apresentar um exemplo interessante de uso das ideias de probabilidade condicional.

Arvores de classificacao

Arvores de classificacio é uma técnica estatistica que usa métodos estatisticos e algoritmicos.
Ela ndo requer conhecimentos de probabilidade do usudrio. As drvores classificam os objetos
selecionando de um grande niimero de varidveis aquelas que sdo as mais importantes para predizer
os resultados. A andlise é baseada numa segmentag@o recursiva bindria. Para entender este
algoritmo, vamos comegar com um exemplo bem simples. Queremos obter uma aproximagao A (x)
para o risco de crédito P(Y = 1|X = x) usando apenas dois atributos, a idade X; do individuo e
sua renda média X, nos ultimos 6 meses. Coletamos dados de 100 clientes que pediram crédito
recentemente na insttui¢do. As primeiras 10 linhas da tabela com os dados coletados € a seguinte:

> cbind(renda, idade, credito)[1:10,]
renda idade credito
[1,] 4566 38
[2,] 22409 57
[3,]1 24730 68
[4,] 2548 31
[5,] 15922 27
[6,] 18461 53
[7,] 18644 46
[8,] 13175 41
[9,] 4665 30
[10,] 14262 24

O O OOk, OO OO

A Figura 5.1 mostra, no seu lado esquerdo, os dados de todos os clientes através de um
gréfico de dispersdo dos dois atributos (idade e renda). Ao lado, repetimos este grafico mas agora
identificamos cada ums individuos como sendo um mau pagador (circulo) ou um bom pagador
(estrela). Os individuos desses dois diferentes rétulos estdo em regidoes bem separadas. Podemos
tentar particionar ou segmentar o espago das varidveis (o plano, neste exemplo) de forma que
apenas uma classe de pagadores fique dentro de cada regido. Uma tentativa ruim de criar regioes
que separem as classes pode ser vista no terceiro grafico da Figura 5.1 onde ladrilhos retangulares
sdo criados pelas linhas vermelhas. Esta tentativa é ruim porque as regides criadas possuem tanto
maus quanto bons pagadores. Uma tentativa bem melhor pode ser vista no dltimo gréafico da Figura
5.1. Veja que agora a separagdo € excelente, com cada uma das quatro regides contendo individuos
de apenas uma das duas classes, ou a de bons pagadres ou a de maus pagadores.

A segmentacdo do espaco das varidveis no tltimo grafico da Figura 5.1 pode ser representada
por uma drvore bindria tal como aquela no lado esquerdo da Figura 5.2. Inicialmente, decidimos se
o individuo possui renda menor que 13K ou ndo. Caso positivo, o caso vai para o ramo da esquerda.
Se negativo, ele vai para o ramo da direita. Dentro do ramo esquerdo (isto é, para os casos em que



116

Chapter 5. Introdugdo a classificacdo

idade
20 40 50 60 70

20

,
idade
40 60 70
1

20
1

20

5000 15000

renda

50
1
**
*,
%
bt
*
*
%

25000

5000

15000 25000

renda

idade

30 40 50 60 70

20

<@

% ood
Q
* 4k

ot

*

*

*
e
*

*

*

**

p TR AT

HE D o
* @]

(o5}
s oS

*
*

5000

renda

15000

T
25000

idade

70

40

20
1

*
%

20
1

50
1
&
*,
e}

*

*
** Ak
*

Pl

be
Jt *
* *
* k¥

[

* X
-

*

*
e
*

I
d *

*

5 o]
o

B o

T T

**
* %
%

*
*

*

5000

T
15000

renda

T
25000

Figure 5.1: Esquerda: Dados de renda e idade de clientes que solicitaram empréstimo. A direita,
o mesmo grafico identificando os maus (circulo) e os bons pagadores (estrela). A seguir, uma
segmentacdo ruim e uma segmentacdo boa em termos de separagdo das classes com bases nos
atributos renda e idade.
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Figure 5.2: Esquerda: Representacdo sob forma de arvore da segmentag@o no ultimo grafico da
Figura 5.1. Um gréfico de dispers@o um pouco mais realista: nenhuma segmentagdo em quatro
regides consegue separar completar os bons e maus pagadores.

arenda é menor que 13k), fazemos uma nova decisdo. Se a idade for menor que 53 anos, vé para o
ramo da esquerda. Caso contrdrio, va para o ramo da direita. Para os casos em que a renda € maior
que 13k, a segmentacdo € diferente. Ao invés de olhar se a idade € menor que 53 anos, verificamos
se a idade é menor que 38 anos. Se sim, v4 para a esquerda. Sendo, va para a direita. No final,
ficamos com quatro folhas terminais na drevore. Em cada uma das folhas temos casos que tiveram,
todos eles, uma unica classe indicada no grafico da Figura 5.2. Por um lado, toda segmentagdo
do plano com ladrilhos em forma de retdngulos pode ser expressa por uma drvre bindria como
esta. Por outro lado, toda drvore bindria criada com os ramos dividindo-se cada ramo com base
em Unico atributo acima ou abaixo de certo limiar gera uma segmentagdo do espago particionado
em retdngulos com os lados paralelos aos eixos das coordenadas. De agora em diante, vamos usar
alternativamente a representacdo de uma dada segmentacdo como uma drvore bindria ou como
ladrilhos retangulares no plano.

A segmentagdo no ultimo gréifico da Figura 5.1 representada nesta drvore é perfeita mas
raramente ela acontece na pratica. Em geral, uma segmentacdo com linhas retas como as que
fizemos até agora ndo serd capaz de separar completamente o dados em grupos compostos apenas
de uma unica classes. Considere, por exemplo, o exemplo no segundo grafico da Figura 5.2.
Neste caso, nenhuma segmentacdo em quatro regides consegue separar completar os bons e maus
pagadores. Podemos criar um ndmero maior de regides que tenha menos variagdo no rétulo ou
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Figure 5.3: Esquerda:

podemos apenas nos dar por satisfeitos com a melhor segmentacdo possivel em quatro regides.
Idealmente, queremos a separacdo perfeita: em cada segmento, termos apenas uma classe, bom
ou mau. Na prética, nds buscamos a porcentagem de bons dentro dos nds terminais (ou regides
da segmentacdo) préxima de 100% ou de 0% em cada segmento. Calculamos uma medida de
impureza em cada segmento criado: quanto mais distante de 100% ou de 0%, mais impuro o né ou
regido criada.
Como obter uma boa segmentacio. Existe um algoritmo iterativo simples. Comecemos obtendo
a priemira separacao.
e Percorra o eixo horizontal (renda) parando em cada valor possivel e fazendo uma segmen-
tacao:
Calcule a impureza dos dois segmentos resultantes.
Escolha aquele valor de renda que produz a menor impureza nos segmentos.
Esta é a melhor separagdo possivel considerando um corte com base na renda.
N3ao faca ainda esta segmentagdo; aguarde o resultado do préximo passo descrito
abaixo.
e Voltando ao gréfico original, percorra o eixo vertical (idade) parando em cada valor possivel
e fazendo uma segmentagao:

— Calcule a impureza dos dois segmentos resultantes.

— Escolha aquele valor de idade que produz a menor impureza nos segmentos.

— Esta é a melhor separacio possivel considerando um corte com base na idade.

Uma das duas, ou a melhor segmentacio com base na idade ou a melhor segmentacido com base na
renda, deve ser a melhor delas. Escolha a melhor delas e finalmente faga a primeira segmentagao.

Na Figura 5.3, mostramos no primeiro grédfico trés alternativas de particdo (linhas verticais
coloridas) com base em trés pontos de corte da variavel renda (6K, 13K, 20K). No segundo gréfico,
temos trés alternativas de parti¢do (linhas horizontais coloridas) com base em trés pontos de corte
da varidvel idade (30, 45, 60). Considerando esta 6 alternativas de particdo, escolhe-se aquela que
leva ao menor grau de impureza nos nds resultantes (nas regides resultantes). Neste caso, o grau
de impureza das linhas verticais 6K, 13K e 20K ¢é 130.6, 130.3, 129.9, enquanto que o grau de
impureza das linhas horizontais 30, 45 e 60 é 129.1, 130.0 e 116.2. Assim, dentre estas 6 opgdes, a
melhor delas € a linha horizontal em idade igual a 60 anos.

O grau de impureza gerado por uma segmentacao pode ser calculado de vérias maneiras e aqui
nds usamos o valor da deviance (um termo em inglés). A f’ormula da deviance nao € relevante
agora mas, para deixar registrado, ela € uma soma sobre todas as folhas da drvore. Neste primeiro
passo, € apenas a soma sobre as duas regides geradas pela linha vertical ou as duas regides geradas
pela linha horizontal. Seja i = 1,2 um indice para a regido gerada e j = 0,1 um indice para a classe.
Seja n;; o nimero de objetos da classe j na regido i € n;; = njp+n;;. Como p;; = n,'j/nH, temos
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Figure 5.4: Primeira e segunda segmentagdo com as drvores correspondentes.

entdo a deviance dada por
D= —2ZZnij10g(pij)
i

Esta medida estd associada com a famosa medida de entropia de uma distribui¢do de probabilidade.
Se valor n;j = 0 teremos p;; = n;j/niy = 0 e n;jlog(p;;) € uma expressdo de valor indefinido.
Usando o fato de que o limite xlog(x) — 0 quando x — 0, nds definimos que n;;log(p;;) = 0 se
njj = 0.

Tendo uma medida de grau de impureza definida, como a medida D acima, nao precisamos
nos limitar apenas as seis alternativas apresentadas nos dois primeiros gréaficos da Figura 5.3
(as trés segmentagdes verticais e as trés segmentacdes horizontais). Vamos varrer cada eixo das
coordenadas, primeiro o de renda e em seguida o de idade, calculando o valor de impureza em
cada possivel valor de uma grade regular imposta no eixo. Os dois ultimos graficos da Figura 5.3
mostram o valor da medida de impureza considerando cada valor possivel dos atributos (renda ou
idade). Como o idela € a menor impureza possivel, a melhor segmentagdo € uma reta horizontal
separando os objetos abaixo ou acima da idade de 55 anos aproximadamente.

Se fizermos esta primeira segmentacio, separando os casos em que Idade é menor que 55 anos
daqueles casos em que a Idade é maior ou igual a 55 anos, teremos o grafico de pontos no lado
esquerdo da Figura 5.4.

Existem agora dois segmentos: os clientes com idade menor que 55 anos e aqueles com idade
maior ou igual a 55 anos. A ideia do algoritmo € iterar dentro de cada segmento criado neste
primeiro passo. Assim, no segmento idade menor que 55 anos, percorremos cada um dos dois
eixos coordenados, o eixo horizontal (renda) e o eixo vertical entre 20 e 55 anos, encontrando em
cada eixo o ponto que segmenta verticalmente ou horizontalmente com a menor impureza possivel
o retangulo dos individuos com idade menor que 55 anos. Neste caso, a melhor segmentacgao é
possivel € usar uma reta vertical cortando este primeiro grupo em dois sub-grupos: aqueles com
renda menor que 13.400 e aqueles com renda maoir ou igual a 13.440.

Repetimos este procedimento dentro do segundo grupo, aquele dos individuos com idade meior
que 55 anos. Checando qual corte ao longo de cada dos dois atributos gera a menor impureza,
descobrimos que o melhor é particionar ao longoda renda também quebrando entre aqueles que
possuem renda menor que 12.780 e os que possuem renda maior ou igual a 12.780. O resultado € o
terceiro grafico da Figura 5.4.

Neste ponto, os dados segmentados em quatro grupos. Agora, simplesmente repetimos o
procedimento de busca dentro de cada um desses quatro segmentos. Em alguns dos subgrupos
criados ndo vale a pena segmentar mais pois eles ja estdo razoavelmente puros (com a propor¢ao de
bons pagadores préxima de 0% ou de 100%). Em outros, pode valer a pena segmentar mais. Neste
exemplo, fazemos apenas uma segmentacdo adicional, ao longo do atributo idade, em um dos quatro
segmentos ja criados e o resultado final estd no gréfico da Figura 5.5. A arvore correspondente
estd também nesta figura. O critério usado para interromper a segmentacdo num dados grupo é
resultante de um teste estatistico que ndo serd discutido neste momento.
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Figure 5.5: Particdo final e drvore correspondente.

Ramo 1 Ramo 2

casado solteiro, divorciado, viivo
solteiro casado, divorciado, vitivo
divorciado solteiro, casado, viivo
viivo solteiro, casado, divorciado
casado, solteiro divorciado, viivo

casado, divorciado | solteiro, vitivo

casado, viuvo divorciado, solteiro

Table 5.1: Tabela com as possiveis segmentagdes baseadas no atributo categéric estado civil.

E ficil ver que, se tivermos mais de dois atributos, o algoritmo funciona do mesmo modo.
Simplesmente percorra a faixa de variagdo de um atributo de cada vez escolhendo aquele ponto de
corte e atributo que melhor separa as duas classes de objetos (minimiza a impureza). Em seguida,
itere o algoritmo dentro de cada segmento criado. Prossiga dentro de cada segmento que vai sendo
criado até que um teste estatistico decida que ndo vale mais a pena continuar segmentando.

Algumas vezes o atributo ndao € uma varidvel numérica como renda ou idade. Ela pode ser
categorica como, por exemplo, o estado civil de um individuo, com os valores casado, solteiro,
divorciado, vitivo ou a religido, com os valores catdlico, evangélico, ateu, outro. Como fazer
no caso de um atributo categérico como esses? Se tivermos m categorias no atributo, existirdo
2m=1 _ 1 possiveis segmentacdes. Por exemplo, com os quatro estados civis, existem 24~ —1 =7
segmentacdes possiveis.

Para cada possivel segmentacgdo categdrica, calcule a reducao da impureza ao fazer a segmen-
tacdo. Escolha aquela segmentacdo categérica que produz a maior reducio de impureza. Compare
com a redugdo de impureza que os outros atributos (numéricos ou categdricos) proporcionam.
Escolha a varidvel e a segmentacdo que produzem a mixima redugdo de impureza.

Prossiga segmentando de forma iterativa. Quando parar? Quando ndo houver mais evidéncia
estatistica de que segmentar adicionalmente produz decréscimo significativo da impureza da
arvore. O teste estatistico é realizado a cada nova possivel segmentaco. Arvore final é a melhor
segmentacio que se pode fazer com os dados disponiveis. Existem outras maneiras escolher a drvre
final. Por exemplo, podemos continuar segmentando até que haja uma pureza completa em cada
folha, memso que para isto a folha contenha apenas um tnico individuo. Em seguida, podemos
voltar podando a arvore deletando os ramos que nao sdo realmente necessarios. Uma discussao
mais aprofundada desse algoritmo e dessas regras de poda serd feita no capitulo ??.

Até agora, a varidvel alvo é categdérica com duas categorias: bons e maus pagadores. Este
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método de classificagdo baseado em segmentacdes com arvores também funciona se:
e A varidvel alvo tiver mais de duas classes;
e A varidvel alvo for numérica, ao invés de classes (nimero de dias em atraso, por exemplo).
Neste caso, precisamos apenas de uma definicdo apropriada do que € a impureza nos nds da
arvore. E comum que a impureza seja medida através do desvio-padrio dentro dos nés.

5.3 Arvores de classificacdo no R

Em R, recomendamos o uso do pacte rpart. O principal comando para criar a arvore é:
rpart(formula, data= ) where

onde formula possui o seguinte formato: outcome  predictorl + predictor2 + predictor3
+ etc e data = especifica o data frameonde estdo as varidveis. Se usarmos a férmula outcome

., com um ponto no lugar de uma lista somando os nomes das varidveis, estaremos dizendo para

o comando rpart usar todas as varidveis disponiveis no dataset execto a varidvl outcome com
asclasses dos individuos. O dataframe pode ser ignorado se as varidveis existirem como objetos
separados.

# Classification Tree with rpart

library(rpart)

fit <- rpart(credito ~ renda + idade)

plot(fit)

text (fit, cex=0.7)

summary(fit) # informacao sobre os splits da arvore

COMPLETAR COM EXEMPLO MAIS SUBSTANCIAL

5.4 Alguns exemplos de arvores de classificacdo

Esta secdo ilustra alguns exemplos reais de drvores de classificacdo. Reescrever completamente.
Atualmente, tem apenas copy-paste de abstracts de artigos de medicina.

5.4.1 Predicting myocardial infarctions

To determine whether data available to physicians in the emergency room can accurately identify
which patients with acute chest pain are having myocardial infarctions, [goldman1982computer]
analyzed 482 patients at one hospital. Using recursive partitioning analysis, they constructed a
decision protocol in the format of a simple flow chart to identify infarction on the basis of nine
clinical factors. Figura 5.6 shows the result. In prospective testing on 468 other patients at a
second hospital, the protocol performed as well as the physicians. Moreover, an integration of the
protocol with the physicians’ judgments resulted in a classification system that preserved sensitivity
for detecting infarctions, significantly improved the specificity (from 67 per cent to 77 per cent,
P<0.01) and positive predictive value (from 34 per cent to 42 per cent, P = 0.016) of admission to
an intensive-care area. The protocol identified a subgroup of 107 patients among whom only 5 per
cent had infarctions and for whom admission to non-intensive-care areas might be appropriate.

5.4.2 Predictive models for outcome after severe head injury
Many previous studies have constructed several predictive models for outcome after severe head
injury, but these have often used expensive, time consuming, or highly specialized measurements.
The goal of this study [rovlias2004classification] was to develop a simple, easy to use a model
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Figure 5.6: Arvore de classificacdo para diagnosticar pacientes sofrendo infarto do miocar-
dio dentre aqueles procurando o pronto socorro com dor aguda no peito. Figura extraida de
[goldman1982computer]

involving only variables that are rapidly and easily achievable in daily routine practice. To this
end, a classification and regression tree (CART) technique was employed in the analysis of data
from 345 patients with isolated severe brain injury who were admitted to Asclepeion General
Hospital of Athens from January, 1993, to December, 2000. A total of 16 prognostic indicators
were examined to predict neurological outcome at 6 months after head injury. Figura 5.7 mostra
os resultados obtidos. Our results indicated that Glasgow Coma Scale was the best predictor of
outcome. With regard to the other data, not only the most widely examined variables such as age,
pupillary reactivity, or computed tomographic findings proved again to be strong predictors, but less
commonly applied parameters, indirectly associated with brain damage, such as hyperglycemia and
leukocytosis, were found to correlate significantly with prognosis too. The overall cross-validated
predictive accuracy of CART model for these data was 87%. All variables included in this tree
have been shown previously to be related to outcome. Methodologically, however, CART is quite
different from the more commonly used statistical methods, with the primary benefit of illustrating
the important prognostic variables as related to outcome. This technique may prove useful in
developing new therapeutic strategies and approaches for patients with severe brain injury.

Autism Distinguished from Controls Using Classification Tree Analysis

In the paper [neeley2007quantitative], the authors use a classification tree (CART) method to
distinguish between individuals with autism and normal controls based on features extracted from
structural magnetic resonance images (MRI). The CART method yielded a high specificity in
classifying autism subjects from controls based on the relationship between the volume of the left
fusiform gyrus (LFG) gray and white matter, the right temporal stem (RTS) and the right inferior
temporal gyrus gray matter (RITG-GM). These findings demonstrate different relationships within
temporal lobe structures that distinguish subjects with autism from controls. Figure 5.8 shows some
of the results.
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Figure 5.7: Prediction tree based on 345 patients with severe head injury. Ovals denote intermediate
subgroups subject to further splitting; squares denote terminal prognostic subgroups. The numbers
below the squares represent the prognostic rank of each subgroup based on the proportion of
unfavorable outcomes. GCS, Glasgow Coma Scale; SAH, subarachnoid hemorrhage; WBC, white
blood cells. Figura extraida de [rovlias2004classification].
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Figure 5.8: Left: The two dimensional classification tree shows how the actual observations are
separated based on the first two splits of the regression tree. The left fusiform gyrus gray matter
(LFG-GM) is on the x-axis. This represents the first split formed by the tree and the 14 red stars
on the left side of the orange line are the controls classified by the first split of the tree. Right:
Classification tree of autism vs. normal control groups Autism vs. Control Groups Classification
Tree including left fusiform gyrus gray matter (LFG-GM), right inferior temporal gyrus gray matter
(RITG-GM), and the right temporal stem (RTS).White boxes indicate locations on the tree that are
still subject to splitting. Lined and checkered boxes are locations on the tree that have completed
the splitting. Lined boxes have a higher proportion of autistic individuals and checkered boxes have
a higher proportion of normal control individuals.
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6.1 Variaveis aletérias: formalismo

Probabilidade é um assunto de matematica. Estabelece um espago de probabilidade (Q, <7, P) e
fazemos calculos matematicos de probabilidade. Estatistica, data mining e machine learning sdo
assuntos que lidam com dados. No caso mais simples e usual, temos uma tabela cheia de nimeros
(ou rétulos para categorias tais como Masculino e Feminino). Nesta tabela, linhas sdo itens, colunas
sdo atributos medidos nos itens. Como ligar estes dois assuntos? A ligagdo é fornecida pelo
conceito de varidvel aleatoria.

O espaco de probabilidade (Q,.«7,P) é a base matematica da probabilidade. O espago de
probabilidade precisa atribuir probabilidade a todo evento (ou subconjunto) A C Q. Se Q for muito
complicado, podemos estar interessados apenas em alguns aspectos especificos do experimento
aleatdrio. Varidveis aleatérias (v.a.) constituem a ferramenta para reduzir o espago de probabilidade
(Q, .o/, P) a0 minimo necessario na pratica. Varidves aleatérias sdo caracteristicas numéricas do
fendmeno aleatério com probabilidades associadas.

Definition 6.1.1 — Varidveis aletérias. Formalmente, uma varidvel aleatéria é uma fungio
matemadtica (mensurdvel) X de Q para R. Isto é,

X:Q — R
0o — X(o)

Assim, X é uma fungfo que associa o valor real X (®) ao resultado @ do experimento. Cada resul-
tado @ tem um valor X (). Claro, diferentes @ podem ter um mesmo valor X (®). Comentamos
sobre a restricdo de que uma varidvel aleatdria seja uma fungdo mensurdvel na nota 6.1. Daqui por
diante, vamos abreviar a expressdo varidvel aleatoria por v.a.

m Example 6.1 Vamos voltar a este exemplo bdsico e recorrente: o langamento repetido n vezes
de uma moeda desonesta com proabilidade de sair cara igual a 6 € (0,1). O espaco amostral é
composto por todas as n-uplas com C ou C em cada posigio. Isto &, Q = {® = (s1,52,...,8,) ; 8; =
CouCparai=1,...,n}. Vamos definir v.a.’s que vdo associar um nimero real a cada ® € Q.
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Considere entdo as seguintes v.a’s:

X:Q — R

® — X(w)= no. de caras nos n lancamentos

ou a proporcao de caras nos n lancamentos da moeda, o que significa que teremos um valor no
conjunto {0/n,1/n,...,(n—1)/n,1}:
Y:Q —- R

®w — Y(w) = propor¢io de caras nos n langamentos

A préxima varidvel aleatdria registra a ordem do langamento associado com a dltima apari¢do de
uma cara na sequéncia (se ndo houver caras, associamos o valor 0):
Z:Q — R
0 — Z(w)=max{{itaisques;=Cparai=1,...,n}U{0}}

Ao contrério da notagdo tradicional que usa f, g, h para denotar funcdes matematicas, usamos
letras maitdsculas do final do alfabeto, tais como X, ¥, Z ou W para denotar as varidveis aleatdrias.
Esta é uma tradi¢@o da qual ndo temos como escapar ja esta € a notagcdo usada em todo o mundo.
No inicio, isto é confuso e irritante. Depois, a gente se acostuma.

m Example 6.2 Considere o exemplo da Figura 3.13, onde o espago amostral Q é o conjunto
formado por todas as fun¢des continuas no periodo de [0,24] horas. Isto é, o elemento @ € Q é
uma fung¢do continua f com dominio [0,24]. Eventos sdo sub-conjuntos de curvas deste conjunto
Q com infinitas curvas f.

Podemos definir uma série de variaveis aleatérias de interesse potencial neste conjunto. Para
deixar mais explicito a situacio deste exemplo, vamos agora denotar o elemento omega por f, a
funcdo continua que é o resultado do experimento de observar a temperatura por 24 horas. Temos
entdo, por exemplo, a temperatura méxima ao longo do dia

X:Q — R

f = X(f) =xg[1(;c}§4]f(X)

a temperatura ao meio dia

Y:Q —» R
fo—= Y(f)=r(12)

a temperatura média ao longo do dia
Z:Q — R
24
foo 2= [ A dx
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p) Uma varidvel aleatéria € quase qualquer fun¢do matemdtica X que vai de Q para R. A tnica
restri¢ao € que a funcdo precisa ser mensurdvel, uma condi¢c@o bastante técnica. Na pratica,
esta condi¢do de mensurabilidade da funcdo pode ser ignorada e podemos pensar que varidvel
aleatdria € qualquer func¢@o que tenha alguma relevancia para a andlise de dados. Toda funcao
“prética” é mensurdvel. Toda fun¢do envolvendo um ndmero finito ou infinito enumeravel
de operagdes envolvendo logs, exponenciais, polindmios, fungdes trigonométricas, fungdes
escada, todas elas sdo mensurdveis. E dificil pensar numa fungio praticamente ttil que ndo
possa ser escrita dessa forma.

6.2 Variaveis Aletorias e tabelas de dados

Lembre-se da tabela de dados estatisticos. Nas linhas, temos os itens, individuos, casos, instancias
ou exemplos (tais como diferentes pacientes com cancer de um hospital ou diferentes clientes de
um banco). Nas colunas, temos caracteristicas ou atributos dos itens. Por exemplo, podemos ter
colunas representando sexo, idade e estagio do cancer, ou saldo médio na conta corrente, tempo
como correntista. Informalmente, varidveis aleatorias (v.a.). sdo as representacdes matemdticas ou
probabilisticas dessas colunas de atributos na tabela de dados estatisticos.

Como € a conexdo entre a tabela de dados e o modelo probabilistico? O espago de probabilidade
¢ formado pelo trio (Q,.27,P). Um exemplo de tabela de dados estd na tabela abaixo. Dizemos que
Q ¢ o conjunto de todos os e-mails j4 recebidos e a receber. Note que € é um conjunto de tamanho
indefinido e provavelmente infinito. A matriz de dados contém apenas uma amostra de elementos
de Q. Cada linha da tabela corresponde a um elemento distinto de Q. Cada coluna representa
diferente caracteristicas ou medicdes sobre os e-mails. Em geral, supomos que os diferentes e-mails
da amostra (as diferentes linhas da tabela) representam eventos independentes uns dos outros. Isto
é, um e-mail com certas caracteristicas ndo influencia as caracteristicas dos outros emails. Numa
mesma linha da tabela, as entradas medem diferentes caracteristicas do mesmo @ (mesmo e-mail).
Assim, os elementos dentro de uma mesma linha da tabela ndo costumam ser independentes.
Ao contrario, como varias medi¢des tentam captar a mesma coisa (a natureza spam/nao-spam
do e-mail), elas tendem a estar associadas ou correlacionadas. Vamos ver a defini¢do precisa
de correlagcdo mais tarde, mas basta dizer que quando o nimero de caracteres é baixo temos um
indicativo de que a varidvel spam deve ter o valor yes.

spam num_char line_breaks format number

1 no 21,705 551 html small

2 no 7,011 183 html big

3 yes 631 28 text none
50 no 15,829 242 html small

Definition 6.2.1 — Visd@o informal de uma v.a.. Ao invés da sua definicdo formal, toda v.a.
pode ser pensada simplesmente como sendo a combinagdo de dois componentes:

e um conjunto de valores possiveis na reta real;

e probabilidades associadas a estes valores possiveis.
Os valores possiveis estdo associados com o significado especifico das varidveis aleatdrias. Ja as
probabilidades vém de um modelo (Q,.o7,P) que muitas vezes ndo precisa ser explicitamente
apresentado. Isto facilita muito a vida.

6.3 Tipos de varidveis aleatérias

Temos trés tipos basicos de dados estatisticos nas tabelas de dados estatisticos:
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e dados categdricos ou ndo-numéricos, que podem ser nominais (tais como sexo ou religiao)
ou ordinais (por exemplo, a resposta a uma pergunta como “Vocé confia muito, pouco ou
nada nos membros do Congresso?”’)

e dados numéricos discretos: ndmero de filhos, nimero de requisi¢cdes nas tltimas duas horas.

e dados numéricos continuos: saldo na conta corrente, temperatura, indice de inflacao.

Estes dados sdo representados por dois tipos de varidveis aleatdrias:

e V.A.s Discretas: Para os dados categoéricos ou numéricos discretos.

e V.A.s Continuas: Para os dados numéricos continuos.

6.4 Varidaveis Aleatorias Discretas

6.4.1

Definition 6.4.1 — V.A.s Discretas. As variaveis aleatérias discretas servem para modelar as
colunas da tabela de dados que possuem valores categéricos ou numéricos discretos. Podemos
pensar numa v.a. discreta como sendo composta de duas listas enumeraveis.

e Uma lista de valores possiveis para a v.a.: {x;,x2,...}.

e Uma lista com a probabilidade associada a cada um desses valores: {p(x1), p(x2),...}.
As duas listas em conjunto definem o que chamamos de distribuicdo de probabilidade da v.a. X .

Definition 6.4.2 Em geral a lista de valores possiveis na defini¢do acima possui apenas os
valores x em que p(x) é estritamente maior que zero. Isto é, s6 entram os valores em que
p(x) > 0. O conjunto dos pontos x tais que p(x) > 0 é chamado de conjunto suporte da
distribuicdo.

Podemos representar as duas listas numa tabela:

Valores possiveis X1 X2 X3
Probab assoc p(x1) px2) p(x3)

A lista de probabilidades deve ter valores > 0 e eles devem somar 1. Juntas, estas duas tabelas
definem uma fun¢@o x; — p(x;) do conjunto de valores possiveis x; para as probabilidades p(x;).
Esta func¢do é chamada funcdo massa de probabilidade da v.a. X.

A melhor maneira de visualizar uma varidvel aleatdria discreta € com um grafico das probabili-
dades associadas. A Figura ?? mostra as duas listas da definicdo informal 6.1 no caso de uma v.a.
discreta X. A lista ordenada de valores possiveis é {0, 1,2,3} e as probabilidades associadas estd na
lista ordenada {0.5,0.3,0.1,0.1}, respectivamente. O eixo horizontal contém os valores possiveis
{0,1,2,3} e o eixo vertical mostra as probabilidades p(x;) onde x; € um dos valores possiveis de X.

V.A.s discretas: exemplos

= Example 6.3 — V.A. bindria. Uma coluna da tabela de dados indica o sexo de um individuo @
escolhido de uma populagdo. Arbitrariamente, associamos o valor 0 a MASC e 1 a FEM. Isto €,
X () =0 se o for do sexo masculino e X (®) = 1 se @ for do sexo feminino. Para cada individuo
o olhamos apenas seu sexo, representado por X (@) € {0, 1}. Para acabar a especifica¢do dessa
v.a. discreta, precisamos especificar a lista de probabilidades associada. Digamos, p(0) =0.35 ¢
p(1)=1-0.35=0.65. "

= Example 6.4 — Monitoramento de bombas de gasolina. Num posto de gasolina, monitora-
se a cada 5 minutos durante as horas de pico o uso de suas 4 bombas de abastecimento de veiculos.
De 5 em 5 minutos, anota-se o nimero de bombas em uso. Os itens ou instancias sdo os diferentes
instantes de tempo. Os dados sdo numéricos discretos e, em cada instante, podem ser 0, 1, 2, 3 ou
4. Seja @ um dos instantes de tempo. X (®) é o nimero de bombas em uso. E preciso também
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P(X=x)

Figure 6.1: Fun¢do p(x;) onde x; é um dos valores possiveis de X. Também chamada de fungio
massa de probabilidade. X tem valores possiveis {0, 1,2,3} com probabilidades {0.5,0.3,0.1,0.1},
respectivamente.

especificar as probabilidades de cada valor possivel para X. Por exemplo, a tabela ?? apresenta
uma possivel especificagdo para as probabilidades.

Valores possiveis 0 1 2 3 4
Probab assoc p(0)=032 p(1)=042 p2)=021 p3)=0.04 p(4)=0.01

= Example 6.5 — Numero de seguidores numa rede social. Numa rede social, escolha n
usudrios-vértices ao acaso e conte o nimero de arestas incidentes de cada um deles. (seguidores
do usuario). Os itens ou instancias sdo os diferentes usuarios Os dados sdo numéricos discretos
e podem ser 0,1,2,3,... sem um limite médximo natural. Seja @ um dos usudrios e X (®) o seu
nimero de seguidores. X (w) € {0,1,2,3,...} = N. Especificando as probabilidades (sem explicar
de onde tiramos isto):

Val. pos. k 0 1 2 3 ... 223
Probab p(k) | 0.001 0.002 0.002 0.04 ... 0.002

A lista (infinita) de probabilidades deve ter valores > 0 e eles devem somar 1. Isto é, 1 =
Yo P(k). =
m Example 6.6 — Resposta em pesquisa por amostragem. Pergunta-se a uma amostra de
individuos (as instincias) qual € a sua religido: catdlica, protestante, sem religido, outras religides
cristas, espirita, outras. Sao seis categorias possiveis para cada resposta, claramente ndo numéricas
e sem ordenagdo. Vamos representar esta coluna de dados com uma varidvel aleatéria X. Como
X é uma funcdo de Q para R, arbitrariamente nds vamos associar um nimero a cada categoria da
resposta.

Seja X (@) uma varidvel aleatdria que, para cada individuo @ da populagdo, associe um nimero
da seguinte forma:

se m € catdlico

se w é protestante

se @ ndo tem religido

se w € de outras religides cristas
se m é espirita

se o é de alguma outra religido

A I S S B
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A associagdo entre as categorias e os nimeros correspondentes € completamente arbitraria. Qualquer
outra associacdo seria vélida. Por exemplo, poderiamos ter definido:

—2, se m é catdlico
—1, se w é protestante

X(0) = 0, se @ ndo tem religido
) 1, se w é de outras religides cristas
5, se @ é espirita

999, se w é de alguma outra religido

Na prética, com estes atributos ndo-numéricos, os valores da varidvel aleatéria serdo usados apenas
como um rétulo (numérico) para a categoria.

Vamos voltar a especifica¢do anterior, em que X (@) € {1,...,6}. Para completar a especificacdo
da v.a., precisamos também declarar as probabilidades associadas com cada categoria de religido
(ou cada valor possivel da v.a.). Por exemplo, usando os dados do IBGE, na década de 80, ao
escolher um individuo ao acaso da populacdo brasileira, temos as seguintes probabilidades:

Val. pos. k 1(cat) 2 (pro) 3(srel) 4 (out.cr.) 5S(esp) 6 (out)
Probab p(k) | 0.75 0.15 0.07 0.01 0.01 0.01

A o-dlgebra e a fun¢do de probabilidade

A atribuicdo de probabilidade a cada valor possivel de uma v.a. X € consequéncia das probabilidades
definidas no espaco de probabilidade (Q,.<7,[P). Por exemplo, lance uma moeda 6 vezes, com C =
P(w) = 1/36. Se ndo estivermos interessados na ordem em que os resultados aparecem, mas apenas
no ndmero total de caras, podemos focar apenas numa versio reduzida do espaco de probabilidade.
Definimos X (@) como sendo o nimero de C’s em @. Formalmente, temos

X:Q = R
o — X(®)= nimerodeC’sem ®

Portanto, X (w) € {0,1,...,6} C R. Estes sdo os valores possiveis da v.a. X.

Cada um desses valores possiveis possui uma probabilidade que € induzida pelo espaco de
probabilidade original (€,.27,[P). Uma proposi¢do acerca do valor de uma v.a. X em R determina
um evento A em Q. Por exemplo, a proposi¢do [X = 6] é equivalente ao evento em que 0s 6
langamentos tiveram 6 caras. A proposigéo [X > 5] é equivalente ao evento em que os 6 langamentos
tiveram pelo menos 5 caras. Alguns exemplos de proposi¢des sobre o valor da v.a. X e os eventos
equivalentes sdo os seguintes:

X=6={wecQ : X(0) =6} ={o=(CCCCCC)}

Lembre-se que o simbolo “:” deve ser lido como “tais que”. Isto é, o conjunto {@ € Q : X(w) =6}
deve ser lido como {®@ € Q tais que X (@) = 6}. Seguem outros exemplos:

X=5={wcQ : X(w)=5}={(Cccccc),(cccccc),...,(cccccC)y
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Mais exemplos e notagao:
X>5={wcQ : X(w)>5}={(cccccc),(ccccce),(cccccc),...,(cccccl)y

ou entao

Sendo subconjuntos, eventos podem ser manipulados com as operagdes usuais de unido,
intersecao e complementar. De fato, proposicdes compostas sobre o valor de X s@o equivalentes a
um evento resutante de operagdes sobre eventos mais simples. Por exemplo:

X<5andX >4 = {0e€Q:X(0)<5}N{oecQ : X(w)>4}
{(Cccccoe),(ccccce),...,(ccccce)}y

» Notation 6.1. Para uma v.a. X e um nimero real x, a notacdo [X < x] significa o evento
{w e Q : X(w) <x}. A condigdo de que X deve ser uma fungcdo mensurdvel na defini¢do 6.1.1 é
a garantia de que este evento realmente pertence a ¢-algebra </ para todo x € R.

Sejam a e b dois niimeros reais arbitrdrios e considere o intervalo (a,b|. A notagdo [a <X < b]
ou [X € (a,b]] é equivalente ao evento {® € Q; X(w) € (a,b]}. Outros intervalos tais como (a,b),
[a,b), [a,b] ou (a,b) tem notagdes andlogas. Note que [X < x| = [X € [x,o0)].

Como [X € (a,b]] é um evento, e portanto um subconjunto de Q, podemos manipular vérios
eventos deste tipo com a operacdes de conjuntos. Como no exemplo do lancamento da moeda,
podemos estar interessados na probabilidade de que X néo pertenca a um intervalo (a,b]. Temos

X £(ab]] ={weQ : X(0) £ab)}={ocQ : X(0)c (a,b]} =X € (a,b].

m Example 6.7 A variavel aleatéria K conta o nimero de anos completos de um individuo de
certa populagdo no momento de sua morte. Assim, os valores possiveis para K estdo no conjunto
{0,1,2,...,95,96,...} sem um limite superior. Se o interesse é obter a probabilidade de que o
individuo viva pelo menos 60 anos mas faleca antes de completar 64 anos de idade, entdo estamos
interessados no evento

[X >60NX < 64] = [X =60]U[X =61]U[X = 62]U[X =63]

O interesse pode estar concentrado em obter a probabilidade de que uma v.a. X esteja no
intervalo (1,2) ou seja maior que 3. Isto é, temos interesse em calcular a probabilidade de um
evento A dado por

Xe(1,2)ouX>3] = {0eQ; X(w) < (1,2)ouX(w)>3}
= {we X(w) e (1,2)}U{we Q; X(w) >3}
= [Xe(1,2)]UX(w) >3]
Note que os eventos [X € (1,2)] e [X(w) > 3] sdo disjuntos pois ndo podemos ter um valor ® tal

que, ao mesmo tempo, X (@) € (1,2) e X(w) > 3.

m Notation 6.2. Em geral, estamos interessados em calcular probabilidades de eventos definidos
por valores de v.a.’s. Seja B C R um subcounjunto da reta real. Denotamos

PXeB)=P({wecQ : X(w) €B})
Por exemplo, para o evento [X < 2] temos
P(X<2])=PH{weQ : X(0)<2})=P{weQ : X(w) €[2,)}).

Ou ainda, P([X =2]) =P({w € Q : X(w)=2}). Em geral, escrevemos apenas P(X < 2) e
P(X = 2) ao invés da notagdo mais carregada P([X < 2]) e P([X = 2]).
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Figure 6.2: F(x) =P(X < x) parax < 1.

6.4.3 Fung¢do acumulada
Definition 6.4.3 A funcdo distribuicdo acumulada de probabilidade da v.a. X é a funcio
matemdtica IF(x) definida para todo x € R e dada por

F:R — [0,1]
x = Fx)=PX<x)

Esta funcdo € simples e ndo possui nenhuma informagao adicional além daquela contida na lista
de probabilidades da efini¢do informal 6.4.1. No entanto, apesar de ndo trazer informacio adcional
a estas duas listas, ela é muito importante tanto na teoria quanto na pratica de analise de dados
aparecendo em testes estatisticos (como no teste de Kolmgorov) e como ferramenta para obter
provas de certos teoremas. Por isto, vamos estudd-la com cuidado. Vamos comegar calculando [F(x)
num caso particular.

= Example 6.8 — Cdiculo de F(x) para v.a. discreta. Suponha que temos uma v.a. aleatdria
discreta X com valores possiveis {0, 1,2,3} e probabilidades associadas p(k) = P(X = k) dadas

por
Valores possiveis k | 1 2 3 4
Probab assoc p(k) | 0.1 04 02 0.3
Vamos calcular F(x) = P(X < x) para alguns dos valores de x. Considere, por exemplo, x = —1.

Quanto é IF(—1), o valor da fun¢do F avaliada no ponto —1. Pela defini¢cdo de F devemos obter

F(-1)=PX<-1)=P{weQ : X(w)<-1}).
Esta probabilidade € zero pois, para todo @, temos X (@) € {1,2,3,4} e portanto X (@) é sempre
um valor maior que -1. Isto é, ndo existe nenhum ® € Q tal que X(®) < —1. Assim, {w €
Q : X(w) <—1} =0eportanto F(—1) =P(X < —1) =P(0) = 0. Pelo mesmo argumento, para
qualquer x < 1, teremos F(x) = P(X <x) =0.

Exatamente no ponto x = 1, a fungdo F(x) dd um salto. De fato, o evento [X < 1] é idéntico ao
evento [X = 1] j que ndo existe nenhum @ tal que X (@) < 1:
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Figure 6.3: F(x) = P(X < x) parax < 2.

{weQ: X(w)<1} = {0eQ:X(0)<l}Uu{oecQ : X(w)=1}
= U{weQ : X(w)=1}
= {weQ: X(w)=1}
= X=1

Dessa forma, temos

F()=P(X <1)=P(X < 1)+P(X =1)=0+p(1) =0.1

A fung¢do F(x) salta de O para x < 1 para 0.1 no ponto x = 1. Para x = 1.5 temos

F(1.5) = P(X<1.5) (6.1)
= P(X<1UX=1U[l<X<15]) (6.2)
= POU[X =1]U0) (6.3)
= PX=1)=0.1 (6.4)

Pelo mesmo argumento, para qualquer x tal que 1 < x < 2 temos F(x) =P(X =1) = 0.1
Exatamente no ponto x = 2, a fun¢o [F(x) d4 mais um salto. O evento [X < 2| é idéntico a unido
de dois eventos disjuntos

X=louX=2=[X=1U[X=2]

Eles sdo disjuntos pois, pela defini¢do de uma fun¢do matemadtica, ndo podemos ter um elemento
o € Q tal que X(®) = 1 e, a0 mesmo tempo, X (@) = 2. Assim, temos

F2)=P(X <2)=P(X =1JUX =2)) =P(X = 1) +P(X =2) = p(1)+p(2) =0.14+0.4=0.5

Veja que a altura do salto é igual a p(2), a probabilidade p(2) = P(X = 2). Para qualquer x entre 2
e 3, tal como x = 2.72, temos

Fx)=PX <x)=PX<2)+P2<X<x)=PX=1)+P(X=2)+0==p(1)+p(2)=0.5
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Figure 6.4: F(x) = P(X < x) parax < 3.
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Figure 6.5: F(x) = P(X <x).

Continuando desta forma, vemos que F(x) vai dar saltos em x =3 e e x = 4. A altura do salto
em x = k é igual a probabilidade p(k) = P(X = k). Quando escolhermos um valor x maior que
todos os pontos possiveis de X teremos F(x) = 1. Por exemplo, se x = 4.5, claramente teremos

F(4.5)=P(X <4.5)=1

pois, com certeza, teremos X < 4.5 ja que o maior valor possivel de X é 4. O grafico completo de
F(x) é mostrado a seguir.

Caso geral de F(x)
Suponha que temos uma v.a. aleatdria discreta X com valores possiveis x; e probabilidades
associadas p(x;) = P(X = x;) dadas por

Valores possiveis X1 X2 X3
Probab assoc p(x1) px2) p(x3)

Como a func¢do distribuicdo acumulada de probabilidade é definida como:

F(x) =B(X <x)= ¥ p(x)

X <x

entdo [F(x) é o valor acumulado (a soma) das probabilidades p(x;) dos pontos possiveis x; que sdo
menores ou iguais a x.
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Valor Esperado E(X)
Definition 6.4.4 — Esperanca matemdtica E(X) de uma v.a. X. O valor esperado E(X)
de uma v.a. discreta X € a soma dos seus valores possiveis ponderados pelas suas respectivas
probabilidades. Suponha que temos uma v.a. aleatdria discreta X com valores possiveis x; e
probabilidades associadas p(x;) = P(X = x;) dadas por

Valores possiveis X1 X X3
Probab assoc p(x1) px2) p(x3)

Entéo, por defini¢do, temos
= inl?(xi)
i
O valor esperado E(X) também é chamado de esperanca matemdtica da v.a. X.

A esperanga [E(X) é um valor tedrico, matematico, associado com a distribui¢do de probabili-
dade da v.a X. Nio € necessério nenhum dado estatistico para calcular E(X). Bastam as duas listas,
a de valores possiveis e a de probabilidades associadas.

m Example 6.9 A distribui¢@o de probabilidade de uma v.a. X € especificada pelas duas duas listas
abaixo:

Valores possiveis k | 1 2 3 4
Probab assoc p(k) | 0.1 04 02 0.3

O valor esperado de X € igual a

4
Z P(X =k) =1x0.14+2x0.44+3x02+4x03=27

Observe pelo exemplo acima que o valor mais provdvel da v.a. X é 2, co P(X =2) =0.4.
Portanto, E(X) = 2.7 ndo é o valor provével. E(X) também ndo corresponde a nenhum dos valores
possiveis da v.a. X.

Interpretando E(X)

Qual o significado empirico deste nimero E(X)? Como interpretd-lo na prética ja que ele ndo
corresponde ao valor mais provavel e nem precisa ser um dos valores possiveis da v.a.? Suponha
uma v.a. discreta X com valores possiveis x; e probabilidades associadas p(x;) = P(X = x;). Temos
uma enorme amostra de N instancias independentes de X. Nesta amostra, x; apareceu N; vezes.
Podemos estimar as probabilidades pela frequéncia relativa da ocorréncia de x; na amostra:

Ni

pxi) =P(X =x;) = N

Assim,

thp xt szﬁ
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Como x; apareceu N; vezes na amostra, isto € o mesmo que somar todos os N valores da amostra e
dividir por N:

E(X) NzxiN,- X Feexi ot
N N

i

onde X| aparece N; vezes, x, aparece N, vezes, etc. Isto €, se a amostra é grande, devemos ter o
niimero tedrico E(X) aproximadamante igual a média aritmética dos N elementos da amostra.

Vamos reforc¢ar: E(X) é um nimero real, uma constante, associada com as duas listas, a de
valores possiveis e a de probabilidades associadas, que constituem uma v.a. E(X) ndo é, ela mesma,
uma v.a. pois ndo tem duas listas, € apenas um nimero. E(X) é um resumo tedrico da distribui¢do
de X, ou um resumo das duas listas. E aproximadamente igual 2 média aritmética dos valores de
uma grande amostra de instancias de X.

Talvez vocé se pergunte: e se a série de valores ndo convergir? No capitulo ??, veremos que,
nas situagdes usuais de andlise de dados, a probabilidade disso acontecer € zero. Este resultado é
chamado de Lei Forte dos Grandes nimeros.

Principais Distribuicoes Discretas

Existem infinitas distribui¢des de probabilidade. Dado um conjunto de valores possiveis, qualquer
atribuicdo de nimeros ndo-negativos que somem 1 constiuem uma distribui¢do de probabilidade.
Entretanto, algumas poucas atribuicdes recebem nomes especiais. Estas distribui¢cdes aparecem
com frequéncia na andlise de dados e sdo matematicamente tratdveis. Podemos pensar no analista
de dados abordando um problema prético com um saco de distribuicdes de probabilidade bem
conhecidas. Ele gostaria de ndo precisar inventar uma nova distribuicdo mas sim, de usar uma
daquelas que ja estdo no seu embornal. Vamos ver algumas das mais populares agora. Elas sdo as
seguintes:

Bernoulli Ber(6);

Binomial Bin(n, 0);

Multinomial .# (n; 6, ..., 6k);

Geométrica Geo(0);

Zipf e Pareto.

Bernoulli

E a distribui¢do discreta mais simples possivel: dois resultados possiveis apenas. X ( ®) s6 assume
dois valores possiveis: 0 ou 1. Costumamos dizer que o valor corresponde a um seucesso € o
valor 0 a um fracasso. Estes sdo apenas nomes para as duas categorias, sem maior significado. Por
exemplo, podemos dizer a morte de um individuo num periodo corresponde a um sucesso.

Temos X (w) € {0, 1} para todo @ € Q. Definimos duas probabilidades:

p(l)=PX=1)=PlweQ:X(w)=1)
p(0)=PX=0)=PlwecQ:X(w)=0)
Temos p(0) + p(1) = 1 o que implica que p(1) = 1 — p(0). E comum escrever p(1) = 6 e
p(0) = 1 — 6. Outra notagdo comum € p(1) = pe p(0) =gq.
Tipicamente, temos 0 < 8 < 1. Se 6 = 0, a chance de um sucesso € zero e s6 vamos observar
fracassos. Do mesmo modo, o caso 8 = 1 é um caso extremo, em que 0 Sucesso ocorre com certeza

absoluta.
Se p(1)=0¢ p(0)=1—6, temos

EX)=1x6+0x(1-0)=806



6.5.2

6.5 Principais Distribuicoes Discretas 135

Observe que E(X) = 6 ndo é igual a nenhum valor possivel de X, que sdo apenas 0 ou 1.

Se tivermos uma grande amostra de instancias de X, cada uma delas igual a 0 ou 1, devemos
ter o valor de E(X) = 6 aproximadamente igual a média aritmética dos valores 0 ou 1 observados.
Mas uma média aritmética de valores 0 ou 1 € apenas a propor¢do de 1’s na amostra. Isto é, como
obviamente esperado, devemos ter

PO |
E(X)zG:NZx,-.
i

Em resumo, temos a defini¢ao

Definition 6.5.1 — Distribuicdo de Bernoulli. A v.a. X possui distribui¢do Bernoulli com
pardmetro 6 € [0,1] se X(w) € {0,1} comP(X =1)=60eP(X=0)=1-86.

» Notation 6.3. Escrevemos que X ~ Ber(0) para significar que a v.a. X possui distribui¢cdo
Bernoulli com pardmetro 6.

Binomial

A distribui¢do Binomial corresponde ao nimero de sucessos em n repeticdes independentes de um
experimento bindrio (de Bernoulli). A probabilidade de sucesso é constante e igual a 6 € [0, 1] em
todas as repeticdes. Como a v.a. X conta o nimero total de sucessos em »n repeticdes, a lista de
valores possiveis é formada por {0,1,2,...,n}. A lista de probabilidades associadas é dada por
{(1-6)",n6(1—-0),...,0"}. A férmula geral dessas probabilidades ¢ a seguinte:

n!

PX =k) = K\ (n—k)!

ok(1—0)" .
Vamos explicar como chegar nesta férmula apds apresentar a distribui¢do multinomial, na préxima
secao.

Temos E(X) = n6. Este resultado ¢ intuitivo. Se temos a probabilidade de sucesso numa
repeticdo igual a, por exemplo, 8 = 0.20 devemos esperar que 20% das repeti¢des sejam sucesso.
Isto é, devemos esperar que a proporc¢ao de sucessos seja igual a 0.20. Assim, o némero de sucessos
em n repeti¢des que se espera observar € igual a n x 0.20. A prova formal exige que usemos alguns
truques algébricos.

E(X) = Zk< )9"1— ok

n a1 ) o
" k=0 (1(1—lc)!)k!6k '(1—6)r=D=t=D)

! (n—1)!
= ((n—1)—(k—1))!(k—1)!

ekfl (1 - 9)(n71)7(k71)

k=1
n—1
— 10 <”€1)ef(1 0) V-0 coml=k—1
(=0
= n92<’?)9£(1—9)m ¢ comm=n-—1
/=0
= n0(6+(1—6)"

|
3
S
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Figure 6.6: P(X = k) com 6 = 1/2 e diferentes valores para n para X ~ Bin(n, ).
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Definition 6.5.2 — Distribuicdo Binomial. A v.a. X possui distribuicdo Binomial com pardmet-
rosne 0 €[0,1]se X(w) € {0,1,...,n} com

n!

POC=K)= o

9/((1 _ e)n—k

parak=0,1,...,n.

» Notation 6.4. Escrevemos que X ~ Bin(n,0) para significar que a v.a. X possui distribuicdo
Binomial com pardmetros n e 0.

A forma da distribui¢do binomial depende de 8 e de n. A Figura 6.6 mostra a funcdo de
probabilidade P(X = k) com 6 = 1/2 e diferentes valores para n.
A Figura 6.5.2 6 = 0.1 com diferentes valores para .

= Example 6.10 — Testes de soros ou vacinas. Este exemplo foi retirado de [10]. Uma doenca
atinge o gado de certa regido com uma incidéncia de 25%. Procura-se testar a eficdcia de uma
vacina recentemente descoberta. Injetamos a vacina em n animais sadios. Como avaliar o resultado?

Imaginamos um experimento binomial. Seja Y o némero sadios apds algum tempo depois da
aplicacdo da vacina e apds estarem expostos da maneira usual 4 doenca. Para cada animal, teremos
um sucesso caso ele permaneca sadio. Se a vacina for completamente inécua teremos um sucesso
em cada animal com probab 8 = (0.75. Ainda no caso de uma vacina in6cua, assumindo que os
resultados de diferentes animais sdo independentes, teremos Y ~ Bin(n, 0).

A probabilidade de que k dos n animais estejam sadios é P(Y = k) =n!/(k!(n—k)!)0.75%0.25",
Se tivermos usado n = 10 animais, a chance de que todos estejam sadios € igual a P(Y = 10) =
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0.75' = 0.056. Se tievrmos usado n = 12 animais, a probabilidade de todos estarem sadios vale
P(Y = 12) = 0.75'2 = 0.032, um valor menor que o anterior. Assim, se num total de 10 ou 12
animais, nenhum é contaminado, teremos uma forte indicagao de que o soro teve algum efeito.
A razdo € que, se a vacina fosse indcua (e portanto 6 = 0.75), dificilmente observariamos sadios
todos os n = 10 ou n = 12 animais. Embora esse resultado nao se constitua em prova conclusiva.

Vimos que, com n = 10, tivemos P(Y = 10) = 0.056. Sem a vacina, a probabilidade de que
dentre 17 animais, no mdximo um deles fique infectado é igual a P(Y < 1) =P(Y =0)+P(Y =
1) =0.75'7 417 x 0.75'6 x 0.25 = 0.0501. Portanto, a evidéncia a favor da vacina é mais forte
quando hd 1 contaminado em 17 do que quando hd 0 em 10! Para n = 23, temos P(Y <2) =0.0492.
Assim, 2 ou menos infectados em 23 €, outra vez, uma evidéncia mais forte em favor da vacina, do
que 1 em 17 ou O em 10.

m Example 6.11 — Binomial em redes sociais. A distribuicao binomial aparece com destaque
no modelo de Erdos-Rényi para grafos sociais. Cada ator numa rede social € um vértice num
grafo. Arestas conectam os amigos. Temos n vértices formando n(n — 1)/2 pares de possiveis
arestas nao-direcionadas. Para cada par de vértices, jogue uma “moeda” com probabilidade de
sucesso igual a 8. Se der cara, conecte-os por uma aresta. A moeda de probabilidade 6 € lancada
independentemente para cada um dos n(n — 1) /2 pares de vértices.

Fixe um vértice qualquer e seja ¥ o nimero de arestas incidentes. Y conta o nimero de amigos
conectados ao vértice emquestdo. Entdo Y ~ Bin(n—1,0). Vejaque E(Y) = (n—1)0 ~n6f sen
for grande. A Figura 6.11 mostra um grafo gerado pelo modelo binomial de Erdés and Rényi com
6 =0.01 e n = 100. Observe que esperamos ao redor de 780 = 100 x 0.01 = 1 amigo conectado
em cada vértice. Alguns vértices ndo possuem nenhuma aresta, outros possuem duas ou trés.

Nosso curso ndo € sobre redes sociais e portanto ndo vamos explorar este modelo. Apenas
como curiosidade, vamos comentar sobre alguns dos resultados probabilisticos provados por [9]
sobre grafos aleatdrios gerados por este modelo supondo que n — . Considere n6 ~ E(Y), o
nimero esperado de vizinhos de um vértice qualquer. O tipo de grafo aleatdrio que vai ser gerado
depende do valor esperado do niimero de amigos de um vértice. E claro que quanto maior o valor de
E(Y), mais denso serd o grafo resultante. E dificil falar algo geral quando o ndmero n de vértices é
pequeno. Entretanto, quando n comeca a crescer, emerge uma estabilidade probabilistica. Dado um
grafo ndo-direcionado, podemos olhar para o seu maior componente conectado, também chamado
de componente gigante. Este ¢ o maior subgrafo extraido do grafo original tal que qualquer par
de vértices possui pelo menos um caminhos conectando-os. Quando n cresce, este subgrafo pode
dominar o grafo. Temos

e Se nO > 1 e se n cresce entdo o grafo terd um componente gigante da ordem de n (da mesma

ordem de grandeza que o grafo completo) e o segundo maior componente serd de ordem
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< O(log(n)) (ou seja, muito menor que o grafo original).
e Além disso, o grafo gerado quase certamente ndo terd um componente conectado maior que
O(log(n)).

e Sen6 > (1+¢)log(n) (um pouco maior que log(n)), entdo o grafo quase certamente serd

completamente conectado.

e Por outro lado, se n6 < (1 —€)log(n) entdo o grafo quase certamente terd vértices isolados

e Eftc, etc, etc... vérios bonitos e ndo-6bvios no artigo [9].

Como saber se um dado grafo foi gerado pelo modelo de Erdos e Rényi? Uma maneira 6bvia é
comparar a distribui¢do do nimero de vizinhos realmente observada no grafo real com a distribui¢do
derivada do modelo de Erdos-Rényi. Contamos a proporcao de vértices isolados, a proporcao de
vértices com 1 amigo, a proporcao de vértices com 2 amigos, etc. Em seguida, comparamos estas
frequéncias com a probabilidade P(Y = k) de que um vértice possua um nimero ¥ de amigos igual
a k. Se forem muito diferentes as frequéncias relativas e as probabilidades tedricas, teremos razdes
para desconfiar do modelo de Erdos e Rényi como um modelo gerador para o grafo observado. Caso
contrério, teremos alguma evidéncia de que o modelo pode ser o gerador do grafo. Como medir a
distancia entre as frequéncias relativas e as probabilidades tedricas, entre o que observamos e o que
esperamos sob o modelo? Temos uma resposta genérica para isto: usando o teste qui-quadrado, a
ser visto na secdo ?77. "

Multinomial

A distribuicdo multinomial é uma generalizacdo da distribuicdo binomial. A binomial conta
o nimero de sucessos em #n repeticoes de um experimento bindrio. Em cada repeticdo temos
duas categorias para classificar o resultado: sucesso ou fracasso. Quando tivermos mais de duas
categorias em cada repeti¢do, teremos a distribuicdo multinomial. Na distribui¢do multinomial nés
também repetimos um experimento independentemente n vezes. Entretanto, em cada experimento,
existem k possibilidades e ndo apenas duas, como na binomial. O resultado do experimento é a
contagem de quantas vezes cada uma das k possibilidades apareceu nas n repeticdes.

O exemplo candnico da distribuicdo multinomial é o langamento de um dado. Imagine que
um dado ¢é lancado n vezes. Em cada repeti¢cdo ocorre uma ‘“categoria”: 1,2,3,4,5 ou 6. As
probabilidades de cada categoria sdo: 61, 0,,...,0s. Se o dado for perfeitamente balanceado, as
seis probabilidades 6; serdo todas iguais a 1/6. Se o dado for desbalanceado, elas ndo serdo todas
iguais. Elas deverdo ser nimeros entre 0 e 1 e devemos ter 6 +...+ 65 = 1.

Qualquer que seja o dado, balanceado ou ndo, ao fim dos n lancamentos teremos as contagens:

N1 = no. de lancamentos na cat. 1
N>, = no. de langcamentos na cat. 2
Ne¢ = no. de lancamentos na cat. 6

O resultado € um vetor aleatério multinomial com 6 posi¢des contando o nimero de ocorréncia de
cada categoria.

= Notation 6.5 — Distribuicdo Multinomial..

(N],Nz,...,N6) N%(l’t;el,...,eﬁ)

A binomial pode ser vista como um caso simples da multinomial. Seja X ~ Bin(n, 0), onde X
€ o nimero de sucessos em n repeticdes de um experimento bindrio. De forma bastante redundante,
poderiamos registrar o fendmeno aleatério na forma de um vetor com o nimero de sucessos € o
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nimero de fracassos: (X,n—X). Este vetor ¢ uma multinomial com duas categorias. Na nossa
notagao, teriamos (X,n—X) ~ .# (n;6,1—0).
Voltando ao caso do dado desbalanceado langado n vezes, temos:

N:(Nl,Nz,...,N6)N%(n;el,...,ef,)

Qual o suporte deste vetor aleatério N? Para qualquer sequéncia de lancamentos, o resultado sera
um vetor (Ny,...,Ng) de inteiros > 0 com ny +...ng = n. Assim, o némero de valores possiveis
para N serd um nimero finito. Embora finito, este nimero serd bem grande a menos que n seja
muito pequeno.

Quais as probabilidades associadas aos elementos do suporte? Vamos calcular um caso particu-
lar antes de dar a férmula geral. Usando n = 8 langmentos do dado, vamos calcular a probabilidade

P(N=(2,0,2,1,0,3))

Isto €, queremos a chance de rolar o dado 8 vezes e terminar tendo a face 1 aparecendo duas vezes,

a face 2 nenhuma vez, a face 3 aparecendo duas vezes, a face 4 uma vez, a face 5 zero vezes e a

face 6 trés vezes. Existem vdarias sequéncias @ de 8 lancamentos que levam ao resultado acima.
Por exemplo, se os 8 langamentos sucessivo forem @ = (3,1,6,6,1,4,6,3) teremos

N(®) = (N (®),...,Ne(w)) = (2,0,2,1,0,3)

Esta ndo a inica sequéncia produzindo estas contagens mas vamos nos concentrar nela por enquanto.
Qual € a probabilidade P(w) desta sequéncia de 8 lancamentos? Como os langamentos sdo
independentes teremos:

P(w=(3,1,6,6,1,4,6,3)) = P (sair3no lo. E sair 1 no 20. E ... sair 3 no 8o.)

PP (sair 3 no lo.)P(sair 1 no 20.)...[P( sair 3 no 8o. )
03 6, 6 65 6, 64 6 65

— 2 of o7 o] of 6

Generalizando, se a sequéncia @ de n lancamentos tiver
e n; aparicdes da face 1
e 1, aparicdes da face 2
°:
e 1 aparicdes da face 6
teremos

P(w) = 6" 62 6° 6,* 65° 6;°

Voltando aos n = 8 langamentos do dado, vamos calcular a probabilidade P(N = (2,0,2,1,0,3)).
Seja A o evento formado por todos os ® (sequéncias de n = 8 lancamentos) tais que existem 2 1’s,
02’s,23’,04’s,e 36’s. Da mesma forma que calculamos antes, todo @ neste evento A terd a
mesma probabilidade dada por

P(w)=67 6 67 6, 69 62
Assim,

P(N=(2,0,2,1,0,3)) =P(A) = ) P(0)=Cx 6] 67 67 6, 69 6

WEA
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onde C é o nimero de sequéncias de tamanho 8 onde colocamos um elemento de {1,2,...,6} em
cada posicdo e em que temos exatamente 2 1’s, 0 2’s, ..., 3 6’s.
Este nimero de possibilidades € igual a

8 !
=——— =1680
(2,0,2,1,0,3) 210121110!3!
Este é o nimero de permutagdes distintas do vetor o = (3,1,6,6,1,4,6,3).

Definition 6.5.3 — Distribuicdo multinomial. Um vetor N = (N;,N,,...,Ng) possui dis-
tribui¢do multinomial com pardmetros n e (0y,...,6;) com 6; > 0e ¥; 6; = 1 se o conjunto de
valores possiveis sdo os inteiros n; > 0 com nj + ...+ n; = n e probabilidades associadas dadas
por

n!

P(N:(nlanZa'-'ank)) ‘ef“ 6;29/:”{

- nlnp!...ny!
Notagﬁo: N= (N],Nz,. . .,Nk) ~ .//(n;el,. ey Qk).

m Example 6.12 Suponha que temos uma amostra de n = 22343 individuos escolhidos independen-
temente da populagdo brasileira e classificados em k = 6 categorias de religido. Cada individuo da
amostra é como se fosse um lancamento de um dado desbalanceado com seis “faces” representadas
pelas categorias de religido: 1: Catdlica, 2: Protestante, 3: Sem Religido, 4: Espirita, 5: Outras
Religides Cristds, 6: Outras. E comum assumir as contagens aleatérias do nimero de pessoas
em cada categoria seguem uma distribui¢do multinomial com probabilidades (0, ..., 6s) para as
categorias. Estas probabilidades sdo conhecidas (aproximadamente) a partir de grandes pesquisas
conduzidas pelo IBGE:

(61,...,686) = (0.75,0.15,0.07,0.01,0.01,0.01) .
Assim, dizemos que o vetor de contagens é multinomial:
N = (N1, Na,...,Ng) ~ .#(22343;(0.75,0.15,0.07,0.01,0.01,0.01))

A tabela abaixo mostra o resultado das contagens a parti de uma amostra de 22343 individuos.

Categorias i || Catodlica | Protestante | Sem Relig | Espirita | Outras Crist. | Outras
0 0.75 0.15 0.07 0.01 0.01 0.01 "
N; 16692 3398 1568 241 221 223

m Example 6.13 Suponha que uma amostra de n = 538 individuos escolhidos independentemente
dentre pacientes com linfoma de Hodgkins (um tipo de cancer do sistema linfatico) so classificados
em 12 categorias de acordo com sua resposta a um certo tratamento e seu tipo histolégico. As
contagens estio na tabela abaixo. Temos 4 x 3 = 12 categorias no total e cada individuo é como o
resultado do langcamento de um dado desbalanceado de 12 faces.

Resposta
Tipo Histolégico || Positiva | Parcial | Sem Resposta || Total
LP 74 18 12 104
NS 68 16 12 96
MC 154 54 58 266
LD 18 10 44 72

Total | 314 98 126 || 538 |
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As contagens aleatérias do niimero de individuos em cada categoria seguem uma distribuicao
multinomial

N = (N1,Na,...,Ny2) ~ #(538;(6y,...,6012)

Como a amostra € grande, podemos obter estimativas, valores aproximados, para as probabili-
dades 6; a partir da propor¢do de elementos da amostra que cairam na categoria i. E o princiipio
frequentista de estimar a probabilidade pela proporcio de vezes que o dado rolado mostrou a “face”
i. Por exemplo, 8; = P( MC e Parcial ) ~ 54/538 ~ 0.1.

Poisson

Esta distribuic@o recebeu o seu nome (Poisson, pronunciando-se como puasson) por causa do
matemadtico franc€s Siméon-Denis Poisson, que viveu entre 1781 e 1840. Ele estudou vérios
problemas envolvendo probabilidades e usou esta distribuicdo em vdrios deles. Um grande niimero
de situacdes em que ela aparece envolve a contagem do nimero de certas ocorréncias num certo
intervalo de tempo sem um limite claro para o nimero maximo que poderia ser obtido. Exemplos
usuais seriam:
e nimero de colisdes no trafego de BH durante o ano.
e numero de automéveis entrando na UFMG entre 7 e 8 da manha
e nimero de consultas médicas que um cliente de um plano de saide faz durante o ano
Como é uma v.a. discreta, precisamos apenas listas os valores possiveis e s probabilidades
associadas.
Definition 6.5.4 — Distribuicdo de Poisson. Uma v.a. X possui distribui¢do de Poisson se o
conjunto suporte € o conjunto dos nimeros naturais N = {0,1,2,...}. A probabilidade de que
X = k dependen de uma constante positiva A e é igual a

k

P(X =k) = ’Le—”

onde k=0,1,2,...
Na distribui¢do de Poisson temos esta constante A > 0 que influencia no cdlculo das probabili-

dades. Os valores possiveis sd0 0,1,2,... e as probabilidades associadas sdo dads por:
e P(Y=0)= %—?eik =t

e PY=1)=4et=2e?
o P(Y=2)=4¢"

o P(Y=3)=4¢"

o P(Y=4)=4c"

e FEtc.

Para ilustrarmos com um caso particular, vamos supor que A = 3.87. Entao

e P(Y =0)=e3% =0.021

e P(Y=1)=3.87x ¢ 3% =0.081

e P(Y =2)=3.87%/2!x ¢ 3% =0.156
o P(Y =3)=3.873/3! 3% =0.201

e Etc.

A func@o de probabilidade de uma distribuicdo de Poisson ¢ ilustrada na Figura 6.7. Ela mostra
a fungdo de probabilidade usando A = 3.87.

A Figura 6.8 mostra vérias fun¢des de probabilidade Poisson variando o valor de A. Usamos
A =0.1,0.6, e 1.5 nos grificos da linha superior, indo da esquerda para a direita. Na linha de
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Poisson com A = 3.87

P(X=k)
0.10
|

Figure 6.7: Fun¢éo de probabilidade Poisson com A = 3.87.
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Figure 6.8: Fungoes de probabilidade Poisson variando o valor de A.
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baixo, usamos A = 3,10,50. Note como as probabilidades ficam concentradas nos menores inteiros
quando A é pequeno. A medida que A cresce, as probabilidades de inteiros maiores aumentam e,
ao mesmo tempo, os inteiros proximos de zero ficam com probabilidades despreziveis. Na verdade,
vocé deve ter observado que os inteiros que possuem probabilidades mais altas em cada grafico sdo
aqueles em torno do valor de A.

De fato, isto ndo é uma coincidéncia. O valor esperado E(Y) de uma v.a. X com distribui¢do
de Poisson com pardmetro A é E(Y) = A. A prova usa a expansio de Taylor em torno do zero da
funcdo exponential como uma série de poténcia:

X x2 x3 X4 XS
TR TRETR TR R

X
e=1+ 31 41 5
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Temos
E(Y) = Y kP(Y =k)=0xPY =0)+1xP(Y =1)+2xPY =2)+...
k=0
A2 A3

_ ) AT AT 2
= IxAe —|—2><2!e +3><3!e

20 3% 423 524
_ —2 LA AT EAT A
= de (14—2! + 3 a1 + 5 —|—>

2 2’2 3 4
_ -1 L. 22 2
= Ae (1+1!+2!+3!+4!+...>

= aet ()

= A

m Example 6.14 — Mortes por coices de cavalos. A distribuicdo de Poisson costuma ser
chamada de distribui¢@o (da contagem de) eventos raros. Em 1898, Ladislaus von Botkiewicz foi
um dos primeiros a usar a distribui¢do de Poisson contando a ocorréncia de um evento bastante
raro em seu livro Das Gesetz der kleinen Zahlen, que pode ser traduzido como A lei dos pequenos
niimeros, Ele mostrou que acontecimentos relativamente raros para um dado individuo, quando
observado em uma grande populagdo, apresentam regularidades que sdo bem aproximadas pela
distribui¢do de Poisson. Tornaram-se cldssicos os dados apresentados por ele no seu livro com
o nimero de homens mortos por coices de cavalo em certas corporacdes do exército prussiano
durante vinte anos (1875-1894).

Em cada um dos 20 anos, ele anotou o nimero de mortos em cada uma das 10 corporagdes.
Assim, temos 200 contagens vindas de 10 corporagdes vezes 20 anos. Em geral, ndo ocorria
nenhuma morte: 109 das 200 contagens foram iguais a zero. Em 65 corporacdes-ano tivemos
apenas 1 morte. A situacido completa encontra-se na segunda coluna na tabela abaixo. Ela mostra o
nimero de corporagdes-ano com zero mortes, 1 morte, etc.

k mortos no ano | Frequéncia observada | P(Y =k) | Frequéncia esperada
0 109 0.5434 108.7

1 65 0.3314 66.3

2 22 0.1011 20.2

3 3 0.0206 4.1

4 1 0.0031 0.7

Total 200 0.9995 200

A terceira coluna apresenta a formula de probabilidade P(Y = k) da distribuicdo de Poisson.
Para isto, precisamos primeiro de um valor para o pardmetro A. Se as 200 contagens sdo realiza¢does
de uma v.a. que segue a distribuicdo de Poisson, a média aritmética dessas 200 contagens deveria
ser aproximadamente igual a E(Y) = A. Esta média aritmética é iguala (0 x 10941 x 6542 x 22+
3x344x1)/200 = 122/200 = 0.61. Usando A = 0.61 calculamos P(Y = k) = 0.61%¢%6! /k!
para k = 0,1,2,3,4 na terceira coluna da tabela. A quarta coluna apresenta quantas corpor¢des
deveriamos esperar com zero mortes no ano, com uma morte no ano, com duas mortes no ano, etc.
Por exemplo, se existe uma probabilidade igual a 0.5434 de que uma corporag¢do-ano tenha zero
mortes, ao final de 200 corporagdes-ano deveriamos ter aproximadamente 200 x 0.5434 = 108.7
com zero mortes. De modo andlogo, deveriamos ter aproximadamente 200 x 0.3314 = 66.3
corporagdes-ano com uma morte. A proximidade entre as frequéncias observadas e esperadas
mostra que estes dados poderiam estar sendo gerados por uma distribui¢ao de Poisson e portanto
ela € uma distribui¢do adequada para modelar estes dados. "
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Figure 6.9: Esquerda: Material radioativo. Direita: Um membro da equipe que cuida da seguranca
de um reator nuclear.

» Example 6.15 — Errata. Um exemplo de uso da distribui¢do de Poisson que costuma ser citado
é o nimero de erros de digitagdo ou tipograficos numa pégina de documento. O professor Kim
Border, do Caltech, em suas notas de aula nao publicadas, conta o caso de seu colega Phil Hoffman.
Este colega escreveu o livro How Did Europe Conquer the World? e recebeu da editora, antes de
sua publicacgdo as provas para verificacao final. Em n = 261 paginas havia um nimero total de 43
erros. Havia 222 pdginas com zero erros, um erro em 35 paginas e 2 erros em 4 paginas. Em média,
havia 43 /261 = 0.165 erro por pagina e este nimero serve como estimativa para o parimetro A. A
tabela com as contagens observadas e as esperadas sob o modelo de Poisson est3o na tabela abaixo.
A proximidade dos valores € bastante impressionante.

0 1 2| >3
obs 222 35 4 0
esp | 221.4 | 36.5 | 3.0 | 0.17

Note que a tltima célula precisa do valor da probabilidade de que P(Y > 3). Como a distribuicdo
de Poisson tem infinitos valores vocé terai de calcular uma série inifinita: P(Y > 3) =P(Y =
3)+P(Y =4)+.... Entretanto, podemos obter este valor por subtra¢do apds obtermos as primeiras
probabilidades pois

P(Y >3)=1-P(Y =0)—P(Y =1)—P(Y =2).

A génese de uma Poisson

Como esta distribui¢@o de Poisson aparece? Existe um exemplo cldssico mostrando que as contagens
de emissdes de particulas radioativas por uma massa atomica segue uma distribuicdo de Poisson
(Figura 6.9). Um contador Geiger-Miieller registra o nimero de particulas atingindo uma placa num
intervalo de 7.5 segundos. Os valores possiveis para a contagem desse nimero de particulas é N =
{0,1,2,...}. As contagens das particulas é aleatéria e quaisquer duas contagens em dois periodos
de tempo iguais provavelmente nao serd a mesma. Existe uma uma boa dose de variabilidade nestas
contagens, mesmo que o tempo de observagio seja 0 mesmo.

Para obter as probabilidades, vamos adotar dois caminhos: uma mais teérico, outro mais
empirico. Um modelo tedrico para a emissio de particulas por uma massa radioativa foi proposto
por fisicos no século passado e consiste em trés hipdteses que eram bem embasadas na observacio
pratica do fendmeno radioativo.

e Hipétese 1: A probabilidade da chegada de k particulas num intervalo de tempo (7,7 + A)

depende apenas do comprimento A do intervalo e ndo do momento ¢ de seu inicio. Isto
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é, tome dois intervalos de tempo (em segundos) de igual duragdo tais como, por exemplo,
(1,14 A) (um segundo apds o inicio do experimento)e (7200,7200+ A) (duas hras apés seu
inicio). A probabilidade de observar, digamos, 5 particulas no primeiro intervalo é a mesma
que no segundo intervalo. Nao existe um “desgate” da massa atdmica (pelo menos durante
experimentos de duracdo ndo excessiva). Horas depois do inicio do experimento tudo se passa
como se estivéssemos no inicio dele. A probabilidade de emitir k particulas num intervaloA
de tempo nao depende de quando comecamos o intervalo. A probabilidade depende de A:
intervalos de tempo longos terdo contagens mais maiores. Entretanto, a probabilidade de
contar k particulas depende apenas desse comprimento A e ndo do momento de inicio do
periodo de observacao.

e Hipdtese 2: Os nimeros de particulas em intervalos de tempo disjuntos sdo v.a.’s inde-
pendentes. Suponha que, num intervalo de tempo de A segundos observemos em média 5
particulas. Se num dado intervalo (z,7 + A) observarmos bem mais que a média de 5 particu-
las (digamos, com 10 particulas), entdo no préximo intervalo (f 4+ A,z +2A) de duragdo A
nao haverd nenhuma tendéncia para corrigir o excesso do primeiro intervalo, nem nenhum
estimulo para continuar emitindo mais particulas que a média de 5.

o Hipdtese 3: As particulas chegam sozinhas, elas ndo simultaneamente.

Pode-se provar matematicamente (ver [17, pag. 22]) que um sistema estocdstico com estas trés
propriedades ou hipéteses deverd ter necessariamente a distribui¢ao de probabilidade de Poisson
para as contagens num intervalo de tempo: P(Y = k) = %e"l parak =0,1,2,... e onde A é uma
constante positiva associada com o massa radioativa e representa o valor esperado de emissdes no
intervalo de tempo.

Esta deducdo matematica é condinzente com a realidade? [21] “repetiram” o experimento
um grande nimero de vezes. Eles contaram o nimero de particulas emitidas em 2608 intervalos
de tempo consecutivos de 7.5 segundos cada um. Sejam y; = 4,y, = 3,y3 =0,...,¥608 = 4
as contagens de particulas emitidas em cada intervalo. Vamos assumir que eles sdo os valores
instanciados das v.a.’s i.i.d Y1, Y2, ..., Y2608, todas com distribui¢do Poisson(A). Se este modelo
Poisson para a emissao de particulas estiver correto o que podemos esperar ver nas contagens
observadas? Vamos comparar os valores tedricos P(Y = k) = %e*’l com a frequéncia observada
de intervalos com contagens iguais a k

Primeiro, vamos calcular P(emitir k particulas em 7.5 segundos) usando o modelo de Poisson.
Calculamos a média aritmética das observgdes como uma aproximagio para A. Assim, usamos
1= (y1 +y2+-..y2008)/2608 = 3.87. Podemos agora calcular P(Y = k) = %!7](6_3'87 para os
diferentes valores de k. Estas probabilidades estdo na segunda coluna da tabela abaixo.

k | P(Y =k) | Frequéncia empirica
0 | 0.02086 | 57/2608 =0.02186

1| 0.08072 | 203/2608 = 0.07784
2| 0.15619 0.14686

3| 0.20149 0.20130

4 1 0.19495 0.20399

5| 0.15089 0.15644

6 | 0.09732 0.10968

7 | 0.05381 0.05329

8 | 0.02603 0.01725

9 | 0.01119 0.01035

A terceira coluna mostra a propor¢do dos 2608 intervalos em que obtivemos k particulas. Veja
que ndo usamos nenhum modelo de probabilidade aqui, apenas os dados observados. Se o modelo
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estiver correto, estes dois valores devem ser parecidos para todo k. De fato, a proximidade dos
valores € muito grande. Isto mostra que o modelo de Poisson pode muito bem ser o mecanismo que
gera os dados observados. O modelo ajusta-se muito bem aos dados empiricos.

Existem duas situacdes em que a distribuicdo de Poisson aparece. Quando contamos nimero
de ocorréncias raras sem um limite claro para o nimero maximo tais como:

e numero de colisdes no trafego de BH entre as 18 e 19 horas num dia de semana.
nimero de automdveis entrando na UFMG entre 7 e 8 da manha.
nimero de consultas médicas que um cliente de um plano de saide faz durante o ano.
nimero de falhas por dia registradas num sistema de geréncia de redes.
nimero de infec¢des por virus num servidor de arquivos em um data center por dia.
nimero de visitas numa pagina Web por minuto.
némero de ligagdes num call center por minuto.

Se as trés hipéteses acerca do decaimento radioativo também forem aproximadamente vali-
das para estes eventos aleatdrios listados acima, podemos esperar ver a distribuicao de Poisson
aparecendo. Por exemplo, no primeiro caso acima, se a chance de observar 3 colisdées em BH num
pequeno intervalo A de tempo se mantiver constante entre 18 e 19 horas, se as colisdes ocorrem de
forma independente e ndo ocorrem de forma simulatanea, podemos esperar uma contagem de Pois-
son como resultado. Observe que em situacdes do mundo real, devido ao aspecto de sazonalidade,
a probabilidade de ocorrer k eventos pode permanecer constante apenas dentro de intervalos de
tempo limitados.

Uma outra situagdo em que a distribuicdo de Poisson aparece naturalmente ¢ como uma
aproximagdo para a distribui¢do de uma v.a. X seguindo a distribui¢do binomial Bin(n, 6) quando n
é grande e 6 é pequeno. Como E(X) = n6, se uma distribui¢do de Poisson for uma boa aproximagio,
devemos ter A =~ nf. Exemplos para este caso:

e nimero de mortos por cancer de esdéfago durante o ano em BH. Cada individuo de BH
langca uma moeda no inicio do ano para determinar se ele vai falecer de cancer de eséfago
durante aquele ano ou ndo. Temos um grande nimero 7 de lancamentos da moeda e uma
probabilidade de “sucesso” 6 bem pequena.

e numero de apdlices de seguro de automdveis com 2 ou mais sinistros durante um certo ano.
A carteira de apdlices na seguradora possui centenas de milhares de clientes e este € o n. A
probabilidade 6 de que um segurado tenha dois ou mais sinistros durante o ano é pequena.

m Example 6.16 — Bombas em Londres. No final da Segunda Guerra Mundial, os alemaes
desenvolveram os primeiros misseis balisticos guiados de longo alcance, as bombas V1 e V2
(Figura 6.10). Eles eram lancados do continente europeu através do Canal da Mancha sobre a
Inglaterra e, em especial, sobre Londres. Depois de certo tempo, certos bairros de Londres estavam
sendo duramente atingidos, enquanto outros ndo. Parecia que os alemdes tinham capacidades
de bombardeio excepcionalmente precisas. Se nao havia razdo aparente para que os alemaes
evitassem atingir alguns quateirdes, levantou-se a suspeita de que seus espides viviam ali. Este era
um segredo militar importante da época: saber a precisdo dessas bombas. Elas estavam caindo
desordenadamente sobre a cidade ou estavam atingindo seus alvos pretendidos? Serd que os alemaes
realmente haviam conseguido fazer uma bomba auto-guiada com precisdo?

Em 1946, R.D.Clarke, um atudrio britdnico publicou uma nota descrevendo o trabalho que
ele havia feito durante o periodo de guerra para responder a esta questdo ([5]). Esta anélise
ficou famosa e aparece em todo livro de probabilidade. Charles Franklin, professor da Univer-
sity of Wisconsin, reconstruiu os dados deste artigo antigo a partir dos mapas originais dos
locais das bombas guardados nos arquivos britanicos em Kew. Ele publicou uma visao tri-
dimensional da densidade de bombas em seu blog http://madvis.blogspot.com.br/2010/09/
flying-bombs-on-london-summer-of-1944.html e reproduzidas na Figura 6.11. Ela mostra
a superficie de densidade de bombas caidas de Junho a agosto de 1944. Vemos as superficies a
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-

Figure 6.10: Esquerda: Bomba V2 pronta para ser langada sobre Londres. Direita: A vida em
Londres seguia durante a guerra

Flying Bombs on London--From North East Flying Bombs on London--From South West

Figure 6.11: Superficie representando a densidade de bombas por km? em Londres a
partir de duas perspectivas. Extrido blog http://madvis.blogspot.com.br/2010/09/
flying-bombs-on-london-summer-of-1944.html.

partir de dois angulos, do Nordeste (esquerda) e do Sudoeste (direita). Quanto mais alta a densidade,
maior o niimero de impactos por km?.

Do ponto de vista da grande Londres, a maior densidade do ataque estd bem definida, com os
impactos concentrados numa certa regido. Assim, obviamente, certa precisdo havia. Mas havia
precisdo suficiente para distinguir alvos dentro dessa regido de maior concentracdo? A anélise de
Clarke focou na drea de maior densidade. Dentro dessa area, sua andlise ndo encontrou nenhuma
evidéncia de aglomeracdo que ndo pudesse ser explicada pela variacdo de uma v.a. Poisson. O
raciocinio baseia-se numa grade fina com N = 576 quadradinhos, cada um com 0.25km?, na regiio
sul de Londres, a mais atingida (ver Figura 6.12. Se os alemdes nio possuiam mira, o nimero
de bombas num desses pequenos quadrados seria um valor vindo de uma v.a. com distribuicdo
Poisson(4), o mesmo A onde quer que estivesse o quadradinho. Por qué?

O raciocinio é o seguinte. Fixe um pequeno quadrado no mapa da Figura 6.12. Seja X o imero
de bombas no quadrado. Tivemos um grande nimero B de bombas sendo lancadas sobre o mapa.
Existe uma pequena probabilidade 6 de atingir um quadrado especifico. A contagem das bombas
num quadradinho especifico é como contar o nimero de “sucessos” em B lancamentos de uma
moeda com probabilidade de sucesso 6 pequena. Usamos a aproximacao da binomial pela Poisson
com A = nB. A questdo crucial é que, se os alemdes ndo tém mira, a probabilidade 6 é a mesma
para todo pequeno quadrado. Temos N = 576 quadradinhos com contagens Y1,..., Yy, todas sendo
v.a.’s Poisson com o mesmo paridmetro (A ). Este modelo tedrico ajusta-se aos dados? Se sim, isto
seria uma evidéncia a favor da hipétese de nao haver mira.
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Figure 6.12: Esquerda: Sir Churchill vsitando os locais atingidos por bombas em 10 de setembro
de 1940 em Londres durante a Segunda Guerra. Extraido de http://www.bbc.co.uk/history/
events/germany_bombs_london. Direita: Desenho esquematico ilustrando a situacdo em que
temos a regido sul de Londres dividida em N = 576 quadradinhos com drea igual a 0.25km?. Os
pontos representam os locais onde bombas cairam

Como antes, calculamos as probabilidades P(Y =0), P(Y = 1), P(Y = 2), etc, usando o modelo
de Poisson. A seguir, obtemos a proporc¢ao dos quadradinhos em que tivemos contagens ¥ = 0,
Y =1, Y =2, etc, usando apenas os dados empiricos. A seguir, comparamos as probabilidades
tedricas de Poisson com as frequéncia baseadas apenas nos dados. Se forem similares, os dados sido
compativeis com o modelo.

O niimero total de bombas em Londres foi 537 e existem N = 576 quadradinhos. Assim, o
nimero médio de bombas por quadradinho é A =537 /576 = 0.9323. Seja ¥; o nimero de bombas
no quadradinho i. Supomos que Yj,...,Y, sdo i.i.d. com distribui¢do Poisson(A) com A = 0.9323.
Na tabela abaixo, k é o niimero de bombas num quadradinho, N, é o niimero de quadradinhos que
foram atingidos por k bombas, Ny /576 é a propor¢io de quadradinhos atingidos por k bombas e
P(Y = k) = 0.9323% /k!e~09323 & a probabilidade de uma v.a. Poisson(A = 0.9323) ser igual a k.
E impressionante a proximidade da frequéncia empirica e as probabilidades tedricas.

k Ne | Ne/576 [ B(Y = &)
0 229 [ 0.398 0.394
1 211 | 0.366 0.367
2 93 | 0.161 0.171
3 35| 0.061 0.053

N

7 0.012 0.012
>5 1 0.002 0.003
Total | 576 1 1

655 Geomeétrica

Esta distribuicdio aparece a partir do onipresente experimento de lancar sucessivamente uma moeda
com probabilidade de sucesso 0. O interesse é conhecer quantos lancamentos sao necessdrios até
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Figure 6.13: Fung¢do de probabilidade P(Y = k) de uma distribui¢do geométrica com 6 = 0.2
(esquerda) e 8 = 0.9 (direita).

que o primeiro sucesso seja observado. E claro que este tempo de espera pelo primeiro sucesso
depende de 6. Se 0 for um valor préximo de 1 devemos obter o primeiro sucesso logo na primeiro
ou segundo lancamento, dificilmente necessitando de muitos langamentos para parar. Por outro
lado, se 6 =~ 0, ndo devemos esperar poucos lancamentos. Vamos estudar mais precisamente como
se d4 este tempo de espera.

Seja Y € o nimero de lancamentos em uma sequéncia de ensaios independentes de Bernoulli
até que o primeiro sucesso seja observado. Em cada ensaio a probabilidade de sucesso é 8 O
evento Y = 1 significa que o primeiro ensaio foi um sucesso S. Temos P(Y =0) =P(S) =6. O
evento Y = 2 significa que o primeiro ensaio foi um fracasso F' e o segundo foi um sucesso S.
Como os lancamentos da moeda sio independentes, a probabilidade de observar F'S é o produto
das probabilidades dos resultados de cada lancamento individual: P(Y =2) =P(FS) = (1—6)0.
O caso Y = 3 funciona de forma semelhante: P(Y = 3) = P(FFS) = (1 —6)28. E o caso geral sai
facil agora: P(Y =k) = (1—-0)*'0, parak =1,2,....

A Figura 6.13 mostra a funco de probabilidade P(Y = k) de uma distribui¢do geométrica com
0 = 0.2 (esquerda) e 8 = 0.9 (direita). O eixo vertical € o mesmo nos dois graficos. Veja como as
probabilidades P(Y = k) sdo concentradas fundamentalmente nos valores k = 1 e k = 2 quando
0 = 0.9. Podemos calcular a chance de precisar de jogar a moeda 3 ou mais vezes paa obter o
primeiro sucesso neste sugundo caso: P(Y >3)=1-P(Y=1)-P(Y=2)=1-09-09x0.1 =
0.01. Assim, apenas 1% das vezes que fizermos este experimento com uma moeda com 8 = 0.9
podemos esperar ter de lancar a moeda 3 vezes ou mais. Ja no outro caso, com 6 = 0.2, temos
P(Y >3)=1-0.2—0.2 x 0.8 = 0.64. Portanto, neste caso, a chance de ter de esperar 3 ou mais
lancamentos € maior que a de parar antes de 3.

Quando Y € geométrica com pardmetro de sucesso igual a 6, podemos mostrar que E(Y) =1/6.
Assim, se 8 = 0.1 esperamos ter de langar a moeda E(Y) = 1/0.1 = 10 vezes antes de observar
o primeiro sucesso. Se a moeda € honesta e 8 = 0.5 entdo E(Y) = 1/0.5 =2 enquanto E(Y) =
1/0.01 =100 se 6 =0.01.

Vamos agora calcular E(Y) usando truques simples de séries infinitas. Lembre-se da série
geométrica: se x € (0, 1) entdo

1

l+x+x°+x°+... = .
1—x
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Temos

E(Y) = ik]P’(Y:k):lxIP(Y:I)+2><IP’(Y:2)+...
k=1
= 1x042x0x(1-0)4+3x0x(1-0)*+...
= 0(1+2x(1-0)+3x(1—-6)*+...
= 0(0+14+2x(1-0)+3x(1-0)+...
d d d d
%(—1)—E(1—9)—%(1—9)2—%(1—9)3—%...

= ei( Ix(1+(1-0)+(1-6)*+(1-0)*+...

= 0

7N

6
B 9dd< - 11— )>
a0
- 9

Definition 6.5.5 — Distribuicdo geométrica. A v.a. Y possui distribuicdo geométrica se o seu
suporte for o conjunto {1,2, ...} com fungdo de probabilidade dada por P(Y = k) = (1 —6)*~'@,
parak=1,2,....

6.5.6 Pareto ou Zipf

A distribui¢do de Pareto ganhou muita importincia em temos mais recentes quando varios feno-
menos exibiram o comportamento tipico que encontramos nestas distribui¢des, chamado de com-
portamento de cauda pesada. No caso discreto, ela costuma ser chamada de distribui¢do de

Zipf.
Definition 6.5.6 — Distribuicdo de Zipf (Pareto discreta). Seja X uma v.a. com suporte igual
ao conjunto {1,2,3,...,N}. O valor do nimero maximo N pode ser finito ou infinito. Ela é

chamada distribuigdo de Zipf ou Pareto discreta se as probabilidades forem da seguinte forma:
P(X =k) = kl = com & > 0 onde C > 0 é uma constante tal que as probabilidades somam 1.

Quando o = 1, temos P(X = k) = C/k*. Se a@ = 2.5, temos P(X = k) = C* /k*. Usamos C*
neste caso apenas para enfatizar que a constante para o caso ¢ = 2.5 é diferente daquela para o
caso o = 1. Podemos ter 0 < & < 1. Por exemplo, se & = 0.5 entio P(X = k) = C**/k'>. O que
realmente importa € o seguinte: a probabilidade P(Y = k) decresce de acordo com uma poténcia de
k. Por isto, ela é chamada de uma distribui¢do de lei de poténcia (power law, em inglés). Ela ndo
cai com uma rapidez exponencial como € o caso de uma Poisson e uma geométrica. Voltamos a
comparar estas distribui¢des no final desta se¢ao.

A constante C na férmula acima da distribuicdo deve garantir que as probabilidades somem 1.
Assim, se fixarmos um valor para ¢, o valor de C fica determinado pois devemos ter

1 = PX=1)+PX=2)+P(X=3)+...
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Figure 6.14: Probabilidades P(Y = k) = ¢/k'** de uma distribuicio discreta de Pareto (ou de Zipf)
com o = 1 (esquerda) e a = 1/2 (direita). A escala do eixo vertical é a mesma nos dois casos.

o que implica que

1
- Z;{V:l 1/k1+oc )

Quando N = o, esta constante estd associada com a func¢éo zeta de Riemman definida como

C

c=1

para s > 1. Esta funglo foi estudada extensamente em matematica. Usando os valores calculados
para esta fungdo zeta de Riemman, quando N = o e o = 0.5, devemos ter uma constante C =
1/8(1.5) ~ 1/2.612 =0.383, enquanto C = 1/{(2.0) ~ 1/1.645 = 0.608 quando o = 1.0.

A Figura 6.14 mostra a fun¢do de probabilidade P(Y = k) de uma distribui¢do de Pareto com
N =we o =1 (esquerda) e @ = 0.5 (direita). O eixo vertical € o mesmo nos dois graficos. O
valor da probabilidade P(Y = 1) é bastante diferente nos dois casos, sendo maior que 0.6 quando
a = 1 mas aproximadamente 0.4 quando @ = 0.5. Exceto por este valor bem diferente, € muito
dificil identificar visualmente diferengas marcantes entre os dois graficos. E no entanto elas existem.
Sabemos que a soma das probabilidades é igual a 1 nos dois casos. Entdo, a diminui¢édo de 0.2
no valor de P(Y = 1) ao passar do grifico da esquerda para o da direita precisa ter vazado para as
demais probabilidades que ganharam estes 0.2 adicionais. Mas, no grafico da direita, quase nao
vemos as alturas de P(Y = k) maiores que as do lado esquerdo quando k > 2. Mas essas diferengas
estdo l4.

Para se ter uma ideia da diferenca entre os dois graficos e comecar a entender o comportamento
de cauda pesada, vamos calcular P(Y < k) em cada caso, com oo = 1 e com o = 0.5. A Figura
6.15 mostra o grifico da fungdo de distribui¢do de probabilidade acumulada F(k) = P(Y < k)
para diferentes valores de k com @ = 1 (esquerda) e o = 1/2 (direita). Agora sim, vemos uma
diferenca enorme das duas distribuicdes, diferenca que ndo era ébvia na Figura 6.14. A distribuicio
acumulada F(k) com o = 1 chega mais préxima do méximo 1 mais rapidamente que a distribui¢do
acumulada com o = 1/2. Por exemplo, com a = 1, temos F(15) =P(Y < 15) = 0.96 enquanto
que, com o = 1/2, temos apenas F(15) = 0.81.

Entretanto, o aspecto mais notdvel da Figura 6.15 é exibir claramente o comportamento de
cauda pesada (heavy tail). Para entender este conceito, vamos classificar as distribuicdes que podem
ser simétricas, como no caso da distribui¢do no lado esquerdo da Figura 6.16, ou assimétricas,
como no lado direito da Figura 6.16. Uma distribui¢do simétrica é aquela em que os lados esquerdo



152 Chapter 6. Variaveis Aleatérias Discretas

a=1.0 a=1/2

1.0
1.0

04 08 08
I
06 08

04

02
1
0.2
|

0.0
0.0

120 120

Figure 6.15: Probabilidades F(k) = P(Y < k) de uma distribui¢do discreta de Pareto (ou de Zipf)
com o = 1 (esquerda) e a = 1/2 (direita). A escala do eixo vertical ¢ a mesma nos dois casos.
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Figure 6.16: Distribui¢des simétrica (esquerda) e assimétrica (direita).

e direito da distribuicdo estdo aproximadamente equilibrados em torno de um ponto central. Pode
ser provado que, no caso simétrico, este ponto central coincide com o valor esperado E(X). As
caudas da distribuicdo sdo as partes a esquerda e a direita, distantes do centro. A cauda € a parte
onde os valores de P(X = k) tornam-se menores. Para uma distribui¢do simétrica, as caudas a
esquerda e a direita sdo igualmente equilibradas, significando que as probabilidades P(X = k)
tém aproximadamente o mesmo decaimento nas duas direcdes. No caso assimétrico, a cauda da
distribui¢cdo num dos lados € mais longa do que no outro lado. No caso da Figura 6.16, o lado
direito espalha-se mais que o lado esquerdo e dizemos que temos assimetria a direita.

Nos graficos da Figura 6.14, vemos que as distribui¢cdes de Pareto sdo inclinadas e assimétricas
a direita. Isto é, sdo aglomeradas a esquerda e com uma “cauda” estendendo-se para a direita. No
caso da distribuicdo de Pareto, esta cauda a direita concentra muita probabilidade mesmo que isto
ndo transparega ao olhar a Figura 6.14. Olhando os graficos da Figura 6.15, podemos perceber
como a distribui¢do de Pareto com o = 1/2 cai tdo lentamente que mesmo valores muito grandes
de k ainda possuem probabilidade ndo desprezivel. Na Figura 6.14 parece ndo haver massa de
probabilidade P(X = k) com relevancia pratica para k > 10 nos dois casos (@ =1 e a = 1/2).
Entretanto, nos dois casos, ainda existe uma probabilidade nio desprezivel de que vejamos valores
de X maiores que 10. Temos P(X > 10) =0.06 no caso o =1 e P(X > 10) =0.24 no caso ¢ = 1/2.
Isto €, se vocé gerar uma v.a. Pareto com o = 1/2 no computador, a chance de observar um valor
que 10 € de 25%.

Bem, talvez este efeito acabe logo. Por exemplo, serd que podemos ter uma Pareto com o = 1
ou com & = 1/2 gerando nimeros que dificilmente passem de 20. Assim, a Pareto geraria valores
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mas eles ndo se espalhariam para muito longe da regido onde a maioria deles estaria concentrada.
Na verdade, isto ndo acontece. Temos P(X > 20) = 0.03 para @ = 1 e P(X > 10) = 0.16 para
o = 1/2. Indo bem mais longe, especialmente no caso o = 1/2, leva a resultados surpreendentes.
Veja a tabela abaixo para alguns valores de P(X > k). Note como a probabilidade P(X > k) cai
muito lentamente. Se simularmos uma Pareto, teremos a maioria dos seus valores sendo pequenos
mas vao aparecer com bastante facilidade valores ordens de grandeza maiores que a maioria dos
dados. Este € o fendmenos da cauda pesada. Nas distribui¢des binomial, Poisson ou geométrica,
nimeros muito maiores que a maioria s30 muito improvaveis, quase impossiveis.

k 101 501 1001 5001 50000
o =11 0.0060 | 0.0013 | 0.0006 | 0.0002 | 0.00005
o=1/2|0.0759 | 0.0340 | 0.0241 | 0.0107 | 0.0033

Exemplos de distribuicées de Pareto

A distribuicdo de Pareto € muito comum em estudos da web. Uns poucos sites possuem milhdes
de paginas mas centenas de milhdes de sites possuem apenas umas poucas paginas. Poucos sites
contém milhdes de links, enquanto a imensa maioria deles ndo possui mais que uma dezena de links.
Centenas de milhdes de usudrios visitam uns poucos sites dando pouca atencdo a bilhdes de outros.
Nio somente na web. A renda do trabalho dos individuos e o patriménio das familias mostram
um comportamento de Pareto. Poucos possuem fortunas, enquanto a maioria possui relativamente
pouco. Distribui¢des de tamanhos, tais como o tamanho de empresas e o tamanho das cidades no
mundo também mostram um padrdo de Pareto.

Numa operadora de planos de saide, a maioria dos clientes ocasiona um custo anual irrisério
mas uns poucos individuos sdo responsaveis por uma quantidade desproporcional do custo total. Em
[3], encontramos o resultado tipico da concentracdo dos gastos de satde. Ordenando os individuos
pelo que custaram as seguradoras nos EUA e tomando o grupo de 1% dos que mais tiveram gastos,
verifica-se que este pequeno grupo consumiu 27% do gasto total anual. O grupo dos top 5%
cosnumiram 55%, enquanto os top 10% consumiram 69% do total. Outro exemplo é em relacdo a
frequéncia das palavras numa lingua qualquer. Algumas palavras sdo usadas com grande frequéncia
mas maioria possui uma frequéncia bastante pequena.

Todos estes sdo casos de extremo desequilibrio, em que a maioria dos valores sdo relativamente
pequenos mas existe uma cauda pesada persistentemente gerando valores ordens de grandeza acima
da maioria. S@o todos eles candidatos a serem modelados pela distribuiccao de Pareto, seja em sua
versdo discreta como vimos aqui, seja na versdo continua, no préximo capitulo.

Na se¢@o 6.5.6 vamos discutir como verificar se os dados observados seguem uma distribuicio
¢ de Poisson.

Distribuicao de Zipf

A distribuicdo de Zipf é um caso particular da distribuicdo de Pareto, quando o = 0, e ela foi
popularizada em estudos de linguagem pelo americano George Kingsley Zipf (1902—-1950). Zipf
achou uma regularidade estatistica em textos escritos em diferentes linguagens. Considerando
uma grande cole¢do de textos em um idioma qualquer, ele notou que algumas palavras aparecem
pouco, sdo raramente usadas. Outras aparecem com grande frequéncia. Por exemplo, na tabela
abaixo, extraida de www.linguatec.pt, temos algumas das palavras mais frequentemente usadas
no portugués brasileiro, bem como algumas palavras menos usadas. A tabela mostra a posi¢do (o
posto ou rank) de algumas palavras na segunda coluna. Por exemplo, a preposi¢cdo de é a mais usada
no portugués e por isto ela tem o posto 1. O artigo a é a segunda palavra mais usada e portanto tem
o posto 2. A palavra ser tem o posto 27, amor ocupa a posi¢ao 802, e assim por diante. A terceira
coluna mostra a frequéncia da apari¢do dessas palavras por milhdo de palavras. Assim, a palavra de
aparece numa média de 79607 vezes em cada grupo de 1 milhdo de palavras num texto. A palavra
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palavra posto (rank) | frequéncia
de 1 79607
a 2 48238
ser 27 4033
amor 802 174
chuva 2087 70
probabilidade 8901 12
iterativo 14343 6
algoritmo 21531 3

Table 6.1: Posto (ou rank) de algumas palavras e frequéncia de sua aparicdo por milhdo de palavras
em textos de portugués brasileiro

chuva ocupa a posi¢ao 2087 e s6 aparece com frequéncia de 70 vezes em cada milhdo de palavras.

Imagine o seguinte experimento aleatdrio: primeiro, apds processar uma grande quantidade de
textos, ordene as palavras do idioma de acordo com o seu posto. A seguir, escolha uma palavra
completamente ao acaso de um texto. Seja Y o posto (ou rank) dessa palavra escolhida ao acaso. Se
Y =1, significa que a palavra escolhida ao acaso € a palavra mais frequente. Se Y = 17, a palavra
escolhida é a 17 mais frequente. Zipf verificou que existia uma grande regularidade na chance de
escolher a palavra de rank k. Ele descobriu que P(Y = k) é aproximadamente proporcional a 1 /k.
Assim, de forma aproximada, temos

PY=2) « 1/2
P(Y=3) o 1/3, eetc.

Se a distribui¢do de Zipf for um bom modelo para os dados de um idioma devemos ter

C C

Esta € uma distribuicio de Pareto com o = 0. Na pratica, costuma-se encontrar o == 0.

Como verificar se a distribuicdo é Pareto?

Por causa da extrema assimetria presente na distribui¢io de Pareto, ndo é apropriado usar direta-
mente o grafico da fungdo de probabilidade como aqueles da Figura 6.14. Voltando aos dados da
tabela 6.5.6, sabemos pela visdo frequentista de probabilidade, sabemos que n; = 10°P(Y = k) é
aproximadamente igual 4 frequéncia (por milhdo) da palavra de posto k. Isto é, a terceira coluna da
tabela com a frequéncia empirica n; deveria ser aproximadamente igual a 10° vezes a probabilidade
P(Y = k). Se o modelo Zipf-Pareto for adequado, teremos

C

ne ~ 10° P(Y = k) = 10° e

Ao tomarmos log dos dois lados teremos:

log(ny) ~ log(10°) +log(P(Y = k)) = (log(10°) +1log(C)) — (1 + &) log(k) = a — blog(k).

a b

Assim, se Zipf-Pareto é adequado, um plot de logny versus log(k) deveria ser aproximadamente
uma linha reta com intercepto a = 61log(10) +log(C) e inclinagdo —b = —(1 + «).
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Figure 6.17: Grafico do posto k versus a freqéncia n; para algumas palavras do portugués (es-
querda). O grafico da direita mostra os mesmos dados num gréfico log-log (isto €, os pontos sdo
(log(k),log(ng)). A reta foi obtida pela técnica de minimos quadrados (ver capitulo ??) e € igual a
log(ng) = 11.51 —0.9991og(k)).

Vamos checar se isto ocorre olhando os dados das palavras do portugués brasileiro que estdo da
tabela 6.5.6. O resultado estd na Figura 6.17.

Como identificar se um modelo Pareto € um bom ajuste para dados sobre os valores discretos
{12,...}? Como vimos, uma maneira é contar o nimero de vezes n; que o valor k aparece numa
amostra. A seguir, fazemos um gréfico de log(k) (no eixo x) versus o log da frequéncia log(n;) (no
eixo y). Se o modelo Pareto for adequado,devemos observar aproximadamente uma linha reta neste
plot.

Embora esta seja uma técnica simples e util, temos uma maneira mais efetiva de checar se
a distribuicdo de Pareto € um bom modelo para os dados. Usamos a distribuicio acumulada
F(x) =P(Y < k) para isto. Veremos esta técnica mais efetiva quando estudarmos a Pareto no caso
continuo no prgximo capitulo.

Text classification and the multinomial distribution

This section presents another example of the multinomial distribution in action in the problem of
text classification. It is a basic building block model for more sophisticated models aimed at the
same task. We will describe the main aspects of a basic model, the bag of words, by glossing over
the details and practical problems that need to considered in a data analysis. However, the main
probabilistic aspects will be covered and explained.

Imagine uma grande colecdo de textos (chamada de corpus), tais como artigos de jornal, em
que cada documento ¢ classificado em um de 3 t6picos: esporte, politica ou outros. Esta cole¢do
é uma amostra de textos e cada um deles foi classificado manualmente em uma das 3 categorias
possiveis. Isto exigiu uma grande quantidade de homem-hora de trabalho. O objetivo agora é
usar esta amostra de textos rotulados pelas suas categorias para criar uma regra de classificacio
automatica. Qutros textos ndo considerados, tais como textos a serem escritos no futuro ou outros
textos da base de dados devem ser classificados em uma dessas 3 categorias de sem interevengao
humana. Vamos extrair informacao sobre as trés categorias a partir da colecao de textos rotulados e
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All models are wrong, but some are A2 All models are wrong, but some are
useful. 1 - 7 ) useful.

AZQUOTES AZQUOTES

Figure 6.18: George Box e alguns de seus aforismos.

usar esta informacdo para criar uma regra de classificacdo. Vamos fazer isto usando a distibui¢do
multinomial para modelar os textos.

Textos como sequéncia de palavras. Considere um dos tépicos. Por exemplo, esporte. Vamos
pensar num modelo generativo de um texto de esporte. O texto serd gerado como uma sequéncia
de palavras escolhidas ao acaso de uma lista ordenada de palavras. Ignorando por enquanto alguns
detalhes praticos, vamos chamar essa lista ordenada de D palavras distintas da lingua portuguesa de
vocabuldrio. A escolha das palavras que vao compor o texto € feita independentemente uma das
outras. Associamos uma probabilidade 6; a palavra i do vocabuldrio.

Um dado com D faces Podemos imaginar um “dado” com D faces, cada face representando uma
das palavras distintas do vocabuldrio. A chance de escolher a palavra i é a probabilidade 6; do
“dado” produzir a face i.

palavra-face 112 ]...| D | Soma

probabilidades | 8; | 6, | ... | Op 1
O texto € gerado rolando o “dado” sucessivamente ¢ independentemente. Assim, um texto de
esportes poderia ser gerado a partir desse modelo produzindo, por exemplo, o seguinte resultado:
gol, Neymar, jogo, gol, cheio, gol, etc.

Modelo nio é realista. Obviamente, é muito pequena a chance deste modelo generativo gerar
um texto minimamente similar a um texto real. A sequéncia de palavras a ser gerada dificilmente
terd a estrutura sintatica do portugués e nem terd um sentido semantico. E surpreendente que
ele seja util embora seja tdo simples e tdo flagrantemente falso como modelo para geracdo de
textos da realidade. Este é um dos melhores exemplos do belissimo aforismo do estatistico George
Box (Figura 6.18): “All models are wrong, but some are useful”. Existe at¢é mesmo uma pdgina
na wikipedia inteiramente a este aforismo: https://en.wikipedia.org/wiki/Al1l_models_
are_wrong. O que ele quer dizer é que todos os modelos estatisticos descrevem o mundo de
forma muito simplificada e portanto falsa. Entretanto, apesar disso eles geram predi¢cdes tteis e
servem para capturar aspectos essenciais do problema. Todos os modelos reduzem drasticamente
as complexidades do mundo de forma que eles sejam matematicamente trativeis. As put by
[velos02019search], “these constraints come in the form of assumptions that seek to capture
the probabilistic essence of the process. The objective is to formulate a simple, but not trivial,
mathematical structure representing the essential and most relevant aspects of the phenomenon.
Similar to a caricature, a good probabilistic model is not a faithful and perfect picture of an
individual, but a sketch that reproduces and even amplifies or exaggerates the most salient features
in order to make it easily recognizable.”

A lista de probabilidades vai variar de tépico para topico. A lista de D palavras distintas (o
vocabuldrio) € a mesma para todos os topicos. Entretanto, cada tépico vai atribuir probabilidades
diferentemente. No topico esporte, as palavras gol, jogador; rede terdo probabilidades 6; maiores
que sob os topicos politica e outros.

Obtendo as probabilidades de cada tépico As probabilidades das palavras de cada tépico sdo
obtidas a partir das frequéncias simples calculadas na cole¢do manualmente rotulada. Tome todos
os documentos da cole¢@o que foram classificados como esporte. Coloque todas as palavras usadas



https://en.wikipedia.org/wiki/All_models_are_wrong
https://en.wikipedia.org/wiki/All_models_are_wrong

6.6 Text classification and the multinomial distribution 157

nos textos num saco de palavras (modelo bag of words). Se a palavra gol aparecer 523 vezes ao
longo dos textos, 523 cépias da palavra gol serdo colocadas no saco de palavras. Conte quantas
vezes cada uma das D palavras do vocabuldrio aparece no saco de palavras e divida pelo ndmero
total de palavras dentro do saco de maneira a obter propor¢des que somam 1. Por exemplo, se a
palavra gol aparece 1.5% das vezes dentro do saco esporte entdo 6,,; = 0.015. Isto € repetido para
cada t6pico criando um saco de palavras diferente e portanto diferentes probabilidades ;.

Evitando 6; = 0 Geralmente, muitas palavras do vocabuldrio terdo 6; = 0 ao fim desse pocesso de
estimacdo de probabilidades. A razdo € que, por exemplo, a palavra inefdvel pode nao ter aparecido
nem uma Unica vez na colegdo esporte. Palavras de uso muito infrequente num tépico terdo
associadas probabilidades iguais a zero. Isto indicaria que esta palavra nunca poderia aparecer no
futuro num texto de esporte. Uma colecdo de textos de esporte, mesmo que bem grande, terd zero
ocorréncias de muitas palavras que, embora improvaveis num texto de esporte, ndo sao impossiveis.
Queremos evitar que esta impossibilidade futura apareca no nosso modelo.

Uma solugdo simples é colocar uma cépia de cada uma das D palavras distintas do diciondrio
no saco de palavras, além das proprias palavras vinda da colecio de textos de esporte. Suponha
que existam D palavras distintas e a colecao de textos tem um total de M palavras. A palavra i
aparece m; vezes na colec¢do, onde m; pode zer igual a zero. Adicionamos uma cépia da palavra i
no saco de modo que ele possui m; 4+ 1 ocorréncias da palavra i. Mesmo que m; = 0, teremos pelo
menos uma ocorréncia da palavra i. Além disso, o saco de palavras possui um total de M palavras
(vindas dos textos) e mais D palavras, uma cOpia para cada palavra do diciondrio. Assim, existe
um total de M + D palavras no saco. Ao invés de estimar 6; pela fragdo m;/M, use o estimador
6; = (m;+1)/(M + D), a frequéncia relativa da palavra i neste saco enriquecido com as cépias.
Este estimador é chamado estimador de Laplace. Veja que, se m; = 0, teremos 6; = 1/(M + D),
um valor bem pequeno mas estritamente maior que zero.

Completando o dicionario. Mesmo com um diciondrio bem extensos podem surgir novas palavras
que ndo estavam listadas. Novas girias, palavras estrangeiras, abreviagdes modernas, nomes de
pessoas ou lugares, todas sdo palavras que podem ndo fazer parte do diciondrio inicial. Existem
varias solucdes para isto mas uma solugdo bem simples para implmentarmos aqui é acrescentar uma
pseudo-palavra UNK (de “unknown”) no diciondrio que represente todas estas situacdes. Assim,
todas as vezes que, ao percorrer os textos rotulados como esporte, encontramos qualquer palavra
nova que ndo estava no diciondrio, uma cépia da pseudo-palavra UNK no saco de palavras. Na
pratica, UNK transforma-se numa (pseudo)-palavra do diciondrio representando todas as palavras
ndo listadas. Existem solu¢des melhores mas esta vai servir para nossos propositos.

As probabilidades de cada tépico Suponha que as probabilidades das D palavras distintas do
vocabulario foram estimadas usando o estimador de Laplace em cada umas das trés colecio de
textos, de esporte, de politica, e outros. O resultado estd numa tabela:

palavra 1 2 |...| D | Soma
61;, esporte 011|012 | ... ] Oip 1
6,;, politica || 621 | 62 | ... | 62p 1
0;;, outros 0351 | 63 | . 6:p 1

Um novo texto aparece e desejamos classificd-lo automaticamente numa das trés categorias.
Usamos a distribui¢do multinomial para isto.

Classificando um novo texto O novo texto tem M palavras ao todo, algumas repetidas varias
vezes ao longo do texto:

Novo texto = (x1,X2,X3,-..,Xp)

onde x; € a palavra j do novo texto. Usando o modelo bag of words, qual a probabilidade deste novo
texto ter sido escrito usando as probabilidades 6;; do tépico esporte? Seja N; o nlimero aleatério de
vezes que a palavra i do diciondrio vaiaparecer no novo texto. Se o texto é de esportes e o modelo
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bag of words for valido, temos uma multinomial para estas contagens:
N = (N],Nz,...,ND) ~///(M;(61,...,GD))

A probabilidade do texto Suponha que as contagens efetivamente observadas no novo texto foram
os inteiros n1, ny, etc. Calculamos agora a probabilidade de observarmos este novo texto dado que
topico é esporte:

!
IF’(N: (ni,na,...,np)| esporte) = ”79{111 05 ...6p

nilm!...np!
Fazemos o mesmo calculo para os outros dois tépicos:

n!

P(N = (ny,ny,...,np)| politica ) = '9511‘ 03 ...655
D -

I’l]!nz!...l’l

n! "
1 n np
0;] 655 ...65)

P(N = (ny,ny,...,np)| outros ) = PP B—

Observe que a constante multinomial envolvendo os fatoriais € a mesma nos trés casos acima.
Evitando calcular a constante Podemos fixar uma das categorias-tépico como referéncia e com-
parar as probabilidades relativamente a esta categoria-base. Por exemplo, suponha que fixemos a
categoria esporte e calculamos duas razdes. A primeira delas:

P(N = (n1,na,...,np)| politica )

P(N = (n1,na,...,np)| esporte )

)
611/ "\ 6ip i1 \ 01

A constante desapareceu. Se a palavra i ndo aparecer no novo texto (e portanto n; = 0), entdo o
fator (6,;/6;;)™¢é igual a 1 e ndo precisa ser calculado. Como provavelmente a maioria das palavras
do diciondrio ndo vai aparecer no novo texto, os cdlulcos ficam bem simplificados.
Usando as razoes

Calculamos também a segunda razdo:

P(N— (n1,n2,...,np)| outro)

P(N = (ny,ny,...,np)| esporte )

Yo.e =

Suponha que r, . seja maior que 1. Por exemplo r,, . = 4.3. Isto significa que a chance de ter estas
contagens 711, n, etc. (isto é, ter este novo texto) quando o tépico € politica é 4.3 vezes maior que a
mesma chance quando o tépico € esporte:

P(N = (ny,ny,...,np)| politica ) = 4.3 P(N = (n,n2,...,np)| esporte )

Se r, . for menor que 1, o raciocinio € o oposto. Por exemplo, r,, . = 0.1, a probabilidade do texto
sob o tépico politica é 10 vezes menor que a mesma probabilidade sob o tépico esporte.
Tomando decisoes Uma regra de decisdo entdo pode ser a seguinte:
e Caso max{rp.e, Fo.e} < 1, atribua o novo texto a categoria de referéncia esporte.
e Caso max{rl“27 Fo.e} > 1, atribua o novo texto a categoria-numerador que leva a0 maximo
das razdes.
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e Caso max{rp_e, Yo} = 1, ndo existe evidéncia suficiente no novo texto para alocar a uma das
categorias. Pode-se escolher ao acaso uma das categorias que compdem uma razdes que é
igual a 1.
Esta regra de decisdo funciona bem em vérios casos mas em algumas situacdes ela pode (e deve)
ser melhorada. A questdo estd relacionada a diferenca entre P(A|B) e P(BJA).
Qual probabilidade queremos? Nossa regra de decisdo € baseada na comparacio de probabili-
dades como

P(N = (ny,na,...,np)| esporte )
Mas o que realmente gostariamos de saber é o valor da probabilidade inversa:
P ( esporte [N = (ny,na,...,np))

A primeira probabilidade calcula a chance de ter o texto novo DADO que ele foi escrito na categoria
esporte. A segunda probabilidade calcula a chance de que o texto seja da categoria esporte DADO
que ele possui a configuracdo de palavras observada. Em geral, estas probabilidades ndo sdo iguais
e, na verdade, podem ser bem diferentes.

Calculando a probabilidade inversa Podemos usar a regra de Bayes para inverter as probabili-
dades de interesse. Por exemplo,

IP’(N: (n17n27"'7nD)‘ esporte) P ( esporte )
P(N = (ny,ny,...,np))

IP’( esporte )N = (”1,”2,-.-,111))) =

P(N = (ny,ny,...,np)| politica ) P politica )
]P)(N: <n17n27"'7nD))

IP( politica (N = (1,12, ,nD)) -

Observe que os denominadores do lado direito das duas expressdes sao idénticos e vao desaparecer
se tomarmos as razdes das probabilidades:

P ( politica [N = (ny,n2,...,np))  P(N=(ny,na,...,np)| politica ) P( politica )
P (esporte [N = (n1,n,...,np))  P(N=(ny,ny,...,np)| esporte ) P( esporte )
P ( politica )

Tpe [P ( esporte )

Deciséao a priori Concluimos que a decisio deve ser baseada na razdo r, . calculada anteriormente
MAS corrigida pelo produto da razdo PP ( politica ) /P ( esporte ). Esta razdo calcula quéo frequente
é a aparigdo de um texto de politica em relacio a frequéncia de um texto de esporte. Por exemplo,
suponha que textos de esporte sejam 100 vezes mais frequentes que textos de politica de forma que
P ( politica ) /P esporte ) = 1.

Atualizando a priori A priori, sem olhar o novo texto, sabemos que existem muito mais artigos
de esporte que de politica. Uma regra de decisdo razodvel, que decida a priori, sem nem olhar o
texto novo, é alocar qualquer texto que surja a categoria esporte. De posse do novo texto, olhando
a configuracdo das palavras, podemos mudar a nossa regra de decisdo a priori alocando o texto
novo a politica. Mas esporte é tdo frequente que vamos fazer isto apenas se a evidéncia a favor
de politica no novo texto for bem forte. Por exemplo, se r,. = 1.1, hd alguma mas ndo muita
evidéncia favordvel a politica. Afinal, isto significa que a chance de ter a configuracdo de palavras
do texto novo quando o tépico € politica é apenas 10% maior que a mesma chance quando o tépico
é esporte.
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Com esporte sendo 100 vezes mais frequente que politica em geral e com o novo texto tendo
rp.e = 1.1 obtemos

P ( politica [N = (ny,n2,...,np)) . P(politica) 1.1 _ 0011
P (esporte [N = (n1,n,...,np)) 7 P(esporte) 100

Isto €, a chance de ser de politica continua sendo aprox. 100 vezes menor que a chance de ser de
politica mesmo sendo r, . > 1. Continuamos a atribuir o texto a esporte.

Um problema numérico Seja (6,...,0p) um vetor onde 6; é a probabilidade da palavra i do
diciondrio ser usada num texto de certo topico (esportes, digamos). As probabilidades somam 1.
Um texto especifico € analisado e voc€ obtem as contagens ny,...,np de modo que n; é o nimero de
vezes que a palavra i do diciondrio apareceu neste texto. Dado que o texto é realmente de esportes,
a probabilidade de que ele tenha estas contagens é dada pelo modelo multinomial:

n!

IP’(N:(n1,nz,...,nD)]esporte> = |91’” 0,%...6,"

ni'np!...np
Ja vimos que a constante ndo precisa ser calculada e portanto seu problema € obter o valor numérico
da expressdo

D
0" 6%...6;" = HOI-”"
i=1
O ndmero D de palavras do vocabuldrio ¢ muito grande. A maioria das probabilidades 6; sdo
nimeros préximos de zero. O produto de muitas delas elevadas a poténcia n; rapidamente leva ao
limite de precisdo numérica da maquina. Acabamos tendo underflow e o produto é transformado
em 0. Um exemplo ilustrativo:

pl = runif(1000) # mil numeros aleatorios entre 0 e 1

# padronizando para que pl tenha probabilidades somando 1
pl = p1l/sum(pl)

# gerando 1000 contagens entre 1 e 100 ao acaso

contagens = sample(1:100, 1000, replace=T)

# calculando theta™n

aux = (pl)~contagens

# obtendo o seu produto: retorna 0O

prod (aux)

(11 o

Solu¢ao: tomar logs O truque para fazer este célculo € usar logaritmos. Na escala log, produtos
sdo transformados em somas e, por isto, costumam ficar muito mais estdveis numericamente.

logPP(texto) = log <IP’ <N = (n1,ny,...,np)| esporte ))

cte. +1og (6;"") +1og (6,%) +...+ (657)
= cte.+n1log(6;)+n2log(6:)+...+np(6p)
D
= cte.+ ) n;log(6;)
i=1

Na pratica, a constante pode ser ignorada (e ndo precisa ser calculada) pois ela serd a mesma em
todos os topicos (esportes, politica, etc). Em R:
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1pl = log(pl)
aux = contagens*lpl
sum(aux)

# sendo mais sintetico em R, em uma unica linha de comando
sum(contagens * log(pl))

Em geral, queremos calcular a probabilidade de observar um certo texto dado que ele é de
politica dividida pela probabilidade de observar este mesmo texto dado que ele é de esportes. Esta
razdo éigual arp,.:

P(N = (n1,na,...,np)| politica )

e = P(N = (ny,na,...,np)| esporte )

- (o) (o)
011 "\ 6ip

D76\
- 11(3)

O mesmo truque de tomar logaritmos aplica-se aqui. A constante ja desapareceu e usando
logaritmos, temos

0,

D n; D
1og<rp.e>:210g<a) — Y s (log(65) — log(61,))
i=1 L i=1

Se p1 e p2 sao os vetores de probabilidades dos dois tépicos em R, basta escrever
sum(contagens * (log(pl)-log(p2)))

Este valor estd na escala log. Assim, r, . > 1 implica em log(rp‘e) > 0 enquanto que rp, < 1
implica em log(r,..) < 0.

Comparacado entre as distribuicoes

Poisson x geométrica x Pareto: qual a diferenca mais relevante entre elas? Todas sdo distribuicdes
sobre os inteiros positivos. A principal diferenca estd no comportamento na cauda:

e Poisson tem cauda curta, valores com probabilidades significativas estdo concentrados em

uma faixa estreita torno de sua esperanca E(Y) = A.

e Pareto gera facilmente valores muito grandes, ordens de grandeza maiores que E(Y).

e Geométrica é um caso intermedidrio.

Comparando as trés:

e Poisson:

PY =k+1) e 2% /(k+1)! 2
P(Y=k) e *Ak/k!  k+1

—0

se k —oo. Isto § P(Y =k+1) <<<P(Y =k) se k é grande.
e Geométrica:
PY=k+1) (1-6)*g

PY =k _ (1-0)0 <5

constante em k. Isto é, P(Y =k+1) = (1 — 0)P(Y = k), uma queda geométrica ou exponen-
cial.
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e Pareto:

PY=k+1) [ k \°
P(Y =) _<k+1> —1

Isto ¢ P(Y =k+ 1) =~ P(Y = k) se k é grande, uma queda muito lenta.



7.1

Infroducédo

Temos dois tipos principais de varidveis aletdrias: discretas, vistas no capitulo anterior, e continuas,
que veremos neste capitulo. A especificacdo informal de uma v.a. continua direiadireiadireia
continua sendo como no caso de uma v.a. discreta, a combinacao de duas listas. Informalmente,
temos

Definition 7.1.1 — V.A. continua. Uma varidvel aletéria é chamada continua quando ela for
especificada com:

e um ou mais intervalos da reta real que compde o conjunto dos valores possiveis.

e uma funcéo densidade de probabilidade f(x) definida neste intervalo.
A tnica restri¢do € que a densidade f(x) deve ser maior ou igual a zero para todo x e sua integral
sobre o intervalo de valores possiveis deve ser igual a 1.

Considere o gréfico da fun¢do f(x) na figura 7.1. Ela tem valores maiores que zero apenas
entre -5 e 15. Além disso, a integral de f(x) no intervalo (—5,15) (isto é, a drea total sob a curva,
entre (—5,15)) vale 1. Dessa forma, a fungdo f(x) pode representar a densidade de probabilidade
de uma v.a. continua X que pode assumir qualquer valor no intervalo real (—5,15).

No caso continuo, probabilidades estdo associadas com areas sob a funcio densidade:

P@e@¢»=£}mw

A Figura 7.2 mostra como as probabilidades sio calculadas no caso continuo. As regras usuais de
probabilidades sdo vdlidas, claro. Por exemplo, o evento X pertencer a dois intervalos disjuntos, tal
como [X € (1,2) ou (4,5)], é a unido de dois eventos disjuntos, [X € (1,2)]U[X € (4,5)]. Eles sdo
disjuntos pois X (@) ndo pode estar a0 mesmo tempo em (1,2) e em (4,5). Assim,

P(X € (1,2) ou (4,5)) = P(X € (1,2)) + P(X € (4,5)).

Olhando o gréfico de f(x) sabemos quais as regides da reta real com probabilidade mais alta:
sdo aquelas regides que possuem maior drea abaixo da curva f(x). A ideia intuitiva é que a fungio
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025
I

densidade f(x)
0.20
I

005

0.00
I

Figure 7.1: Exemplo de um fun¢@o densidade de probabilidade f(x). Ela é maior ou igual a zero e
sua drea abaixo da curva é igual a 1.

Pl

'F[ KJ" Area= Prdrebs H'l a.ff -\"'-.\.
7h P(o.20 X< 030)

Figure 7.2: Probabilidades sdo dreas sob a func¢éo densidade f(x).
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Figure 7.3: Exemplos de algumas das principais densidades de probabilidade de v.a.’s continuas:
beta, Cauchy, gamma (linha superior) e normal, Pareto e qui-quadrado (linha inferior). Cada curva
é uma densidade obtida variando os pardmetros da distribuigao.

f(x) mostra como a probabilidade total (igual a 1) foi distribuida no eixo real indicando quais
regides tem mais chance de produzir um resultado para X (as regides com f(x) mais altos) e quais
as regides com pequena probabilidade de gerar um valor de X (regides onde f(x) ~ 0).

Voltando a densidade da Figura 7.1, considere os quatro intervalos (—5,—2.5), (—2.5,0),
(5,7.5) e (7.5,10), todos de igual comprimento. Qual tem a maior probabilidade? Isto é, com-
parando as probabilidade de que X venha de cada um desses intervalos, qual delas é a maior de
todas?

o P
o P

P

P(X € (7.5,10))

Devemos olhar para a drea debaixo de f(x) em cada um desses intervalos. Neste caso, claramente
P(X € (—1.0,1.5) é a maior probabilidade dentre estas quatro enquanto P(X € (—5,-2.5)) é a
menor de todas.

A Figura 7.3 mostra exemplos de algumas das principais densidades de probabilidade de v.a.’s
continuas. Indo da esquerda para a direita, vemos exemplos de densidades das distribui¢cdes beta,
Cauchy, gamma (linha superior) e normal, Pareto e qui-quadrado (linha inferior). Cada curva é uma
densidade obtida variando os pardmetros da distribuigao.

Mesmo quando a varidvel nao for continua, uma aproximagdo com uma distribui¢do continua
pode ser util. Imagine uma amostra de 5000 lotes que constituem uma fazenda e onde se cultiva
somente soja. Seja y; a colheita do lote i. E muito pouco pratico e um tanto sem sentido trabalharmos
com uma distribuic@o discreta para uma situagdo como essa. Mesmo que estejamos interessados
apenas nos 5000 lotes (um nimero finito de valores), é mais 1til assumirmos que as colheitas dos
lotes sdo os resultados de 5000 realizacdes de uma certa varidvel aleatdria continua que possui uma
forma simples e ja conhecida.

Qual seria a densidade desta v.a. Y? Para saber isto, fazemos um histograma padronizado
(com drea total = 1) como na Figura 7.4. Quebre o eixo horizontal em pequenos intervalos de
comprimento A. Em cada pequeno intervalo i, conte o nimero #n; de elementos em sua amostra que
cairam no intervalo. Levante uma barra cuja altura seja igual a esta contagem. Este € o histograma
ndo padronizado e que estd no gréfico a esquerda na Figura 7.4. O histograma padronizado tem
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Figure 7.4: Histograma simples e padronizado.

drea total = 1. Para isto, basta dividir cada barra pelo valor constante nA produzindo barras com
altura = n;/(nA). O resultado estéd no grafico a direita na Figura 7.4. No histograma padronizado,
sobreponha uma densidade candidata. O histograma se parece com uma certa densidade de uma
distribui¢do chamada gaussiana (ou normal, N(9,4)) cuja densidade é a curva em vermelho. Isto
significa que a distribuicdo real serd aproximada por esta distribuicdo normal. Veremos mais tarde
como escolher uma distribui¢do candidata e testar se ela se ajusta bem aos dados.

De fato, esta ¢ uma maneira prética, rdpida e eficiente de achar uma densidade candidata. Apds
conhecer as principais distribui¢des, teremos uma certa colecio de possibilidades para propor uma
densidade candidata ao olharmos para o histograma e enxergarmos de forma aproximada a forma
das densidades que conhecemos. E claro que o histograma pode ter uma forma muito estranha, que
ndo se pareca com as formas das distribui¢des basicas. Nestes casos podemos apelar para misturas
dessas distribuicdes bésicas (ver capitulo 77?).

Mas vamos primeiro ver como enxergar as distribui¢des bdsicas nos histogramas. A Figura 7.5
mostra o histograma padronizado de amostras de tamanho 1000 compostas por dados simulados
no computador. Como eles foram simulados, temos certeza sobre qual foi a distribui¢io geradora
em cada caso. Comec¢ando da linha superior e indo da esquerda para a direita, estas distribui¢des
foram a exponencial, log-normal, uniforme e beta, respectivamente. As linhas vermelhas sao as
respectivas densidades de probabilidade. Podemos ver que, de fato, os histogramas possuem o
mesmo formato que as densidades. Ou seja, olhar para o histograma deveria sugerir a forma da
densidade de probabilidade.

Na prética, ndo temos as linhas vermelhas da Figura 7.5 pois ndo conhecemos a densidade de
probabilidade que gerou os dados que estamos analisando. Saber que olhar para o histograma da
uma boa indicacdo de qual é esta densidade desconhecida é uma maneira de aprender diretamente
dos dados o mecanismo oculto que estd produzindo os dados observados.

Qual a justificativa para esta proximidade entre o histograma e a densidade de probabilidade de-
sconhecida? Seja f*(x) a densidade verdadeira que gerou os dados. Em geral, f*(x) é desconhecida.
Seja f(x) a densidade de uma distribuigdo retirada do nosso limitado catdlogo de distribui¢cdes
conhecidas, que possuem nomes proprios e que sdo bem estudadas. Se o histograma da amostra é
bem aproximado por f(x) entdo acreditamos que f(x) ~ f*(x). Por qué?

Para responder, seja (yo — 6/2,y0+ 8/2) um pequeno intervalo do histograma centrado em yj
e de pequeno comprimento 6. Podemos aproximar a drea debaixo da curva pelo retdngulo com
base § centrada em yy e com altura f*(yo):

yo+6/2

PIY € 00=8/230+8/2)= [ L0 dv ().



7.2

7.2 F(X) no caso continuo 167

exponencial Log-normal

densidade

00 02 04 06 08
densidade

00 02 04 06 08

dados dados

uniforme (0,1) Beta

12

densidade

08

densidade
1.0 20

0.4

0.0

0.0

00 02 04 06 08 10 02 04 06 08 10

dados dados

Figure 7.5: Histogramas padronizados de amostras obidas de distribui¢des cujas densidades sao
mostradas com a linhas vermelha.

Vamos usar agora a ideia de estimar uma probabilidade pela proporc¢ao de vezes que o evento
acontece num grande nimero de repeti¢des. A mesma probabilidade P(Y € (yo—6/2,y0+ 8/2)
também pode ser aproximada pela fra¢do de elementos da amostra que cairam no intervalo (yyp —

5/27)}0“‘5/2):

#{Y/s € (yo—8/2,y0+6/2)}

PY €(yo—98/2,y0+6/2) =

Igualando as duas aproximagdes para a probabilidade P(Y € (yo — 6 /2,0 + 6/2) e dividindo
por 6 dos dois lados, temos

#HY/se (yo—0/2,y0+6/2)}
né

~ f*(y0)

O lado esquerdo ¢ a altura do histograma no ponto yg. O lado direito € a altura da curva densidade
no mesmo ponto yg. Assim, a altura do histograma no ponto central yg de um dos intervalos é aprox-
imadamente igual a densidade desconhecida f*(yp). Isto é, olhar o histograma é essencialmente
olhar a densidade desconhecida.

F(X) no caso continuo

J4 definimos a fun¢@o acumulada de probabilidade F(x) = P(X < x). No caso continuo, a fungdo
[F(x) associa a cada valor x da reta real toda a drea de sob a curva densidade no intervalo (—oo,x).
Gaste um tempo estudando a Figura 7.6. Do lado esquerdo ela mostra as duas curvas, f(x) e
F(x), em dois plots separados. No de cima, temos a densidade f(x). No de baixo, a distribui¢do
acumulada [F(x). Para qualquer ponto arbitrdrio x da reta, obtemos toda a drea sob a densidade f(x)
até o ponto x. Esta é a drea sombreada no plot superior e ela é igual a P(X < x) =IF(x). Como a
area total € 1, temos um valor entre 0 e 1. Este valor F(x) é colocado no grafico de baixo como a
altura da curva F no ponto x. Note como a altura da curva [F(x) varia a medida que deslizamos o
valor de x a partir da extrema esquerda. IF(x) comega valendo quase zero, refletindo o fato de ndo
haver quase nenhuma 4rea a esquerda de um x na extrema esquerda. A medida que avancamos para
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Figure 7.6: Densidade de probabilidade f(x) e fun¢ao acumulada [F(x).

a direita com x, acumulamos drea no gréfico de cima e a altura de [F(x) sobre até chegar ao valor de
1 (ou assintotar em 1), que € a drea total. O grafico a direita na Figura 7.6 mostra as duas curvas,
f(x) e e F(x), num mesmo plot. Os valores de f(x) sdo lidos no eixo vertical a esquerda, enquanto
os valores de [F(x) sdo lidos no eixo vertical a direita.

Como dreas sob a curva sdo integrais, temos como passar da densidade f(x) para a fungdo
acumulada F(x):

F(x) = P(X < x) = /_ 1 Flt) dt.

Como consequéncia, podemos também reverter este resultado, passando da fun¢do acumulada [F(x)
para a densidade f(x), um resultado cuja prova é imediata a partir do Teorema Fundamental do
Cilculo:

dF(x)
dx

Theorem 7.2.1 Se X é v.a. continua e [F(x) for diferencidvel em x entdo f(x) =

m Example 7.1 — Densidade e Acumulada. Suponha que X seja uma v.a. continua com suporte
7 = (0,) e densidade f(x) = 3e~>*, para x > 0. Para x < 0, e portanto fora do suporte, temos
f(x) = 0. Ver o plot superior na Figura 7.7.

Comecando com o caso mais simples, aquele em que x < 0, pela defini¢do temos

X X
Fx) =PX <9)= [ f@yai=[ odr=o.
Portanto, para um x > 0 arbitrario no suporte, temos

X X
F(x) =P(X <x) :/ f(t)dt = 0+/ 3e M dt=1—e.
Para x > 0, se tomarmos a derivada de F(x) = 1 —e3* encontramos F'(x) = 3¢~, que é
exatamente f(x). Para x < 0, a derivada de F(x) = 0 é F/(x) = 0, que é novamente o valor da
densidade paa x < 0. "
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Figure 7.7: Densidade f(x) e distribui¢do acumulada FF(x) correspondente.

Theorem 7.2.2 Vamos escrever X ~ [ ou X ~ f para denotar que a v.a. possui a distribui¢do
acumulada [F ou a densidade de probabilidade f.

7.3 [E(X) no caso continuo

Ja estudamos a defini¢do e o significado empirico do valor esperado de uma v.a. X no caso discreto.
Suponha que X é uma v.a. discreta com valores possiveis sdo {x;,xs,...}. Observe que o nimero
de valores possiveis pode ser infinito. Entao

E(X) = ZX{P(X :x,-) .

Suponha que temos uma grande amostra aleatéria {X;,X5,...,X,} de tamanho n dessa v.a. A
conexdo semantica entre a defini¢do e a amostra com n valores neste caso discreto é que valor
teérico E(X) deve ser aproximadamente igual 2 média aritmética X = (X + ...+ X,)/n dos n
elementos da amostra.

Definition 7.3.1 — E(X) no caso continuo. Seja X uma v.a. continua com conjunto suporte
% na reta real e densidade de probabilidade f(x). O valor esperado de X € igual a E(X) =

S xf(x)dx.

Ocasionalmente, para algumas distribui¢des esta integral pode ndo existir ou ndo estar definida.
Nestes casos, a v.a. ndo possui valor esperado. Para as distribuicdes mais comuns na pritica da
andlise de dados, este valor esperado existe sem problema algum.

O caso continuo € a versdo discreta levada ao limite. Podemos raciocinar intuitivamente
exatamente como no caso discreto. Particione todo o eixo da reta real em pequenos intervalos
(ou bins) de comprimento A e centrados em ...,x_,X_1,X9,X[,X2,.... Em cada pequeno bin
(xi —A/2,x;+A/2), sabemos que a integral de qualquer fungdo /(x) pode ser aproximada pelo
retdngulo de base A e altura h(x;):

)CrFA/Z
/' h(x)dx = / h(x)dx =~ h(x;)A.
bln,‘ x,-fA/Z

Na verdade, a integral de Riemann € definida tomando a soma sobre todos os bins e levando ao
limite com o comprimento de cada bin indo a zero e o nimero de bins indo a infinito:

/R hx)dx = lim Xi:h(xi)A.

A Figura 7.8 mostra uma curva vermelha representando a func@o h(x). A drea sob a curva é a
integral [ h(x)dx e ela é aproximada pela soma dos retdngulos. Cada retdngulo possui uma base
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Figure 7.8: Integral [h(x)dx onde h(x) é a curva vermelha e ela é aproximada pela soma dos
retangulos de base A e altura igual ao valor de /(x) no ponto central x; da base do retangulo.

de comprimento A e altura h(x}), igual ao valor da fungdo /(x) no ponto central x} da base do
retangulo.

No caso da esperanga de uma v.a. continua com densidade f(x), se fizermos a fungdo genérica
h(x) serigual a xf(x) (isto é, h(x) = xf(x)) entdo a aproximagao acima fica

XH*A/Z
/' xf(x)dx:/ xf (x)dx = x; f (x;)A
bln,‘ x,~—A/2
Mas temos também uma aproximacgao de probabilidades como areas dob a curva densidade de
modo que

x;+A/2

P(X € (xi—A/2,x+A/2)) = / " S s

Assim, podemos obter a seguinte aproximagao para E(X) no caso continuo:

E(X) = /_ny(y)dy

x71+A/2 xo-‘rA/Z X1 +A/2 x2+A/2

= —i—/ xf (x)dx+ xf (x)dx+ xf (x)dx+ xf(x)dx+...
x_1—A/2 xo—A/2 x1—A/2 x2—A/2

cootxo 1 f(xm ) A+ x0f (x0)A+x1 f () A+ x2f (x2) A+ ...
~ ...+x,1P(X€ bin,1)+xoP(X€ bin()) +XIIP)(X€ bin1)+x2P(X€ bin2)+...

Esta dltima expressdo € igual a esperanca de uma v.a. discreta que assume os possiveis valores
.oy X_2,X_1,X0,X1,X2,... com probabilidades P(X € bin;). Isto é, a defini¢do da esperanga no caso
continuo como sendo [ xf(x)dx é apenas a expressao do caso discreto levada ao limite continuo.

Distribuicdo Uniforme

A partir desta se¢do, vamos construir nosso pequeno catdlogo de distribui¢des continuas. Vamos
apresentar algumas das mais importantes distribuicdes continuas com algumas ilustracdes muito
simples sobre seu uso na pratica da andlise de dados. Comecamos com a mais simples de todas, a
distribui¢do Uniforme.
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Definition 7.4.1 — Distribuicdo Uniforme. A distribui¢do uniforme sobre um intervalo (a,b),
com a < b, é definida pela densidade

se x € (a,b). Ver Figura 7.9. No caso de querermos estender a defini¢cdo de f(x) para todo x € R
podemos definir a densidade de forma que ela seja igual a zero fora do intervalo (a,b):

f(x):{ s if x € [a,b]

0, caso contrério.

n Notation 7.1. Se X possui distribui¢do uniforme no intervalo (a,b) escrevemos X ~ U (a,b).

04 06 08 10
| 1

0.2
|

Figure 7.9: Densidade da distribu¢do Uniforme(1,2)

Variando o comprimento do intervalo, f(x) muda. Por exemplo, se X ~ U(3,10) entdo f(x) =
1/7 para x € (3,10).

A distribui¢do uniforme mais famosa é X ~ U(0, 1), definida no intervalo (0, 1). Neste caso,
f(x)=1paraxe€ (0,1). A probabilidade de que X ~ U(0, 1) caia num intervalo (a,b) contido em
(0,1) é a drea sob a densidade uniforme:

P(Xe(a,b)):/ahf(x) dx:/abldx:b—a

Assim, no caso da U(0, 1) a probabilidade de um intervalo (a,b) contido em (0, 1) é o seu compri-
mento. Por exemplo, P(X € (1/2,1)) =1/2eP(X € (0.75,0.78)) = 0.03.

A distribui¢do uniforme U (0, 1) é crucial nos métodos de simula¢do Monte Carlo. Programas de
computador chamados geradores de niimeros aleatérios fornecem uma sucessdo de valores que sio
semelhantes em seu comportamento estatistico a observacdes sucessivas e independentes obtidas
de uma distribui¢do U(0,1). Por exemplo, se gerarmos uma grande nimero de valores U(0, 1)
usando a funcdo runif em R obtemos o quadro abaixo. Ele apresenta a frequéncia f; dentre 100
mil ndmeros aleatérios gerados pelo R que pertencem ao intervalo ; = (0.;,0.(i+1)] i=0,...,9.
Veja como a proporcdo de nimeros em cada intervalo € aproximadamente 0.1, como deveria ser se
os dados seguirem uma U (0, 1). O c6digo usado estd abaixo.

> x = runif (100000)
> intervals = cut(x, breaks = seq(0, 1, by=0.1))
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> table(intervals)

intervals
(0,0.1] (0.1,0.2] (0.2,0.3] (0.3,0.4] (0.4,0.5] (0.5,0.6]
9881 101563 9982 10134 10104 9872

(0.6,0.7] (0.7,0.8] (0.8,0.9] (0.9,1]
9983 9951 9967 9973

A esperanga de uma v.a. X ~ U(a,b) com distribui¢do uniforme em (a,b) é facilmente obtida:

b1 1P 1 [V & (b—a)(b+a) a+b
) /axb—a * b—a/a rax b—a(2 2> 2(b—a) 2

Isto é, a esperanca de uma v.a. X ~ U(a,b) é o ponto central do intervalo (a,b).
m Example 7.2 Se X ~ U(0,1) entdo E(X) = 1/2. Se X ~ U(90,100) entdo E(X) = 95. [

A funcio de distribui¢dao acumulada de probabilidade é também muito facil de ser obtida:

0, sex<a
Fx) =P(X <x)=<{x/(b—a), sea<x<b
1, sex>b

m Example 7.3 A distribuicdo uniforme pode servir para aproximar uma distribuicdo continua
num pequeno intervalo. Por exemplo, atudrios costumam aproximar a distribui¢do idade ao morrer
de um individuo usando este truque. Suponha que € sabido de alguma forma que um individuo
completou seu aniversario de k anos mas faleceu antes de atingir a idade k+ 1. Se X € a idade exata
(continua) ao morrer desse individuo, podemos aproximar X ~ U (x,x+ 1). Isto é, ele pode morrer
em qualquer momento ao longo do ano com igual chance. Nenhum dia ou més ao longo do ano
de morte teria mais probabilidade de acontecer. Esta é uma apoximacao apenas mas costumam
possibilitar varios cdlculos que, de outro modo, seriam impossiveis. Ver [4]. "

m Example 7.4 — Medindo papel. Este exemplo é do livro cldssico de [24]. Quinhentos es-
pécimes de um novo tipo de papel sob teste foram recobertos com um polimero liquido especifico e
em seguida foram enxutos e distribuidos de acordo com seus pesos em cinco categorias. A espes-
sura dos papéis da categoria central foi medida para determinar se eles estavam uniformemente
distribuidos. A espessura da folha era calculada tomando-se uma média aritmética de cinco pontos,
um no centro e nas 4 quinas. Os dados da tabela abaixo representam a espessura dos 116 espécimes
nesta classe central. A mensuracdo estd em unidades codificadas, representando desvios para baixo
ou para cima em relagdo a uma norma.

x 5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6
fi 13 14 8 14 7 5 18 6 10 9 10 12

A Figura 7.10 é um histograma dos 116 valores de espessura da tabela acima junto com o
grafico da funcdo constante f(x) = 1/12 que seria a densidade de probabilidade de uma distribui¢do
uniforme. O valor esperado da altura de uma barra do histograma seria a linha em vermelho caso
a distribuicdo de X fosse uniforme. Para testar se a hipdtese de que a distribuic@o seja uniforme
precisamos de técnicas como o teste qui-quadrado, a ser ensinado no Capitulo ??. Adiantando
este topico, podemos dizer que, apesar da aparente discrepancia entre os dados observados e a
distribui¢do uniforme, os dados sdo perfeitamente compatives com uma uniforme. Isto €, ndo eiste
evidéncia nos dados de que a distribui¢do uniforme ndo tenha gerados estes dados. As diferencas
entre as barras e a linha tedrica sio perfeitamente naturais e plausiveis para uma maostra de tamanho
116. O cédigo para o barplot esta abaixo.
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Figure 7.10: Barplot das propor¢des de papéis que cairam em diferentes intervalos de mesmo
comprimento de acordo com sua espessura média.

counts = c(13,14,8,14,7,5,8,6,10,9,10,12)

freqrel = counts/sum(counts)

barplot (freqrel, names.arg=as.character(-5:6))

abline(h=1/12, lwd=2, col="red")

1-pchisq(sum((counts - 116/12)"2 / 116/12), 11) # p-valor do teste qui-quadrado

Distribuicdo Beta

Existem vérios fendmenos cujas varidveis de interesse tem seus valores limitados acima e abaixo
por nimeros conhecidos a e b. Um exemplo tipico € constituido por dados que aparecem sob a
forma de propor¢ao:

e em cada empresa industrial brasileira é registrada a proporcdo de gastos em saldrios na
producio total durante um ano. Podemos também registrar, por exemplo, a proporcao de
gastos em energia na producio total no mesmo ano.

e arazdo entre o comprimento do fémur e o comprimento total da perna de um individuo.
Veja que estas proporgdes assumem valores no intervalo continuo (0, 1). Elas diferem de outras
proporcdes baseadas em contagens tais como a propor¢ao de sucessos em 10 lancamentos de uma
moeda. Neste caso, a propor¢éo assume um dos valores {0,0.1,0.2,...,0.9,1.0} e assim é uma
variavel discreta. Compare este caso discreto com a situagdo continua nos exemplos acima.

Uma classe de distribui¢des que € rica o suficiente para fornecer modelos para a maioria das
variaveis aleatérias que tém valores limitados € a classe de distribuicdes beta. Ela possui seus
valores concentrados no intervalo (0, 1).

Definition 7.5.1 — DistribuicGo Beta. A varidvel aleatéria X tem distribui¢do beta com
parametros o e f onde &t > 0 e B > 0 se Y tem densidade dada por

Fx) = Cx 1 (1 — )
parax € (0,1). A constante C ¢ tal que a densidade integra 1 no intervalo (0, 1).

» Notation 7.2. Se X possui distribuicdo beta em (0,1) com pardmetros a. > 0 e B > 0 escrevemos
X ~ Beta(a, B).
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Figure 7.11: Densidade da distribucéo Beta(3,5) e Beta(8,2).

Por exemplo, com o =3 e B = 5 temos f(x) = Cx*(1 —x)* (ver gréfico a esquerda na Figura
7.11). Jacom ot =8 e B =2, temos f(x) = C*x’ (1 —x) (gréfico a direita na Figura 7.11). Escreve-
mos a constante como C* neste tltimo exemplo apenas para enfatizar que a constante do primeiro
exemplo ¢é diferente da constante deste segundo exemplo. Pela densidade da Beta(3,5), a regido
que gera um valor com maior probabilidade € bastante ampla, indo de 0.1 a 0.7. J4 a densidade da
Beta(8,2) estd bem concentrada numa faixa bem mais estreita e deslocada para o extremo superior
do intervalo, entre 0.6 e 1.0.

Analisando a expressdo da densidade da distribui¢do beta, vemos que f(x) = Cx* (1 —x)B~!
é o resultado do produto de dois mondmios, o primeiro sendo x*~! e o segundo sendo (1 — x)ﬁ_l.
Por exemplo, com com & =3 e B = 5 temos f(x) = Cx*(1 —x)* sendo obtido com o produto de x*
por (1 —x)*. Note que o primeiro fator, x2, cresce com x, enquanto que o segundo fator, (1 —x)*,
decresce com x. Como os dois fatores atingem zero num dos extremos, o seu produto é zero em
x=0eemx= 1. O produto dos fatores vai subir e depois descer ao longo do intervalo (0,1). O
seu ponto de mdximo e a forma dessa subida e descida sdo controlados pelos parimetros o e f3.
Este raciocinio € valido desde que & > 1 e B > 1. Os outros casos, com valores de o < 1 ou § < 1,
serdo comentados daqui a pouco.

A constante C da densidade de probabilidade € obtida de forma que a densidade tenha area total
abaixo de f(x) igual a 1:

lz/Cxo‘1 ﬁldx

= / X1 —x)Plax
0
donde concluimos que
B 1
Jo x2=1(1 — x)P-Ldx

Pode-se mostrar que esta integral no denominador por ser expressa em termos de uma fungao
matemadtica conhecida como fungido gama e denotada por I'(z):

_ 1 _ Ia+p)
T e (1 —x)f-tdx  D(a)T(B) 7.1)

A fungdo gama I'(z) é uma generalizag@o do fatorial de ndimero inteiro positivo. Isto é, quando z é
um inteiro positivo temos I'(z) = (z— 1)!. Embora néo seja relevante neste livro, a defini¢do da
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funcdo gama € a seguinte:
I'(z) = / v le™dy.
0

A fungdo I'(z) € continua e portanto pode ser imaginada como um tipo de interporlagio entre os
fatoriais dos inteiros. A outra propriedade fundamental da fung¢do gama é que I'(z+ 1) = zI'(z)
para todo z > 0. Ela estd implementada em R e pode ser chamada com o comando gamma:

> gamma(c(4, 4.72, 4.73, 5, 5.25, 6, 7))
[1] 6.00000 15.88223 16.11313 24.00000 35.21161 120.00000 [7] 720.00000

Em geral, a integral no denominador de (7.1) deve ser obtida numericamente a nio ser que o e
B sejam inteiros positivos. Neste caso particular, temos

U 1, (a=1)(B-1)!
/Ox "1 —x)Plax = CEY

A distribui¢@o beta inclui a distribui¢do uniforme pois, se @ =1 e f = 1, teremos f(x) =
Cx'71(1 —x)!=! = C para x € (0,1). Como a integral em (0,1) deve ser 1, temos C = 1. Assim,
f(x)=1parax e (0,1), que é a distribui¢do uniforme.

Quando 0 < & < 1 ou 0 < B < 1 temos uma densidade com um formato bem diferente. Neste
caso, a densidade vai para infinito em pelo menos um dos dois extremos, O ou 1. Por exemplo, se
a=1/2e B =4teremos f(x) = C(1 —x)?/\/x. Quando x — 0 teremos f(x) — oo. Curiosamente,
apesar disso, a rea total sob a fungiio g(x) = (1 —x)3/./x é finita e portanto a constante C pode ser
calculada e uma densidade f(x) realmente existe com as escolhasde @ =1/2e 3 =4.

A Figura 7.12 mostra a grande diversidade de formas tomada pelo grafico da densidade
f(x) da distribui¢do beta em fungdo dos valores dos pardmetros @ > 0 e B > 0. As curvas
no gréfico (1,1) sdo exemplos com & > 1 e B > 1. Eles tém um tinico maximo bem definido
na posi¢do x = a /(o + ). Existe uma simetria nos pardmetros @ e 3. As curvas de, por
exemplo, uma Beta(15,5) e uma Beta(5, 15) sdo uma o reflexo da outra ao redor do ponto central
x=1/2. As curvas no grifico (1,2) sdo exemplos com seu ponto de maximo fixado na posi¢éo
o/(oc+ B) = 0.75 mas com os dois pardmetros crescendo. O efeito de fazer o e B crescerem
mantendo a razdo a /(o + f3) fixa é tornar a densidade cada vez mais concentrada em torno de seu
ponto de maximo. As curvas no gréfico (1,2) sdo exemplos com o = f3. Neste caso, as densidades
sdo simétricas em torno de seu maximo em x = 1/2. Finalmente, as curvas no gréfico (2,2) sdo
exemplos com um dos pardmetros menor que 1 € o caso o = 3 = 1, que equivale a distribuicio
uniforme. No caso em que & = 8 = 1/2, a curva assintota em dire¢do ao infinito nos dois extremos
do intervalo (0, 1) e tem uma forma mais ou menos uniforme na maior parte do miolo do intervalo.
Esta distribui¢@o é muito importante em vérios modelos bayesianos modernos tal como o modelo
Latent Dirichlet Allocation para tratamento de textos. A distribuicao beta com apenas um dos
pardmetros menor que 1, como a Beta(0.5,5) neste gréfico, possui uma assintéta para o infinito
em x = 0 e diminui para zero quando x cresce para 1. O caso f < 1 e & > 1 obedece a simetria do
espelho observada antes. O cédigo R para esta figura estd abaixo.

opar <- par() # make a copy of current settings
par (mfrow=c(2,2), mar=c(1,1,1,1))

x = seq(0,1,by=0.001)
plot(x, dbeta(x,15,5), type="1", ylab="f(x)", axes=F); box()
lines(x, dbeta(x, 10, 10), col="red"); lines(x, dbeta(x, 5, 15), col="blue")
legend("right", c("b(15,5)","b(10,10)","b(5,15)"), 1lty=1,
col=c("black", "red", "blue"))
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Figure 7.12: Graficos da funcdo densidade Beta(a, ) variando os pardmetros a e . Direita,
acima: exemplos com ¢ > 1 e 8 > 1; Esquerda, acima: efeito de fazer o« e  crescerem mantendo
arazdo o/ (o + B) fixa; Direita, embaixo: o = 8 > 1; Esquerda, embaixo: o < 1.

plot(x, dbeta(x,150,50), type="1", ylab="f(x)", axes=F); box()

lines(x, dbeta(x, 30, 10), col="red");

lines(x, dbeta(x, 15, 5), col="blue");

lines(x, dbeta(x, 6, 2), col="green");

legend("left", c("b(150,50)","b(30,10)","b(15,5)","b(6,2)"), 1lty=1,
col=c("black", "red", "blue", "green"))

plot(x, dbeta(x,100,100), type="1", ylab="f(x)", axes=F); box()

lines(x, dbeta(x, 50, 50), col="red");

lines(x, dbeta(x, 10, 10), col="blue");

lines(x, dbeta(x, 2, 2), col="blue");

legend("right", <("b(100,5)","b(50,50)","b(10,10)","b(2,2)"), 1lty=1,
col=c("black", "red", "blue","green"))

plot(x, dbeta(x,0.5,0.5), type="1", ylab="f(x)", ylim=c(0,10), axes=F); box()
lines(x, dbeta(x, 0.5, 5), col="red");
lines(x, dbeta(x, 1, 1), col="blue");
legend(0.2,8, c("b(0.5,0.5)","b(0.5,5)","b(1,1)"), 1lty=1,
col=c("black", "red", "blue","green"))

par(opar) # restore original graphical parameters

m Example 7.5 — Precos de A¢des. Vamos representar por X a variavel que mede a propor¢io
da variacdo do preco médio didrios de a¢des quando estes precos caem. Isto €, se o preco médio de
uma agdo num dia é p; e o preco desta ac@o no dia seguinte é py < p; entdo X = (p; — p2)/p1- Se
0 preco sobe de um dia para o outro a v.a. X ndo € registrada para aquela acdo. Um total de 2314
acodes com precos que cairam de um dia para o outro foram observadas. Os dados continuos foram
agrupados em bins e estdo resumidos na forma de distribuicio de frequéncia f; na tabela abaixo. A
Figura 7.13 apresenta um histograma desses dados junto com a densidade de uma distribuicio beta
com parametros & = 1.04 e § = 10.63. Usamos o método de momentos para escolher estes valores
para os parametros e este método serd assunto do capitulo ??. Do ponto de vista puramente visual,
parece que a distribui¢do beta fornece um modelo razodvel para a varidvel X pois a densidade da
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Figure 7.13: Histograma padronizado com os dados da propor¢do de queda do valor didrio de 2314

acdes que viram seu prego cair de um dia para o outro. A curva em vermelho € a densidade de uma
Beta(1.04,10.63).

beta ajustou-se razoavelmente bem ao histograma.

y || 0.02 | 0.06 | 0.10 | 0.14 | 0.18 | 0.22 | 0.26 | 0.30 | 0.34 | 0.38 | 0.42 | 0.46 | 0.50 | 0.54
fi 780 | 567 | 373 | 227 | 147 84 49 43 17 12 9 3 2 1

O cédigo em R para produzir esta figura estd abaixo. Existe um truque para colocar um gréfico
de linha ou pontos sobre um barplot em R. Salvando o valor de retorno do comando barplot temos
df . bar, um objeto matriz com uma Unica coluna contendo os valores que sio usados pelo barplot
no eixo x. Ajustando sua linha com esta escala, tudo dé certo no final. Veja o cédigo.

counts = c(780,567,373,227,147,84,49,43,17,12,9,3,2,1)

freqrel = counts/(sum(counts)*0.04)

df .bar = barplot(freqrel, names.arg=as.character(seq(0.02, 0.54, by=0.04)), ylim=c(0,10))
lines(seq(0,max(df.bar),1en=1000), dbeta(seq(0, 0.60, 1len=1000), 1.04, 10.63), lwd=2, col="red")

A esperanga de uma v.a. X ~ beta(c, ) é obtida fazendo a integral:

E(X) = /xf( dx—C/ xx* N1 —x)Pax

:C/ ﬁ]dx

Afirmamos anteriormente que a constante C de uma Beta(c, 3) pode ser escrita como C =I"(ot +
B)/(T(c)I(B)) onde I'(z) é a fungdo gama. A func¢do gama cria uma interpolagéo entre os fatoriais
pois I'(n) = (n— 1)! quando n é um nimero inteiro positivo. A sua defini¢ao formal é

7)) = /0 T e dy (7.2)

Pode-se mostrar que usando esta fung¢do possui uma propriedade recursiva: I'(z+ 1) =z I'(z).

Note agora que uma Beta(a 4 1, ) teria densidade C*x**!~!(1 — x)B~! que corresponde ao
nucleo dentro da dltima integral no desenvolvimento acima. Assim, esta integral tem de ser igual a
1/C* e portanto

E(X):£: F(a+B)/T()(B)) «
C* T(a+1+B)/(C(a+1)I(B)  a+p
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Em conclusdo, no caso de uma distribui¢do Beta(a, 3), a esperanga é ot/ (ot + ).

A distribui¢do acumulada de probabilidade ndo possui uma férmula fechada, uma expressao
analitica. Ela é bem estudada numericamente e pode ser usada em célulos de probabilidade sem
dificuldade.

Distribuicdo exponencial

A distribui¢do exponencial costuma ser um bom modelo para o tempo entre eventos aleatérios que
ocorrem continuamente no tempo e a uma taxa A constante. Ela foi usada de forma pioneira por
Erlang, um matemaético dinarmaqués, em 1909 mostrando que o tempo de espera entre chamadas
telefonicas num servidor tinha distribui¢do exponencial com um mesmo pardmetro A e que elas
eram v.a.’s independentes. Veremos a defini¢do de v.a.’s independentes no capitulo 8 mas, por ora,
basta saber que, se as ultimas ligagdes chegaram muito rapidamente, sem precisar esperar muito, as
proximas ligagdes ndo sdo afetadas, continuam seguindo a mesma distribuicao.
Outros exemplos de tempo de espera entre ocorréncias aleatérias mas que possuem uma taxa
mais ou menos constante sao os seguintes:
e O tempo de espera até o préximo decaimento radioativo de uma massa atdmica (tempo entre
contagens de um contador Geiger)
e distdncia entre mutagdes numa cadeia de DNA
e tempo entre comunicacdes em redes sociais (ver [2]).
e tempo entre acessos numa pagina web
Na pritica, a suposi¢do de uma taxa A constante de ocorréncia de eventos € irreal. Por exemplo,
a taxa de chegada de chamadas telefonicas muda ao longo do dia. Entretanto, se considerarmos
apenas uma faixa de tempo, tal como entre 14 e 16 horas de um dia ttil, ela pode ser considerada
aproximadamente constante e a distribuicdo exponencial pode ser um bom modelo para o tempo
entre chamadas.
Definition 7.6.1 — DistribuicGo exponencial. Uma v.a. X com suporte (0,) é chamada
de exponencial se sua densidade de probabilidade ¢ dada por f(x) = Ae ** onde A > 0é o
parametro da distribui¢do.

n Notation 7.3. Se a v.a. X segue a distribui¢do exponencial com pardmetro A escrevemos
X ~exp(A).

A Figura 7.14 mostra trés exemplos da densidade exponencial. Ela ndo apresenta muita
variabilidade. E sempre apenas um decaimento exponencial a partir da origem. O ritmo do
decaimento € ditado pelo pardmetro A. Quanto maior o valor de A, mais depressa o decaimento e
portanto mais concentrado em torno de zero é o valor de X.

Refletindo este controle do parAmetro A nos valores de X, a esperanga de X pode ser obtida

fazendo-se integracéo por partes com u = Ax e dv = e
oo A —Ax o0 —Ax 1
E(X):/ xke_’lxdx:—L\ff—i-/ e Mdx=—(0-0)+ —e—]f; =—.
0 A 0 A A

A distibui¢do acumulada de probabilidades F(x) = P(X < x) é facilmente obtida. Como o
suporte da distribui¢do exponencial é o semi-eixo (0,e0) teremos F(x) = P(X < x) = 0 para todo
x < 0. Para x > 0, temos:

Flx)=P(X <x) = / Ae Mdx=1—e?*,
0

O gréfico desta fungdo acumulada com diferentes valores para A estd na Figura 7.15.
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Figure 7.14: Densidade da distribui¢do exponencial com A igual a 1,2 ¢ 0.5.
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Figure 7.15: Densidade da distribui¢do exponencial com A iguala 1,2 e 0.5.
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Figure 7.16: Histograma néo-padronizado do tempo entre impulsos na atividade espontinea de um
neurdnio da medula espinhal.

= Example 7.6 — Impulosos elétricos. Psiclogos e biofisicos tem interesse no tempo X entre
impulsos elétricos sucessivos na medula espinhal de varios maniferos. W. J. Megill fez vdrias
medi¢des do tempo decorrido entre os impulsos na medula de um gato. Foram registrados 391
intervalos e o histograma destes dados, na Figura 7.16, sugere a ado¢ao de um modelo exponencial.

m Example 7.7 — Ar condicionado em Boeings. [20] registrou os tempos entre falhas suces-
sivas dos sistemas de ar condicionado de uma frota de 13 jatos Boeing 730. Estes tempos entre
falhas duragdes de tempo estdo listadas na tabela abaixo. Assim, o avido de nimero 7907 teve uma
falha de seu sistema de ar condicionado apds 194 horas de servigo, uma terceira falha 41 horas de
servico apés a segunda falha, e assim por diante. Mais ou menos apds 2000 horas de servigo, cada
avido receberia uma inspec¢do geral. Se um intervalo de tempo entre duas falhas do sistema de ar
condicionado incluisse a inspe¢do geral, o comprimento deste intervalo de tempo ndo era registrado
(e portanto ndo estd na tabela abaixo) pois sua magnitude pode ter sido afetada por possiveis reparos
feitos durante a inspecdo geral.
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Nimero de identificagdao

7907 7908 7909 7910 7911 7912 7913 7914 7915 7916 7917 8044 8045

194 413 90 74 55 23 97 50 359 50 130 487

15 14 10 57 320 261 51 44 9 254 493 18
41 58 60 48 56 87 11 102 12 5 100
29 37 186 29 104 7 4 72 270 283 7
33 100 61 502 220 120 141 22 603 35 98
181 65 49 12 239 14 18 39 3 12 5
9 14 70 47 62 142 3 104 85
169 24 21 246 47 68 15 2 91
447 56 29 176 225 77 197 438 43
184 20 386 182 71 80 188 230
36 79 59 33 246 1 79 3
201 84 27 NA 21 16 88 130

118 44 NA 15 42 106 46
NA 59 153 104 20 206 5

34 29 26 35 5 82 5
31 118 326 12 54 36
18 25 120 31 22
18 156 11 216 139
67 310 3 46 210
57 76 14 111 97
62 26 71 39 30
7 44 11 63 23
22 23 14 18 13
34 62 11 191 14

NA 16 18

130 90 163

208 1 24

70 16

101 52

208 95

102
209
14
57
54
32
67
59
134
152
27
14
230
66
61
34

Um histograma destes 213 dados sugere que o modelo exponencial fornece um bom ajuste aos
dados. A Figura 7.18 mostra o histograma padronizado dos dados e uma densidade exponencial
usando A = 0.0107, igual ao inverso da média aritmética. A razdo para esta escolha de A é que
E(X) = 1/A no caso exponencial, e E(X) é aproximadamente igual & média aritmética dos dados.
Assim, devemos ter A ~ 1 /%, onde X é a média aritmética dos dados.

Distribuicdo normal ou gaussiana

A distribuicdo normal ou gaussiana € a mais famosa distribui¢do de probabilidade. O requerimento
minimo para adotaremos 0 modelo normal para um conjunto de dados continuos € que seu his-
tograma seja aproximadamente simétrico em torno do ponto central, que também deve ser o ponto
de maximo. Histogramas razoavelmente simétricos nao sdo muito comuns. Eles aparecem quando
lidamos com medidas biométricas, principalmente com medidas antropométricas, como aquelas da
Figura 7.19. Ela mostra a distribui¢do de frequéncia das alturas (em polegadas) de homens adultos
nascidos nas Ilhas Britanicas, segundo dados publicados por uma comissao da British Association
em 1883. Estas distribui¢des de frequéncia sdo do tipo simétrico em que a distribui¢do normal ou
gaussiana se ajusta bem.
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Figure 7.17: Visualizacio dos tempos de reparos de ar condicionados em Boeings. Cadalinha é um
avido. Cada estrela marca o momento de um reparo.
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Figure 7.18: Histograma padronizado e densidade exponencial usando A igual ao inverso da média
aritmética dos tempos na amostra.
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Figure 7.19: Histogramas de alturas (em polegadas) de amostras de individuos adultos do sexo
masculino da Gra-Bretanha em 1883.

Definition 7.7.1 — Distribuicdo normal ou gaussiana. Uma v.a. X com suporte na reta real
R = (—o0,00) possui distrubui¢io normal ou gaussiana com pardmetros i € R e 6 > 0 se sua
densidade de probabilidade for igual a

F(x) =C exp ( -3 (x;“)2>

= Notation 7.4. Se a v.a. X segue a distribuicdo normal ou gaussiana com pardmetros |l e G
escrevemos X ~ N ([, 0?).

= Example 7.8 — Medi¢do biométrica. A Figura 7.20 mostra o histograma padronizado de
medi¢des do didmetro transversal da cabeca de 1000 estudantes de Cambridge. As medidas foram
tomadas ao décimo de polegada mais préximo. A curva em vermelho € a densidade de uma v.a.
normal com tt igual a média aritmética e o igual ao desvio-padrdo amostral (ver capitulo 9).

10 15
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T T T T T T 1
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diametro

Figure 7.20: Histogramas dos didmetros transversais da cabeca de 1000 estudantes da Universidade
de Cambridge
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Figure 7.21: Histogramas para homens (linha superior) e mulheres (linha inferior) com os didmetros
Biacromial, Biiliac e Bitrochanteric, respectivamente, da esquerda para a direita.
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Figure 7.22: Histogramas para homens (linha superior) e mulheres (linha inferior) com os didmetros
Biacromial, Biiliac e Bitrochanteric, respectivamente, da esquerda para a direita.

m Example 7.9 — Diémetros Biacromial e Biiliac. Este exemplo usa dados de 21 medidas
de dimensao corporal, bem como idade, peso, altura e sexo em 507 individuos sadios e que
fazem exercicios fisicos regularmente varias horas por semana. Sdo 247 homens e 260 mulheres
concentrados entre os 20 e 30 anos. Os dados apareceram em [15]. A Figura ?? mostra trés locais
de algumas das medigdes feitas pelo autores. A Figura ?? mostra os histogramas para homens
(linha superior) e mulheres (linha inferior) com os didmetros Biacromial, Biiliac e Bitrochanteric,
respectivamente, da esquerda para a direita. O eixo horizontal é o0 mesmo para homens e mulheres
para permitir a comparacgdo entre eles. Em cada histograma foi ajustada uma densidade normal.
Visualmente o ajuste parece ser bem adequado.

Quando os dados sdo simétricos e quando queremos comparar vdrias distribui¢des, o boxplot
é uma excelente ferramenta. Compare a dificuldade em contrastar os histogramas maculinos e
femininos na Figura ?? com os boxplots da Figura 7.22. Esta segunda visualizago torna muito
mais fécil a tarefa do analista de dados.

O cédigo para estes boxplots segue abaixo.

mat = matrix(scan("body.dat.txt"), ncol=25, byrow=T)
sx=mat [, 25]
par (mfrow=c(1,3), mar=c(5, 4, 4, 2) + 0.1)
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Figure 7.23: Tlustragdo do efeito de variar i e ¢ no caso de uma densidade da distribui¢do normal
N (,02).

boxplot(mat[,1] ~ sx, xlab="sexo", ylab="Biacromial", names=c("fem","masc"))
boxplot(mat[,2] ~ sx, xlab="sexo", ylab="Biiliac", names=c("fem","masc"))

boxplot(mat[,3] ~ sx, xlab="sexo", ylab="Bitrochanteric", names=c("fem","masc"))

Apesar desses exemplos em que a distribui¢io normal .4 (i, 62) serve como modelo para os
dados, na maioria das vezes os dados vao apresentar aspectos, tais como assimetria, que vao tornar
o modelo gaussiano inapropriado. A importincia da distribuicdo normal ndo estd na sua presenca
como modelo para dados diretamente mensurdveis mas sim na sua aparicdo quando somamos
varias variaveis aleatorias. O Teorema Central do Limite, como o nome estd dizendo, € um teorema
central para a probabilidade e estatistica e é assunto do capitulo 16. Em linhas gerais, ele prova que
v.a.’s somadas em grande quantidade converge para uma distribuicdo normal .# (i, 6%). A imensa
importancia deste fato vai ficar mais clara ao longo deste livro.

A Figura 7.23 mostra o efeito de variar it € ¢ no caso de uma densidade normal. O efeito de
variar U (deixando o fixo) € o de deslocar rigidamente a curva densidade que tem seu ponto de
mdximo no ponto x = . O gréfico da esquerda mostra a densidade de trés normais: .4 (—2,1),
A(0,1), A7(3,1). O grafico da direita mostra trés densidades com o mesmo valor u =0 e com
o =0.5,4,1. O parametro o controla a dispersdo dos pontos em torno de y. Quanto maior o
valor de 0, mais achatada e espalhada em volta de ut é a densidade. Reduzindo o faz a densidade
ficar mais concentrada em torno de y. Como a 4rea total tem de ser sempre igual a 1, quando a
densidade fica mais concentrada, a altura do ponto de maximo se eleva.

x = seq(-6, 6, by=0.05)

par (mfrow=c(1,2))

plot(x, dnorm(x, 0, 1), ylab="f(x)", lwd=2, type="1")
lines(x, dnorm(x, -2, 1), col="red", lwd=2)
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Figure 7.24: Tlustracio da regra de 26 e de 30 no caso de uma distribuicio normal A" (u, 2).

lines(x, dnorm(x, 3, 1), col="blue", lwd=2)
legend(”topleft",C(“N(—Q,l)“, "N(O,1)", "N(3,1)"), 1ty=1, col=c("red", "black", "blue"))

plot(x, dnorm(x, 0, 0.5), ylab="f(x)", lwd=2, type="1")

lines(x, dnorm(x, 0, 4), col="red", lwd=2)

lines(x, dnorm(x, 0, 1), col="blue", lwd=2)

legend("topleft",c("N(0,0.5)", "N(O,1)", "N(0,4)"), lty=1, col=c( "black","blue" ,"red"))

Definition 7.7.2 — Regra de 2¢. No caso de uma distribui¢io normal .4 (u, 62), existe uma
regra simples e muito ttil. Qualquer que sejam os valores dos parametros, a drea (e portanto, a
probabilidade) que fica entre 4 — ¢ e 1 4 ¢ € aproximadamente igual a 0.68 (ver Figura 7.24,
lado esquerdo). A area que fica localizada a dois ¢ de u (istoé, a drea entre 4 —20 e L +20) €
aproximadamente igual a 0.95. A uma distincia de 30 de u fica uma area (e probabilidade) de
0.997, aproximadamente. Assim, é de 5% a chance de uma valor selecionado de uma .4 (i, 62)
se afastar por mais de 20 de . A chance de se fastar mais de 30 é bastante pequena.

A constante de integrac@o na densidade f(x) € o valor que faz a drea total debaixo da curva
ser igual a 1. Este valor é conhecido como uma fémula fechada:C = 1/(v27c?. Estd além dos
objetivos deste texto demonstrar este fato. O leitor interessado deve consultar [17]. A esperanca de
uma uma distribui¢io normal .#" (i, 62) pode ser obtida explicitamente explorando a propriedade
da simetria da densidade em torno de p. Pode-se mostrar que E(X) = p. Finalmente, a fungio
distribui¢iio acumulada F(x) de uma v.a. .4 (1, 6%) ndo tem uma forma funcional simples e tem de
ser obtida numericamente. O lado direito da Figura 7.24 mostra a densidade f(x) de uma .47(0,1)
na parte de cima e a funcdo distribui¢do acumulada F(x) na parte de baixo. Note ge os eixos
horizontais sdo 0os mesmos para facilitar a comparagao entre elas.

We usually write ¢ (x) for the pdf and ®(x) for the cdf of the standard normal.

This is a rather important probability distribution. This is partly due to the central limit theorem,
which says that if we have a large number of iid random variables, then the distribution of their
averages are approximately normal. Many distributions in physics and other sciences are also
approximately or exactly normal.

We first have to show that this makes sense, i.e.

Proposition 7.7.1

*© 1 _1
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Proof: Substitute 7 = “~%)_ Then
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We also have
Proposition 7.7.2 E[X] = u.
Proof:

E[X] = 1 /oo ye~(—1)?*/20° X
276 J—oo

1 00
_ e 20 / (x—p)2/20%
2no /foo(x He \/ o He:

The first term is antisymmetric about ¢ and gives 0. The second is just y times the integral we did
above. So we get UL.
Also, by symmetry, the mode and median of a normal distribution are also both u.

Proposition 7.7.3 V(X) = 62.

Proof: We have V(X) = E[X?] — (E[X])2. Substitute Z = *=£. Then E[Z] = 0, E[Z%] = éJE[XZ].
Then
v(z / 2=/
\/27r
1 2 1 o 2
N /2] n / 22,
[ V2 e V2T S ’
—0+1
=1
So VX = o2,

Distribuicdo gama
A distribuicdo gama tem sido usada para modelar v.a.’s positivas com certa assimetria. A Figura
7.25 mostra alguns exemplos da densidade de uma distribuicdo gama. As densidades comecam
iguais a zero perto da origem, crescem num ritmo que depende de parametros da distribuicdo e, apds
atingir um pico, descrescem em direc¢ao a zero. O suporte da distribui¢do € o semi-eixo positivo
(0, 00).
Definition 7.8.1 — Distribuicdo gama. Uma v.a. X com (0, ) como suporte tem distribui¢do
gama com pardmetros & > 0 e B > 0 se a sua densidade é dada por

fx) =Cx* e Px
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04

Figure 7.25: Exemplos de Gama.

| para x > (. A constante C € obtida para garantir que a 4rea sob a densidade € iguala 1.

» Notation 7.5. Se a v.a. X segue a distribuicdo gama com pardmetros o, e 3 escrevemos
X ~T(a,B).

Na Figura 7.25 temos as densidades das distribui¢des gama com pardmetros o e 3 variados:
I'(2,2),1(10,4) e I'(2,1/2). Considere uma dessas densidades com & > 1 e > 1. Por exemplo,
a densidade f(x) = Cx’¢~* de uma I'(10,4). Quando x ~ 0 (e maior que zero), teremos x° ~ 0
e e =~ 1 levando a uma densidade f(x) =~ 0. Se tomarmos x indo para co teremos x° — oo e
e~ — 0. O produto desses dois termos ficardo préximo de zero pois o decrescimento exponencial
domina qualquer crescimento polinomial. Assim, f(x) ~ 0 tanto se x ~ 0 quanto se x — co. Para x
no meio desses dois extremos a densidade terd um valor moderado com um tnico ponto de maximo
bem definido. A forma exata da densidade serd ditada pelos dois valores & e f3.

A distribuicdo gama aparece naturalmente quando trabalhamos com distribuicdes exponenciais.
Suponha que o tempo de espera entre dois eventos siga uma distribuicdo exponencial com pardmetro
A. Assuma também que os tempos sucessivos sejam independentes. Entdo o tempo de espera por
k eventos sucessivos segue uma distribui¢do I'(k,A). Isto é, se T1,T,..., T} sdo v.a.’s exp(A) e
independentes entdio X =T1 +T» +...+ T ~ I'(k,A). Este caso especial da gama, com « igual
a um inteiro positivo, aparece com tanta frequéncia em aplicagdes que acabou ganhando o nome
de dstribuicdo de Erlang, em homenagem a Agner Krarup Erlang, um matematico dinarmaqués
que viveu entre 1878 e 1929 e estudou as propriedades probabilisticas do trafego telefonico, uma
inddstria nascente na época.

Outra ligacdo entre a distribuicdo exponencial e a distribui¢io gama é que a distribuicdo
exponencial € um caso particular da distribuicdo gama. Se fizermos o = 1 o termo polinomial da
densidade de uma I'(1, B) desaparece e ficamos simplesmente com uma exp(f3).

Vamos apresentar outro exemplo de que a fungdo gama aparece naturalmente através da
manipulacdo de outras v.a.’s. Considere um vetor de dimens@o n em que cada entrada do vetor
¢ uma varidvel aleatéria gaussiana .#'(0,1), com 4 =0 e 6> = 6 = 1. Quando as entradas sdo
valores aleatérios independentes uns dos outros, o comprimento ao quadrado do vetor também serd
aleatério e terd uma distribuicdo I'(n/2,2062). Este fato é fundamental na andlie de variancia e em
modelos de regressido, como veremos no capitulo ??.

= Example 7.10 — Populacoes de Besouro de Farinha. Os besouros da espécie Tribolium
castaneum, conhecidos como besoura de farinha, sdo pragas que atacam produtos armazenados
tendo preferéncia por cereais moidos, como farelo, racdes, farinhas e fub4. Estes insetos sdo
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Figure 7.26: Foto de besouro da espécie Tribolium castaneum e amostra de milho infestado por
eles cercado de milhos sadios.
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Figure 7.27: Histogramas dos tamanhos de n populagdes de besouros crescidas sob diferentes
condi¢cdes e ajuste da distribuicdo gama em cada caso. Pardmetros da gama foram obtidos por
maxima verossimilhanga, assunto do capitulo ??.

responsdveis pela perda total em armazéns de estocagem. A Figura 7.26 mostra um espécime
desses besouros e um milho danificado por eles cercado por milhos sadios.

[6] estudou matematica e empiricamente o crescimento de populagdes desses insetos sob
diversas condicdes. Eles apresentaram justificativas ecoldgicas para afirmar que o ndmero de
individuos numa populagdo, apds certo tempo, era um valor incerto mas que seguia uma distribuicio
gama. Eles encontraram fortes evidéncias em dados de laboratério de que isto era verdade.
Repetindo o experimento de deixar crescer uma populagdo a partir de certo nimero inicial de
individuos eles verificaram que, ao final de certo periodo, um histograma do tamanho das diferentes
populacdes ajustava-se muito bem a uma distribuicdo gama. Ver Figura 7.27. Outros estudo tém
mostrado que a distribui¢do gama costuma ser um bom ajuste para a abundancia de espécies por
razdes tedricas ([8]) ou empiricas. Por exemplo, [22] mostraram que a distribuicdo gama foi a
melhor distribuicdo para ajustar dados de tamanho de comunidades de 128 dentre 136 diferentes
espécies de invertebrados maritimos.

A constante de integracio na densidade f(x) = Cx* 'e P, parax > 0, é o valor que faz a drea



7.9

190 Chapter 7. Varidveis Aleatérias Continuas

total debaixo da curva ser igual a 1. Fazendo a substituicao de varidveis fx =y e 8 dx = dy temos:

1 = /Cx“flefﬁxdx
0

= C Bla /0 y*le™ dy
[(a)

B
onde usamos a defini¢do da fungéo gama em 7.2. Portanto, C = B%*/I"(o¢). Quando a = k for um
inteiro positivo I'(k) = (k— 1)! e portanto a constante é conhecida exatamente. Caso contrdrio,
temos uma aproximagao numérica pois ndo existe férmula fechada para I'(«) quando o ndo é um

inteiro.
A esperanga de uma v.a. X ~ I'(a, B) pode ser obtida de forma explicita:

C

E(X) :/ xCx% e Prax=c / xloHD)=1 =B gy — C/C*
0 0

onde C* ¢ a constante de integragdo de uma I'(t 4 1, 8). Como ja sabemos obter esta constante, e
como I'(a+ 1) = al'(a), temos

sy Br@

- B /T(a+1) B
A fungdo distribui¢do acumulada F(x) de uma v.a. X ~ I'(a,) ndo tem uma expressao
analitica simples exceto em certos casos excepcionais. Portanto, o valor

F(x) :/ Ct* Ve P ar
0

tem de ser obtido numericamente.

Distribuicdo Weibull

A distribui¢do de Weibull pode aparecer de maneira natural quando consideramos uma distribui¢do
de probabilidade para o tempo aleatdrio de espera até que uma falha aconteca. Este é um assunto
fundamental nos estudos de confiabilidade (reliability, em ingl€s) de sistema e maquinas. Ela
aparece também no estudo de tempos de sobrevivéncia de humanos e outros seres vivos. Suponha
que T seja o tempo de vida aleatério de um componente. Tomando um pequeno intervalo At,
os estudos de confiabilidade desejam calcular P(t < T <t+Ar | T > t). Isto é, queremos a
probabilidade do componente falhar durante o pequeno intervalo de tempo [¢,7 + At) dado que ele
sobreviveu até o tempo t.

Considere, por exemplo, o significado dessa probabilidade em dois momentos. Um deles é
apds o “nascimento” do espécime ou logo apds o componente ser posto em funcionamento. Qual a
chance dele sobreviver por, digamos, At = 1 minuto dia dado que ele estd novo em folha, tendo
funcionado por uma hora? Estamos considerando o momento ¢ = 60 préximo do “nascimento” e
querendo saber P(t < T <t+At |T >1t)=P(60<T <61 |T > 60).

Agora queremos saber a chance de sobreviver o préximo 1 minuto dado que o componente ja
funcionou por 5 anos seguidos. Quanto deveria ser P(2628000 < 7' < 2628001 | T > 2628000)?
Esta probabilidade deveria igual, maior ou menor que a anterior? Temos trés alternativas bdsicas. A
primeira, a mais comum, é aquela que o material envelhece, deteriorando-se com o tempo, sofrendo
desgaste e aumentando sua fragilidade. Neste caso, a chance dele falhar nos préximos minutos
quando ele estd novo em folha seria bem menor do que a chance dele falhar nos mesmos préximos
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minutos dado que ele estd velho. Pense na vida humana tipica e compare a probabilidade de falecer
dentro de um ano dado que vocé estd vivo com 15 anos com a probabilidade de falecer em um ano
dado que estd vivo com 94 anos. Claramente, a segunda probabilidade € bem maior que a primeira.

A segunda alternativa é que o material nunca envelhece, nunca sofre desgaste. Isto significa
que, apds anos de funcionamento, ele continua tdo bom quanto estava quando novo em folha. Isto
ndo significa que o componente seja eterno e nunca falhe. Significa que a chance de falhar no
préximo At intervalo de tempo ndao muda com a idade do material. Esta situacdo é chamada falta de
meméria. E como se o componente ndo registrasse a passagem do tempo, ndo guardasse memoria
(ou qualger outro sinal) de que ja funcionou por algum tempo.

A terceira alternativa pode parecer menos natural: o material melhora com o passar do tempo
de modo que a probabilidade de falhar no préximo At intervalo de tempo diminui com a idade
do material. Embora ito pareca pouco pratico, pense na mortalidade infantil em humanos. Os
primeiros meses de vida sdo muito mais arriscados do que depois que a crianga atinge um ou dois
anos de vida.

Deseja-se estudar P(t < T <+ At | T > t) para At bem pequeno, numa abordagem similar a
de equagdes diferenciais. Aprendemos como um sistema funciona num intervalo At pequeno e, a
seguir, usando matemdtica, conseguimos projetar até um tempo mais longuinquo.

Naturalmente, temos lima; o P(f < T <t+At | T >1t) = 0. Pense que, dado que um espécime
estd vivo agora, a chance dele ndo sobreviver nos proximos segundos é bem pequena e que a chance
de ndo sobreviver nos proximos milisegundos é menor ainda. Uma maneira de de se fazer este
estudo sem ficar preso neste resultado 6bvio é padronizar a probabilidade P(t < T <t+Ar | T > t)
calculando-a por unidade de tempo e levando-a ao limite quando Af vai a zero.

Definition 7.9.1 — Taxa de Falha Instanténea. A taxa de falha instantinea de uma v.a. T €
definida como

Plt<T<t+At|T >t
() = tim £ +A T >1)

7.3
Af—>o0 At (7:3)

Assim, se tivermos a fung¢@o A (¢) e se Ar for pequeno, teremos
Pt<t<t+At|T>t)=~A(t)Ar.

A questdo entdo é: qual deve ser o tipo da fungdo A(¢)? Na primeira possibilidade, em que o
material envelhece, sofrendo desgaste e aumentando sua fragilidade, temos A (¢) crescente com 7. A
opgdo mais simples para este crescimento € criar um crescimento linear ou parabdlico: A (1) = bt
ou A(t) = b t*> onde b é uma constante positiva. Podemos deixar de forma geral um crescimento
polinomial A(¢) =5 t*~! com & > 1.

A situac@o de um distribuicdo sem memoria tem A (¢) = b para todo . Isto equivale a A () =
bt° =bt'"!. Ou seja, equivale a manter a defini¢io polinomial A(z) = b t*~! incluindo agora o
caso ot = 0.

A situacdo de “quanto mais velho, melhor” pode ser representada pela mesma férmula polino-
mial A(z) = b t*~! mas tomando 0 < & < 1. Por exemplo, se o = 1 /2 entio A(t) = b t* ' =b/ /1,
uma taxa de falhas decrescente com ¢.

Theorem 7.9.1 — Weibull e a taxa de falha. Assuma que uma v.a. 7" possui uma taxa de falha
da falha da forma A () = b t*~! onde b > 0 e & > 0. Entdo a sua densidade de probabilidade
tem de ser a seguinte:

t)(X

F(t) =Ct*'elp (7.4)
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Figure 7.28: Densidade da distribui¢io Weibull # (o, ). Esquerda: @ =2 e f = 0.5,1,2. Centro:
oa=10e B =0.5,1,2. Direita: « =0.5e¢ f =0.5,1,2.

‘ para t > 0. Esta distribui¢do é chamada de Weibull com pardmetros o e f3. ‘

A constante § > 0 em (7.4) estd associada com a constante b da taxa de falha. C é uma constante
de integracdo para que a densidade f(¢) integre 1 em (0, c0). Pode-se mostrar que C = a/B“.

Weibull e a taxa de falha. Here is my proof: omitida. |

» Notation 7.6. Se a v.a. X segue a distribuicdo Weibull com pardmetros o, e 3 escrevemos

X~ (a,p).

Como vocé imaginar, a forma da densidade de uma Weibull # (¢, ) depende dos pardmetros
o e 3. A Figura 7.28 mostra o grafico da fun¢do densidade de uma Weibull # (., B) com diferentes
valores para os pardmetros. No grafico da esquerda temos o =2 ¢ § =0.5,1,2. No grifico do centro
temos o = 10 e B =0.5,1,2. No gréfico da direita tomamos @ = 1/2 e variamos 8 =0.5,1,2. O
parAmetro o é chamado de shape parameter: ele muda a forma da curva. O pardmetro 8 é chamado
de scale parameter: este parametro apenas faz uma mudanga de escala no eixo horizontal.

m Example 7.11 — Weibull na velocidade do vento. A velocidade do vento muda constante-
mente de acordo com a hora do dia e a época do ano. Mesmo fixando uma estag@o e uma hora no
dia, a velocidade estd sempre mudando. Um método de apresentar dados de velocidade do vento é
produzir um histograma do nimero de horas a cada ano que a velocidade do vento estd dentro de
uma determinada faixa. A Figura 7.29, a esquerda, mostra o histograma padronizado, em que os
dados sdo normalizados dividindo-se pelo niimero total de horas e tendo 4rea total 1. A distribuicio
de Weibull costuma ser usada para modelar a velocidade do vento. No norte da Europa, o valor
de « fica em torno de 2. O grifico da direita mostra o ajuste de uma Weibull a outros dados de
velocidade do vento.

A esperanga de uma v.a. X ~ #/(a, ) envolve a fun¢do gama I'(Z): E(X) = BI'((a+1)/a).
A func@o distribui¢do acumulada [F(x) tem uma forma funcional simples. Para x > 0 temos

F(x) = / Cx% 1 e 0B gy — | — o (/B
0
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Figure 7.29: Histograma de dados de velocidade do vento (esquerda). Outro histograma com o
ajuste de uma Weibull (direita).
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Figure 7.30: Redes heterogéneas. Extraido de [23].

m Example 7.12 — Weibull em redes sociais. [23] usaram a distribui¢do de Weibull num sofisti-
cado modelo para predizer quando um link iria ocorrer em redes heterogéneas. Redes homogéneas
sdo aquelas em que todos os nds e arestas-relacionamentos sdo de um mesmo tipo. Por exemplo,
uma rede de autores de artigos (os vértices) com links entre aqueles que foram co-autores em algum
artigo. Ou uma rede onde filmes formam os vértices e uma aresta entre dois filmes € criada se
existir um ator trabalhando em ambos os filmes. Redes heterogéneas sdo aquelas em que objetos e
relacionamentos sdo de vérios tipos. A Figura 7.30 mostra alguns exemplos de redes heterogéneas.
Na drea de saide, podemos ter uma rede em que os nés sio classificados como médicos, pacientes,
hospitais, doengas e tratamentos. Existem arestas entre vértices do mesmo tipo e vértices entre
nos de diferentes tipos. Um médico conecta-se com alguns de seus colegas por terem a mesma
especialidade, pacientes sao conectados aos seus médicos, e assim por diante. Num repositério de
codigos, temos como vértices os projetos, os desenvolvedores, as linguagens de programacido. Num
site de e-comércio, temos os vendedores, os clientes, os produtos e as revisdes. A distribuicao de
Weibull foi usada para predizer quando uma aresta entre dois vértices seria formada. O modelo
usado esta dentro da classe do modelos lineares generalizados, a ser estudado no capitulo ??.

Distribuicdo de Pareto

Estudamos a distribui¢do de Pareto no caso discreto. No caso continuo, a distribuicdo de Pareto
surgiu em andlises econdmicas, especialmente para representar distribui¢cdes de renda e valores
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Figure 7.31: Exemplos de densidades de Pareto. Casos a esquerda ttm x, =1e a =1,0.5,0.1.
Casos a direita tém x, = 3 e 0os mesmos valores para «.

de perdas em certas classes de seguros. Como antes, teremos a densidade de probabilidade f(x)
decrescendo com x na forma polinomial. O fendmeno da cauda pesada também ocorre no caso
continuo. A grande maioria dos dados fica numa faixa estreita de vari¢do mas uma certa propor¢ao
nao desprezivel tem valores ordens de grandeza maior que o valor esperado.

Definition 7.10.1 — Distribuicdo de Pareto. Uma v.a. X possui distribui¢do de Pareto com
pardmetros x, > 0 e o > 0 se ela possui como suporte o conjunto .’ = (x,,0) e densidade de
probabilidade da forma

1
f(x) =C xo+l
para x > x,.

A constante C € o valor que faz com que a drea abaixo da curva no intervalo (x,,) seja igual a 1.
Pode-se mostrar sem dificuldade que esta constante é C = o x%:

o -
1 = /xacxo‘“ dsz( “ ’Jm)
C

o que implica em C = a x¥.

Note que a densidade f(x) é maior que zero apenas para x > x, €, por sua vez, x, > 0. Por
exemplo, se X € a renda de individuo escolhido ao acaso de uma populacdo, olhamos apenas
aqueles casos em que a renda fica acima de certa quantidade minima x,. Os dados relativos a
renda costumam ser obtidos através do imposto de renda e pessoas de baixa renda ndo pagam
imposto. Outro exemplo, sdo os valores pagos por uma seguradora quando sinistros ocorrem com
seus segurados. A seguradora s6 toma conhecimento dos valores acima de um valor minimo x,
determinando pela franquia do seguro.

A Figura 7.31 mostra exemplos da densidade Pareto. O grifico a esquerda t€ém x, =1 e
a =1,0.5,0.1. O grafico a direita tém x, = 3 e os mesmos valores para & que o grafico anterior.

m Notation 7.7. Se a v.a. X segue a distribuicdo Pareto com pardmetros x, > 0 e o¢ > 0 escrevemos
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Figure 7.32: Numero de propriedades de terra na Inglaterra em 1717. Ajuste de distribui¢do de
Pareto a dados da duragdo temporal dos incéndios florestais no Sul e no Norte da Africa.

X ~ Pareto(a,x,).

m Example 7.13 Um exemplo interessante e antigo € a distribui¢do da renda anual de 2476
proprietarios de terra na Inglaterra, em 1715. Esta distribuicdo pode ser vista a Figura 7.32 e
corresponde a forma de uma densidade de Pareto. O gréfico foi extraido do livro cldsssico do
estatistico inglés G. U. Yule (ver [24]).

Outro exemplo é a duragdo temporal de incéndios florestais no Norte ¢ no Sul da Africa a partir
de dados de monitoramento por satélite. O graficos da direita mostram os dados das duas regides

com o ajuste de uma distribui¢do de Pareto.
|

A distribuicdo de Pareto é muito usada por seguradoras e reseguradoras para modelar as perdas
financeiras que elas tem com as apdlices. Quais os valores tipicos de & na pratica de seguros e
resseguros? A Swiss Re, a maior companhia européia de resseguros, fez um estudo. Nos casos de
perdas associadas com incéndios, & € (1,2.5). Esta faixa pode ser mais detalhada: para incéndios
em instalacdes industriais de maior porte, temos & == 1.2. Para incéndios ocorrendo em pequenos
negdcios e servigos temos ¢ € (1.8,2.5). No caso de perdas associadas com catdstrofes naturais:
a ~ 0.8 para o caso de perdas decorrentes de terremotos; & ~ 1.3 para furacdes, tornados e
vendavais.

A esperanga de uma v.a. X com distribui¢do de Pareto(o,x,) pode ser obtida de forma explicita
pois integral de polindmios € facil de se realizar. Quando ¢ > 1 podemos fazer as seguintes
operacdes tomando cuidado com os vérios sinais negativos na integral:

E(X):/O XCde:axo (U—(X)xal |xn) :on
C

usando que C = o x¥.
A esperanga E(X) = x,0/(a¢ — 1) s6 vale se o > 1. Se @ < 1 a férmula acima daria um valor
negativo, o que nem faz sentido. O que acontece quando 0 < o < 1? Por exemplo, vamos olhar o

caso @ = 1/2. Neste caso, a esperanca-integral fica

© 1 <1
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Como € conhecido de cursos de cdlculo, esta integral diverge. Embora a curva xf(x) = C//x
descrega com o aumento de x, ela o faz tdo lentamente que a drea abaixo da curva xf(x) = C//x
cresce sem limites e a integral € ilimitada (ou infinita). Este € um caso matematicamente curioso
que tem implicagdes praticas. Por exemplo, quando tivermos uma grande amostra e tiramos a sua
média aritmética ¥ deveriamos ter X ~ [E(X). Mas o que podemos esperar quando & < 1 e portanto
E(X) = «? Veja a simulagdo mais abaixo para um dica sobre o que acontece.

A func¢@o distribui¢do acumulada F(x) de uma v.a. Pareto(a,x,) é facilmente obtida. Para
X > X, temos

Py = [ € dr—ax (o ) =1 ()" 75
W= [ =gt (k) =1 () 75
C

Simulando uma Pareto

No capitulo ?? veremos lgumas das técnicas bdsicas para gerar amostra de uma v.a. A geragdo de
v.a. com distribuic@o de Pareto com parametros x, > 0 e & > 0 € muito simples. Ns usamos o
método da transformada inversa com a fung@o 7.5 do seguinte modo: gere U ~ U(0, 1) e entdo
transforme este valor aleatério obtendo X ~ x, /(1 —U)~!/*. Este valor aleatério X é uma v.a. com
Pareto(x,, ). Em R, basta usar

x0 * (1-runif(n))~(-1/alpha)

para gerar n valores simulados. Os seguintes comandos foram usados para gerar mil valores desta
distribuicao:

par (mfrow=c(2,2), mar=c(4,4,1,1))

xo = 1; alpha = 4; x20 = xo0 * (1-runif(1000))~(-1/alpha); plot(x20)

xo = 1; alpha = 2; x10 = xo * (1-runif(1000))~(-1/alpha); plot(x10)

xo = 1; alpha = 1; x05 = xo0 * (1-runif(1000))~(-1/alpha); plot(x05)
1; alpha = 0.5; x01 = xo * (1-runif(1000))~(-1/alpha); plot(x01)

X0 =

O resultado desses comandos estd na Figura 7.33. Os valores da Pareto sdo lidos no eixo vertical.
O eixo horizontal apenas indexa a ordem em que os 1000 valores foram gerados. O valor esperado
E(X) das duas primeiras Pareto é igual a 4/3 e 2. Este valor esperado ndo € um mau resumo do
que acontece quando & = 4. Com o = 2 tivemos 7 valores proximo ou acima de 20, dez vezes
maiores que E(X) portanto. Tivemos valores da ordem de 100, ou 50 vezes maiores que o seu valor
esperado. Quando & < 1, temos E(X) = o e esta presencga de valores muito diferentes dos demais
torna-se extrema. Com ¢ = 1, temos 80% dos valores menores que 5, mas 1% deles acima de 100
e 6 pontos acima de 20. Com « = 1/2, a maioria dos valores se espalham numa faixa mais larga:
91% deles estdao abaixo de 100. Entretanto, 3% sao pelo menos 10 vezes maiores que o limite de
100, alcancando 1000 ou mais. Nao para ai: 1% deles sdo maiores que 10 mil e 3 dles chegam a
valores superiores a a 100 mil. Compare com a faixa (0, 100) onde encontram-se 91% deles.

Ajustando e visualizando uma Pareto

A presenca de uma porcao considerdvel de valores ordens de grandeza maiores que a maioria
torna pouco Uutil o uso de histogramas como os da Figura 7.32. Tipicamente, histogramas de
distribui¢cdes de Pareto, especialmente se o pardmetro o for menor que 2, serdo similares aqueles da
Figura 7.34 onde, mesmo apds truncar brutalmente o eixo horizontal, ndo conseguimos visualizar
adequadamente se os dados seguem uma Pareto. Na linha superior vemos os dados gerados
de uma Pareto(x, = 1, = 2). Mostramos apenas os dados que sdo menores que 20, 10 e 5,
sucessivamente. E dificil julgar se este decaimento é polinomial ou exponencial. Além disso, ndo
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Figure 7.33: Amostras de 1000 valores Pareto com x, = 1 e & igual a 4 (canto superior esquerdo),

2 (canto superior direito), 1 (canto inferior esquerdo) e 0.5 (canto inferior direito).
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Figure 7.34: Amostras de 1000 valores Pareto com x, = 1 e & igual a 4 (canto superior esquerdo),

2 (canto superior direito), 1 (canto inferior esquerdo) e 0.5 (canto inferior direito).

estamos olhando todos os dados mas apenas aqueles que nio ultrapassaram um limiar, e portanto
atemos apenas uma informagao parcial. Na linha inferior, com Pareto(x, = 1, @ = 1), esta situacdo

se repete.

Uma maneira mais eficiente de visualizar a possivel adequacido do modelo Pareto € usando a

fungdo F(x). Trataremos disso no préximo capitulo.






8.1

Independéncia de v.a.’s

Definimos anteriormente o conceito de eventos independentes: A e B, ambos contidos em £, sdo
eventos independentes se P(A N B) = P(A)P(B). Equivalentemente, podemos provar que A e B
sdo independentes se, e somente se, P(A|B) = IP(A). Podemos estender este conceito para v.a.’s ao
invés apenas de eventos. Intuitivamente, vamos dizer que duas v.a.’s X e Y sdo v.a.’s independentes
se saber o valor de uma v.a. ndo muda as probabilidades associadas com os possiveis valores da
outra v.a.

Lembre-se que as v.a.’s sdo representacdes matemadticas das colunas da matriz de dados.
Considere k dessas colunas e as v.a.’s correspondentes X1, X», ..., X;. Estamos interessados nos
valores dessas varidveis numa mesma linha da tabela de dados. Isto €, para um dado resultado @
do espaco amostral, observamos os valores das v.a.’s X; (@), Xz2(®), ..., Xy(®). Todos sdo valores
medidos no mesmo resultado . Por causa disso, € possivel que os valores X; (@), X (o), ..., Xk (®)
estejam associados, um valor dando alguma informacao sobre os demais. Na maioria das vezes
serd de fato assim. Mas existem situagdes em que as v.a.’s ndo estio associadas.

Considere um exemplo extremo para enfatizar o conceito. Imagine que @ representa um
individuo escolhido ao acaso de certa populagdo humana. Sejam X; (@) o seu nivel de colesterol
LDL (colesterol ruim), X, (@) um indicador binério de que o individuo é obeso, X3(®) um indicador
bindrio de que o individuo é fumante, X4 (®) um indicador bindrio de que seu primeiro nome comega
com uma das letras A,...,M ou se comeca com N,...,Z, e X5(®) é sua altura. Intuitivamente,
podemos esperar que as varidveis X, X» e X3 ndo sejam independentes umas das outras. Varios
estudos clinicos mostram que pessoas obesas s30 mais propensas a terem altos niveis de colesterol
LDL. Eles também mostram que o fumo prejudica as paredes arteriais tornando-as mais suscetiveis
ao acumulo de colesterol LDL. Por outro lado, € dificil imaginar como a primeira letra do nome de
um individuo (X4) ou sua altura (Xs) podem estar associadas com X, X» e X3.

Outro exemplo onde obviamente as v.a.’s sdo independentes € a observagdo de n langamentos de
uma moeda. Seja @ a sequéncia dos n langamentos. O resultado @ é uma n-upla com C (cara) ou C
(coroa) em cada entrada. O espago de probabilidade (Q,.<7,P) é bem conhecido: .7 é o conjunto de
todos os subconjunto de Q e, sendo 2 discreto, basta especificarmos P em cada resultado atémico
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®. Por exemplo, para a sequéncia @ de n caras ou coroas, temos P(®) = 8%(1 — )" * onde 6 é
a probabilidade de um sucesso num tnico lancamento e k é o nimero total de caras em ®, com
k=0,1,...,n. Seja X;(®) uma v.a. bindria indicando se o i-ésimo lancamento foi cara (X;(®) = 1)
ou coroa (X;(@) = 0). Em condi¢des usuais, os lancamentos ndo guardam qualquer relagéo com os
resultados prévios ou futuros. Assim, intuitivamente, X;,X>, ..., X, seriam v.a.s independentes.

Neste dltimo exemplo, ¢ importante conectar uma tabela de dados com os resultados @
COMPLETAR ??

Sejam X1, X2, ...,X, v.a’s medidas num mesmo espaco de probabilidade (2,.27,P). Informal-
mente, as v.a.’s X1,Xa,...,X, sdo independentes se, e somente se, quaisquer eventos determinados
por qualquer grupo de varidveis distintas formam eventos independentes. Por exemplo, se as v.a.’s
sdo independentes entdo os eventos [X; < 2] e [X» > 4] s@o eventos independentes; [X; > 4] e
[X» > 4] sdo independentes também, mesmo que o nimero 4 apareca nos dois eventos; [X; < 2],
[X2 >4eX;>7]e[Xs <0ouXs > 10] sdo eventos independentes; etc.

Definition 8.1.1 — V.A.s independentes. Asv.a.’s X1,Xj,...,X, sdo v.a.s independentes se
P(X; € B;,X, €By,...,X, € B,) =P(X; € B))P(X; € By)...P(X,, € By) 8.1

para todo conjunto B; daretareal, i = 1,...,n. Se as varidveis ndo forem independentes, dizemos
que elas sdo dependentes.

Se X1,X>,...,X, s@o v.a.s independentes entdo qualquer subconjunto delas também é formado
de v.a.’s independentes (propriedade hereditdria da independéncia). Por exemplo, X; e X> sdo
independentes se X1, X», ..., X, forem v.a.s independentes pois

P(X; € B;,X, €B;) = P(X,€B1,X; €By,X3€R,..., X, €R) (8.2)
= P(X; €B)P(X2 € B,)P(X; € ]R) ... P(X, €R) (8.3)
= PX;€B)P(X2€By) x1...x1 (8.4)
= P(X; € B))P(X; € By) (8.5)

= Example 8.1 — Lancamentos de uma moeda. De volta ao exemplo dos n lancamentos de
uma moeda com probabilidade de cara em um dnico langamento igual a 6 € (0,1) e com X;(®) =1
se 0 i-ésimo langamento foi cara e X;(®) = 0, caso contrdrio. Se Xj, ..., X, sdo independentes entdo
o célculo de vérios eventos fica muito simples. Por exemplo,

P(Xl =1,X; :0) = P(X] =1,X,=0,X3 € {0 1} L X, € {0 1}) (8.6)
B = ) B =0) B € {0,1)) .. B, € {0.1))  87)
— 9(1-8)x1...x1=6(1—8) (8.8)

Definition 8.1.2 — Subvetores de v.a.s independentes. Sejam as v.a.’s X1,Xj,...,X, me-
didas num mesmo espaco de probabilidade (2, .7, P). Dizemos que o subconjunto X, X, é
independente do subconjunto X3, ..., X, se

P(X, € B1,X; € By, X3 €B3,..., X, € B,) =P(X; € B|,X, € By) xP(X3 € B3,...,X, € B,)
para todo conjunto B; daretareal,i=1,...,n

Obviamente, a definicdo estende-se para qualquer parti¢do do conjunto de v.a.’s e ndo apenas
em dois subconjuntos. Isto é, podemos particionar o conjunto de n varidveis em subconjuntos
independentes mas com possivel dependéncia interna a cada um deles. Se todas as v.a.’s forem
dependentes entre si, a particdo trivialmente seria o proprio conjunto de todas as varidveis.
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m Example 8.2 — De volta ao colesterol. Considere novamente o exemplo discutido acima
em que @ representa um individuo escolhido ao acaso. Temos: X;(®) é o seu nivel de coles-
terol LDL; X»(w) = 1 se obeso e 0, caso contrdrio; X3(®) = 1 se fumante e 0, caso contrario;
X4(@) = 1 se o primeiro nome comega com A,...,M e 0, caso contrdrio; Xs(®) € sua altura.
Suponha que as v.a.’s (X1,X;,X3) sejam dependentes entre si mas independentes das varidveis
X4 e Xs. Isto é, particionamos o conjunto de 5 varidveis em tré€s subconjuntos independentes
e portanto a probabilidade P(X; > 200mg/dl, X, = 1,X3 = 0,X; = 1,X5 > 1.80m) seria igual a
P(X] > 200mg/dl,X2 = 1,X3 = 0) P(X4 = 1) P(Xj > 1.80m). [ ]

Definition 8.1.3 — V.A’s i.i.d.. Sejam as v.a.’s X1,X>,...,X, medidas num mesmo espago de
probabilidade (Q, <7, P). Dizemos que as v.a.’s sdo independentes e identicamente distribuidas
quando elas forem coletivamente independentes e tiverem, cada uma delas, a mesma distribui¢ao
de probabilidade. Abreviamos dizendo que elas sdo i.i.d.

Definition 8.1.4 — Amostra aleatéria. Sejam X;,X;,...,X, v.a’s i.i.d. com a mesma dis-
tribuigéio de probabilidade de uma v.a. X com distribui¢do acumulada I e densidade f(x) (caso
continuo) ou fungdo de probabilidade P(X = x;). Dizemos que o vetor aleatério (Xi,...,X,) é
uma amostra aleatoria da v.a. X. Alternativamente, dizemos que o vetor € uma amostra de IF ou
de f(x) oude P(X = x;).

Como saber quando as v.a.’s sdo independentes?

Como sabemos que v.a.s sdo independentes? Em principio verificando a defini¢do. Por exemplo,
no caso de apenas duas v.a.’s X| e X, deveriamos verificar que

P(Xl €B,X; € Bz) :P(Xl S BlﬂP(Xz S Bz)

para todo par de conjuntos B e B, da reta real. Na prética, existem duas maneiras de concluir
que um conjunto de v.a.’s é composto por v.a.’s independentes. A primeira delas é por suposicao.
Refletindo sobre as condi¢des do problema especifico nds assumimos que as v.a.’s sdo independentes.
Neste caso, basta sabermos a distribui¢do de cada v.a. individualmente, P(X; € B;), para obtermos
as probabilidades envolvendo todas as v.a.’s. Isto é, ao invés de especificar a distribui¢do conjunta
das v.a’s

P(X, € B1,X, € By,...,X, € B,), 8.9
nds afirmamos que ela € igual ao produto das distribui¢des individuais das v.a.’s,
P(X; € B1)P(X2 € By)...P(X, € By). (8.10)

Por exemplo, no caso da amostra com dados sobre colesterol e outros atributos, podemos assumir
que X4 (se o primeiro nome comega com A, ..., M ou ndo) € independente do nivel de colesterol
X;. Comegamos obtendo as distribui¢cdes P(X; € B;) de cada coluna-varidvel separadamente. A
seguir, afirmamos que P(X; € By,X4 € Bs) é dado pelo produto P(X; € B1)P(X4 € Bs). Assim, a
condi¢do de independéncia é obtida por suposicdo. E quando isto nio bater com a realidade? E
quando a suposicao de independéncia ndo for valida? Existem métodos para testarmos se duas ou
mais varidveis sdo independentes. Ver capitulo ?7.

A segunda maneira pela qual checamos a indepéncia de v.a.’s € verificando matematicamente que
a condicdo (8.1) é correta. Neste caso, a probabilidade conjunta P(X; € B, X, € By,...,X, € B,) é
fornecida. De alguma forma, temos um modelo para as probabilidades envolvendo todas as varidveis.
Devemos obter cada probabilidade individual P(X; € B;) e entdo mostrar que a probabilidade
conjunta ¢ igual ao produto P(X; € B;)P(X» € By)...P(X, € B,),
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= Example 8.3 — Sequéncia de caras e coroas. Seja @ a sequéncia dos n langamentos
lancamentos de uma “moeda”. A moeda ¢ apenas uma abstragdo para uma sequéncia de resultados
binarios. O resultado ® é uma n-upla com C (cara) ou C (coroa). Suponha que P(w) = 6%(1 —9)"~*
onde k é o nimero total de caras em @, com k =0, 1,...,n. Seja X;(®) a v.a. bindria indicando se
a i-ésima entrada na n-upla @ foi cara (X;(®) = 1) ou coroa (X;(®) = 0).

Como consequéncia deste modelo, nés podemos provar que as varidveis X1,X,...,X, sdo
independentes (de fato, i.i.d.). Para ver isto, vamos considerar apenas o caso n = 2. O caso geral
segue raciocinio idéntico. Temos

PX;=1) = PX;=1eX € {0,1}) (8.11)
= PX;=1,%=0)+PX =1,X=1) (8.12)
= 6(1-0)+60 pela probabilidade conjunta (8.13)
= 9(1-6+6)=0 (8.14)

E claro que entio P(X; =0) = 1 —P(X; = 1) = 1 — 6. De forma idéntica, encontramos P(X, = x)
para x = 0,1 e descobrimos que X; ~ X, (possuem a mesma distribui¢do).

Agora verifique que P(X; = x1,X, = x) = P(X; = x1)P(X; = xp) para toda combinagdo de x;
e xp em {0, 1}. Por exemplo, pelo modelo de probabilidade conjunta temos P(X; = 1,X, =0) =
0(1— 0) e multiplicando as probabilidades individuais temos P(X; = x;)P(X, =x;) = 0(1 —0),
0 mesmo valor nos dois casos. "

m Example 8.4 — Moedas dependentes. Considere o0 mesmo contexto do exemplo anterior
mas agora suponha que o modelo de probabilidade conjunta P(®) seja o seguinte:

) P(w)
cc 06
CcC | 6(1-v9)
cc| 6(1-9)
CC (1-0)?

Total 1

Vocé deve verificar que, repetindo os calculos da forma que fizemos no exemplo anterior, obtemos
PX;=1)=0,P(X;=0)=1-60,P(X,=1)=0(1-0+v0)eP(X, =0)=1+6%-0(1+0).
Esta “moeda” ndo tem lancamentos independentes. Basta checar que para pelo menos uma das
combinagdes de resultados na vale a condi¢do (8.1). Por exemplo,

PXi=1,X%=1)=0V0£P(X, = )P(X, =1)=6*(1—6+9).

S6 existe uma maneira de um conjunto de v.a.’s ser independente: satisfazendo a condic¢io
(8.1) para todo conjunto B; da reta. Entretanto, existem infinitas maneiras delas serem dependentes.
Assim, dizer que um conjunto de varidveis ¢ dependente diz muito pouco acerca de como € esta
dependéncia. Este assunto serd explorado de forma mais substancial no capitulo ??.

= Example 8.5 — Independéncia de normais. UK adult male heights are normally distributed
with mean 70" and standard deviation 3. In the Netherlands, these figures are 71" and 3”.

What is P(Y > X)), where X and Y are the heights of randomly chosen UK and Netherlands
males, respectively?

We have X ~ N(70,32) and Y ~ N(71,32). Then (as we will show in later lectures) ¥ — X ~
N(1,18).

Y-x-1_ -1
VI8 T VI8

IP’(Y>X):IP(Y—X>0):]P’< >=1_q><_1/m>,
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since % ~ N(0,1), and the answer is approximately 0.5931.

Now suppose that in both countries, the Olympic male basketball teams are selected from that
portion of male whose hight is at least above 4" above the mean (which corresponds to the 9.1%
tallest males of the country). What is the probability that a randomly chosen Netherlands player is
taller than a randomly chosen UK player?

For the second part, we have

S0 0x (%) dx+ [Z5 [i2 0y () 9x (x) dy dx
20 0x (x) dx 725 8y (v) dy ’

which is approximately 0.7558. So even though the Netherlands people are only slightly taller, if
we consider the tallest bunch, the Netherlands people will be much taller on average. "

P(Y >X | X >74,Y >75) =

Transformacdo de uma v.a.

Em probabilidade e anélise de dados, é fundamental trabalhar com transformagdes de v.a.’s. Isto
é,Y é uma v.a. transformada por uma fungdo matematica a partir da v.a. X. Temos ¥ = h(X).
Por exemplo, Y = h(X) = X% ouY = h(X) = /X +log(X). A v.a. Y passa a ter uma distribuicdo
de probabilidade f(y) sobre seus valores possiveis induzida pela distribui¢do de probabilidade
de X (representada pela densidade f(x)) e pela transformag@o h. O calculo de probabilidades de
eventos associados com a ocorréncia de Y = h(X) pode ser reduzido ao célculo de probabilidades
de eventos associados com a ocorréncia de X.

= Example 8.6 — Quadrado aleatdrio. Por exemplo, seja X o lado de um quadrado aleatério. A
v.a. X é selecionada de uma distribuicdo Unif(0, 1). A probabilidade de que X caia num intervalo
(a,b) contido em (0,1) é o comprimento b — a do intervalo. A drea do quadrado aleatério formado
comlado X éava. ¥ =X2

Qual a distribuigéo de Y? Como os valores possiveis de X formam o intervalo (0, 1), os valores
possiveis de Y = X? também formam o intervalo (0, 1). Entretanto, apesar do suporte das v.a.’s X e
Y serem iguais, as probabilidades associadas da v.a. X e de Y sdo bem diferentes. Enquanto X tem
uma distribuicao U (0, 1), a distribuig¢do de ¥ ndo é uniforme. Por exemplo, o intervalo (0,0.1) e o
intervalo (0.9, 1) possuem probabilidades diferentes sob a distribui¢do de ¥ embora eles tenham
0 mesmo comprimento. Outra consequéncia é que, em geral, teremos E(Y) = E(X2) # (E(X))*.
Em palavras mais memordveis: a esperanga de g(X) ndo é g da esperanga de X. Ou, em geral,
E(g(X)) # g (E(X)).

A Figura 8.1 mostra do lado esquerdo cinco quadrados com lados aleatérios U(0,1). O lado
direito mostra o resultado de simular 10 mil valores da v.a. X ~ U(0,1) e depois tomar o seu
quadrado Y = X2. O histograma desse 10 mil valores indica o formato da sua densidade de
probabilidade, que é mostrada pela curva vermelha. Vamos ver como obter esta densidade na secio
8.4. Por ora, basta notar que os valores mais provdveis para a drea Y sdo aqueles mais proximos
de zero do que do outro extremo, 1. E um tanto surpreendente a falta de balanco entre os dois
extremos, com a densidade bem concentrada ao redor de 0, gerando tipicamente quadrados de
drea préxima do minimo. Existe uma chance muito menor de gerarmos quadrados de drea grande,
préxima de 1, o méximo possivel.

x = runif (10000)

y = x72

xx = seq(0,1,by=0.001)
yy = 1/(2*sqrt(xx))

par (mfrow=c(1,2)); n = 10; set.seed(12)
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Figure 8.1: Esquerda: Cinco quadrados com lados aleatérios U(0, 1). Direita: Densidade f(y)
da drea Y = X? de um quadrado de lado aleatério X ~ U(0,1). A drea ndo tem uma distribui¢io
uniforme entre O e 1.

s = runif(n)

plot(c(0,1), c(0,1), type="n", xlab="", ylab="", pty="s"
segments(c(s,rep(0,n)), c(rep(0,n),s), c(s,s), c(s,s))
hist(y, prob=T, n=40, ylab="f(y)", main="")

lines(xx, yy, lwd=2, col="red")

A distribuicdo de uma v.a. ¥ = h(X), transformac¢do matematica de outra v.a. X, é o resultado
de combinar dois fatores: de um lado, a distribui¢do de probabilidade de X, representada pela
densidade sua f(x) (supondo X continua); de outro, a fun¢éo & que transforma a v.a. X. Veremos
como estes dois fatores, a densidade f(x) de X e a fungdo A, sdo combinados para produzir a
distribuicdo de Y na secdo 8.4.

m Example 8.7 — Valor presente de um seguro de vida. Outro exemplo relevante: seja T o
tempo de vida a partir de um individuo adulto a partir de seus 22 anos. A distribui¢do de T é
conhecida pelos atudrios a partir de dados estatisticos da idade ao morrer de grandes populagdes.
Por exemplo, a distribuicdo de Gompertz costuma ser um bom modelo para este tipo de dado. O
individuo quer adquirir um seguro de vida que pague 100 mil reais a beneficidrios (esposa e filhos)
no momento de seu falecimento no futuro. Qual o valor que a seguradora deve cobrar hoje desse
individuo para cobrir os seus custos com o pagamento futuro aos beneficidrios? O pagamento é
certo pois o invidividuo vai falecer com certeza em algum momento futuro. Vamos assumir também
que pelo menos um beneficidrio estard vivo neste momento do falecimento!. Entretanto, o momento
desse pagamento no futuro € aleatério. Vamos ignorar as despesas e lucros da seguradora, queremos
apenas cobrir o custo do pagamento do beneficio no momento de morte.

Isto complica as coisas pois dinheiro tem valor no tempo. Suponha que a taxa de juros anual
estimada para os préximos anos seja 8. Por exemplo, 6 = 0.05 significa um taxa de juros de 5% ao
ano. Um capital de C unidades auferindo juros anuais de § acumula um total de Ce®’ ao final de
anos. Para pagar 100 mil reais daqui a ¢ anos, este tipo de cédlculo financeiro permite a seguradora
saber quando deveria cobrar hoje de um individuo que vai viver ¢ anos. Para pagar 100 dentro de ¢
anos ela deve cobrar ¥ de modo que Y posto a juros por ¢ anos forneca 100. Isto &, Ye®" = 100, ou
Y =100e%. A quantidade exp(—0) é chamada de fator de desconto. O valor que é necessdrio
hoje para acumular um certo total no futuro (sob a taxa de juros ) é chamado de valor presente
deste total futuro. Por exemplo, com 6 = 0.05, o valor presente de 100 mil reais a serem pagos
daqui a 27 anos é igual a 100e="% * 27 = 25,9240, ou 26 mil reais aproximadamente. Isto ¢, 100
mil reais daqui a 27 anos é equivalente, do ponto de vista financeiro, a 26 mil reais hoje (desde que
a taxa de juros permaneca igual a 5% ao ano.

ISe todos os beneficidrios tiverem morrido, a seguradora deverd fazer uma doagdo a uma entidade especificada.
Assim, o pagamento é certo.
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Dinheiro pode ser deslocado no tempo. Pode-se trazer dinheiro do futuro para ser consumido
hoje. Pode-se guardar um dinheiro que temos hoje para ser usufrido apenas no futuro. Mas nestes
dois casos, ao deslocar o dinheiro no tempo, nio faz sentido manté-lo com o mesmo valor nominal
(a ndo ser que vocé v4 deixd-lo debaixo do colchdo). A taxa de juros € o valor que vocé precisa
pagar se quiser trazer o dinheiro do futuro para consumir hoje. Ou € o valor que vocé vai receber
por decidir nao consumir seu dinheiro hoje (e portanto outra pessoa o usa pagando a voc€ por este
uso). Veja o lindo livro de Eduardo Gianetti, O Valor do Amanhd, para aprender que juros € o
valor que damos ao tempo e que ele estd em todos os aspectos da nossa vida, ndo apenas na vida
financeira, mas desde a vida sexual até as decisdes mais importantes tais como devo casar? com
quem? que fazer da minha vida? [14].

Se o tempo de vida futuro do individuo fosse conhecido aos 22 anos de idade, o célculo do
valor presente dos 100 mil reais a serem pagos no futuro seria trivial. Mas sabendo quanto ainda
vai viver, o individuo nio teria interesse em fazer seguro. Se fosse viver por muito tempo, nao
precisaria fazer seguro. Se fosse viver pouco tempo, teria de pagar praticamente os mesmos 100
mil reias que deseja que sua familia receba.

Mas a situacdo mais realista em que o tempo de vida futuro € desconhecido pela seguradora
e por cada individuo envolvido exige que a seguradora pense estatisticamente. De um individuo
com tempo de vida T, ela precisa cobrar pelo menos o valor presente ¥ = 100e 7. Mas como T é
aleatério, o valor presente ¥ também é aleatério. Isto é, ¥ = h(T') onde / é a funcdo A(t) = 100e =%,

A seguradora calcula o valor esperado de Y e cobra este valor de todos os individuos na mesma
situac@o. Isto é, a seguradora vai cobrar E(Y) = E (lOOe_‘ST) de cada individuo de 22 anos do
sexo masculino que procurar seus servicos neste tipo de seguro. Ela sabe que, para alguns dos
individuos, aqueles que viverdao pouco tempo, ela estard cobrando menos do que deveria. Por
outro lado, ela sabe que vai cobrar mais do que precisa de um individuo que vivera muitos anos,
muito além do tempo médio de vida. Pela idéia frequentista de probabilidade, sabemos que o valor
presente médio de um grande nimero de individuos € aproximadamente igual ao valor tedrico
E(Y)=E (1006‘5T) e portanto as contas da seguradora devem ficar equilibradas.

Distribuicdo de Y = i(X)

Se Y =h(X) e X é uma v.a. entdo Y também é uma v.a. Portanto, ela possui duas “listas™: a
de valores possiveis e a de probabilidades associadas. Com base nisso, podemosfazer calculos
de probabilidade relacionados com Y. Podemos querer saber, por exemplo, a probabilidade de
ter um valor ¥ < 2 ou qualquer outro valor arbitrario: P(Y < 2) ou, em termos mais gerais,
Fy(y) =P(Y <y) para qualquer y. Como Y é uma fungdo de X e a distribui¢éio de X é conhecida,
devemos ser capazes de obter a distribui¢do de Y a partir daquela de X e da expressdo da fungao 4.

Como agora temos duas v.a.’s, X e Y = h(X), vamos diferenciar mais explicitamente as duas
distribui¢des de probabilidades. Por exemplo, as fun¢do de distribui¢do acumulada serdo denotadas
por Fx(x) e Fy(y) e as densidades por fx(x) e fy(y). Assim, fx(x) é o valor da densidade da v.a. X
no ponto x da reta real. Se neste instante parece redundante ter os sub-indice e o argumento dessas
fungdes iguais, veja abaixo a utilidade dessa notacao.

Definition 8.4.1 — Distribuicdo de Y = h(X). A fung¢do de distribui¢do acumulada Fy (y) de
Y = h(X) é definida em termos de Fy (x) da seguinte forma

Fr(y) = P¥ <y)=P(h(X)<y)
= P(X € {xtal que h(x) <y})
= P(Xe{xtalquex<h'(y)})
= Fx(h ()
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Existem duas maneiras bésicas de obter a distribui¢do de ¥ = h(X).
(A) Obtenha a fung¢io de distribui¢do acumulada Fy (y) de Y e a seguir, se Y for continua, tome a
derivada ou, se discreta, obtenha as alturas e os seus pontos de salto.
(B) Use o método geral e mais ou menos automatico do jacobiano, a ser explicado mais a frente.

= Example 8.8 — Distribuicdo de drea de O aleatdrio. Para entender o método (A), vamos
comegcar com um exemplo. Considere a drea ¥ = X? do nosso quadrado aleatério formado com um
lado X ~ U(0,1). Como X ~ U(0,1), temos Fx (x) = x parax € (0,1). A v.a. Y é continua e seu
suporte € o intervalo (0, 1). Considere um dos valores possiveis de ¥, um valor y € (0, 1) arbitrario.
Por exemplo, vamos fixar y = 0.37. Queremos Fy(0.37) = P(Y < 0.37). O evento [Y < 0.37] é
igual ao evento [X < +/0.37]. Por qué? Porque o evento

[Y <037 = {weQtaisqueY(w)<0.37}
= {weQtais que (X())* <0.37}

= {w € Q tais que X () < V0.37}
= X <v037]

Se os conjuntos (ou eventos) [Y < 0.37] e [X < +/0.37] sdo os mesmos, é que suas probabilidades
também sdo as mesmas:

Fy(0.37) =P(Y <0.37) =P(X <Vv0.37) =Fx(v0.37) = v0.37.
Este célculo pode ser refeito para um valor y € (0, 1) qualquer e produz

Fy(y) =P(Y <y) =P(X <) =Fx(\/y) = V¥

Para obter a densidade de probabilidade fy (y), nés derivamos a sua fun¢@o distribuicdo acumu-
lada Fy(y):

d
fr(y) = & Fy(y) = dy\[_ ﬁ
O gréfico dessa fun¢do densidade € a curva vermelha na Figura 8.1.

O uso desse resultado depende de nossa habilidade em escrever o evento [Y < y| em termos
de um evento envolvendo a v.a. X que nds saibamos calcular a probabilidade. Quando a funado
h € inversivel no conjunto suporte .%x isto é facil. Por exemplo, imagine que % seja uma funcéo
crescente de X, como no exemplo ¥ = h(X) = X2 com X ~ U(0,1). Neste caso, [Y <y] = [a(X) <
Yl =X <h!(y)] e portanto Fy (y) = Fx (™' (y)).

= Example 8.9 — Distribuic@o de Y = i(X) = ¢ %X, Por exemplo, se ¥ = h(X) =e entio
o suporte de Y estd contido no intervalo (0,0) e, para y > 0, temos &~ (y) = —log(y)/0.05 e
portanto

—0.05X

Fy(y) = P <y)=P(h(X)<y)
= P(X<h'(y)
— B(X < —log(y)/0.05)
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As vezes, a funcio h(x) ndo é inversivel no suporte de X. Por exemplo, suponha que X ~
U(—1,1), um nimero real escolhido ao acaso no intervalo (—1,1). Temos Fx (x) = (1 +x)/2 Se
Y = h(X) = X?, ndo existe a funcio inversa 4! ja que existem dois valores, x = Vyex=—./y,
tais que A(x) = y. Assim, devemos ter um pouco mais de cuidado para obter Fy (y):

Fr(y) = P <y)=PX<y)
= P(Xe{xtalquengy})
= PXe(=vywW))
= Fx(Vy) =Fx(=v)
= \/y,

paray > 0.

A regra (A) para obter a distribui¢do de Y € intuitiva e facilmente aplicada nos casos em que
h(x) é simples. Entretanto, existem casos em que a inversdo ndo é simples ou é impossivel. Por
exemplo, se X ~ U(—m,m) e Y = h(X) = log(1 +sin?(x)), esta inversdo s6 é em segmentos do
eixo x que depois devem ser colados de alguma forma. Ver o resultado geral em [17].

Existe uma razdo adicional para estudarmos outro método, a regra (B), para obter para obter a
distribuicdo de Y. Ele é um método mais geral e mais ou menos automatico baseado no jacobiano
da fung¢do h(x). A importancia dessa forma de célculo é que ele pode ser estendido para o caso em
que Y € funcdo nao de uma tnica v.a., mas de vdrias v.a.’s. Por exemplo, ele pode ser aplicado se
Y =XW +Z onde X,Z e W sdo v.a.’s. No caso univariado que estamos estudando neste capitulo,
em que Y = h(X), o método (B) fornece uma regra geral quando X e Y s@o v.a.’s continuas. o
jacobiano é simplesmente a derivada da func¢@o inversa.

Theorem 8.4.1 — Densidade de Y = h(X). Seja Y = h(X). Suponha que no suporte de X a
fungdo & seja inversivel com g = h~! e portanto x = g(y). Entdo a densidade de ¥ no ponto y é
dada por

dg(y) ‘ 8.15)

fr(y) = fx(g()) ‘a’y

= fx(8(»)) ‘dhl(y)'

dy

O segundo fator do lado direito é o valor absoluto do jacobiano dessa transformacao.

= Example 8.10 — Disco aleatério. O raio de um disco é escolhido ao acaso de acordo com uma
distribui¢ao uniforme no intervalo (0,1). O disco aleatério produzido é varrido completamente.
Seja A = mR? a drea desse disco aleatério gerado. Obtenha a lista de valores possiveis da v.a. A e
sua densidade de probabilidade. A seguir obtenha sua esperanca. E verdade que E(A) = 7 (E(R) )2?

Como R € (0, 1) temos a densidade fg(r) = 1 para todo r € (0,1). A lista de valores possiveis

de A é dada por A € (0,7). Como A = h(R) = nR?, temos R = h™ ! (A) = \/%. A densidade de A
neste intervalo € dada por (8.15):
1

A|ld JA
A )| Y
Como temos a densidade de A podemos calcular

T 1 1 1 T
E(A)= [ A dA = —2/3A432 7)) = T
) /0 VTA 2T <27r / ‘0) 3

Como E(R) = 1/2, temos 71/3 = E(A) # 11/4 = m (E(R))*. A drea esperada é maior que a drea de
um disco que usa um raio igual ao raio esperado. "
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m Example 8.11 — Intensidade da luz. A lei do inverso do quadrado descreve a intensidade
da luz a diferentes distancias de uma fonte de luz. A intensidade da luz numa certa posi¢ao é
inversamente proporcional ao quadrado da distancia entre esta posicdo e a fonte luminosa. Isto
significa que a medida que a distincia de uma fonte de luz aumenta, a intensidade da luz ¢ igual a
¢/X? onde ¢ é uma constante que depende do tipo de fonte e X é a distancia até a fonte. Esta lei
vale para a luz visivel bem como para a parte ndo visivel do espectro (ondas de rddio, microondas,
luz infravermelha e ultravioleta, raios X e raios gama).

Suponha que um sensor seja colocado ao acaso de acordo ao longo de um corredor linear de
comprimento 12 metros. Sua posicao € tal que ele tende a ficar posicionado longe do centro do
corredor. Mais especificamente, se X € a distancia aleatdria entre o sensor e o centro do corredor
entdo a densidade da v.a. X é f(x) = 0.08x para x € (1,6). Uma fonte luminosa estd no centro desse
corredor. A intensidade captada pelo sensor é I = 25/X>. Obtenha a esperanca e a distribui¢io de /.

A disténcia entre o sensor e o centro segue uma distribui¢do com densidade f(x) = 0.08x para
x € (0,5) e assim

635 6

E() = /lx—zf(x)dx:(35x0.08) 2 dx

1 x?
61
= 2.8/ — dx = 2.8log(x) |$=2.8(log(6) —log(1)) = 2.810g(6)
1 X
A densidade de probabilidade da intensidade da luz € obtida a partir da densidade de X. Como
I =h(X)=25/X?, afungdo inversa é g(y) = h~'(y) = 5/,/y e portanto
5\|d 5151
i)=fx| =) |55/Vi|=0.08"—"%|-=—
= s (5) |55/ i
para i € (0.694,25). .

1.0

i2

Esperanca de Y = i(X)

Muitas vezes, apenas o valor esperado de Y = h(X) é suficiente, sem precisar conhecer toda a
distribuicdo de Y. Felizmente, o calculo de E(Y) = E(h(X)) é relativamente simples e ndo requer
o conhecimento da distribui¢do de Y. Assim, podemos passar sem os cdlculos da se¢@o anterior
quando o interesse for apenas em E(Y) = E(A(X))..

Theorem 8.5.1 — Esperanca de Y = i(X). Suponha que X seja uma v.a. com suporte . e
que Y = h(X). Se X for uma v.a. continua com densidade f(x),

E(h(X)) = [ h(x)f(x)ds.
Se X for uma v.a. discreta com fung¢do de probabilidade P(X = x;),

E(h(X)) = ¥ h(x)P(X =x,).

x €.

Por exemplo, se ¥ = h(X) = X, entdo

E(h(X)) = E(X?) = [ 2f(x)dx

Terminar o calculo depende de conhecer a densidade f(x) mas agora este cdlculo € um problema
puramente matemdtico.
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Se X for uma v.a.discreta com valores possiveis {xi,x2,...} e probabilidades associadas
{p(x1),p(x2),...} temos

B(H(X)) = L h(x)p(x)
Por exemplo, se h(x) = y/x e se X ~ Poisson(A = 2.3) entdo
> 23k 23
(X)) = E(V%) = Y VER 1

Nao existe formula conhecida para esta série, ela tem de ser calculada numericamente.

Probabilidades e varidveis aleatorias indicadoras

Toda probabilidade pode ser vista como a esperanca de uma v.a. indicadora. Seja A um evento
qualquer e I4(®) uma v.a. bindria dada por

(o) = I, seweEA
ATV 0, caso contrério

Esta v.a. € apenas a fun¢do indicadora de que o evento A ocorreu. Para cada resultado do
experimento ela retorna 1 se A ocorreu e 0 se A ndo ocorreu.

O evento [I4 = 1] é o conjunto de elementos @ € Q tais que Iy (@) = 1. Mas isto é exatamente
o conjunto de @ € A. Ou seja, temos a igualdade [ = 1] = A de dois eventos em Q. Portanto, a
probabilidade dos dois eventos é a mesma e P(I4 = 1) =P(A).

Como a v.a. I4 € bindria temos

E(IA) =1x P([A = 1) +0 x P(IA = 0) :]P)(IA = 1) = IP(A)

Assim, para todo evento A, podemos escrever sua proabilidade P(A) como a esperanca E(I4) da
v.a. aleatdria indicadora da ocorréncia de A. Parece um jeito muito complicado de obter uma
probabilidade mas este € um truque muito ttil em situacdes um pouco mais complicadas. A
utilidade vem da possibilidade de usar algumas propriedades conhecidas do operador [E, e isto torna
as vezes mais fécil de manipular que o operador PP. Uma dessas propriedades € a linearidade da
esperanca: E(X +Y) =E(X)+E(Y).

Eventos podem ser definidos em termos de varidveis aleatdrias. Por exemplo,

o X =3]={we Qtais que X(w) =3}

o X <3]={weQtais que X(w) <3}

o [1 <X <3]={weQtaisque X(w) € [1,3]}

e se SC Rtemos [X € §] = {w € Q tais que X (w) € S}
Assim, podemos estender a ideia de escrever como esperanca a probabilidade de um evento
associado a uma v.a. Por exemplo, seja A o evento A = [X = 3] associado com a v.a. X. Entdo

P(X =3)=P(A) =E(l4) = E(/x-3))

De maneira geral, se § C R temos P(X € S) = E(Ijxcg))-
Vamos adotar outra notacdo alternativa:

Ixes) = Is(X)

Veja que Is(X) € uma v.a. Ela recebe como input um resultado @ € Q e retorna um valor bindrio
Ixes)(®) = Is(X(®)). Esta v.a. € uma transformag@o (X) de X. De fato, temos

Is(X(0)) =h(X(w)) = { (1): csaesc})(c((()?trfirfo
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Portanto, se tivermos a densidade f(x) de uma v.a. continua X, usando o que aprendemos no
inicio deste texto, podemos escrever

P(XeS) = E(ls(X))
= E(r(X))

Eu sei que parece estarmos dando voltas em torno do mesmo ponto mas, acredite, isto € ttil.
Por exemplo, suponha que X ~ N(0, 1), uma gaussiana padrdo que possui densidade

1 1,
x) = exp | —=x
0= w27
Suponha que, por alguma razdo queiramos calcular a probabilidade de que exp(—|X|) > |X|.

Manipulagdo algébrica mostra que exp(—|x|) > x se, e somente se, x € (—a,a) onde a ~ 0.5671.
Assim,

Plexp(~1x]) > XI) = [ f(x)dx= [ A (e = B(R(x))

onde h(X) =Is(X) e S é o evento [exp(—|X|) > |X|].

Multiple random variables - OPTIONAL READING
Suppose X1,X>, - -+, X, are random variables with joint pdf f. Let

Yi=rXy, -, Xn)
Yo =r(Xi, -, Xn)

Yn = I"n(X],"' 7Xn)-

For example, we might have Y, = ﬁ and ¥, = X; +X5.
Let R C R” such that P((X;,---,X,) € R) = 1, i.e. R is the set of all values (X;) can take.
Suppose S is the image of R under the above transformation, and the map R — S is bijective.
Then there exists an inverse function

Xi=s1(Y1,---, 1)
Xo =511, .,Y,)

X, :Sn(Yl,"' 7Yn)'

For example, if X, X, refers to the coordinates of a random point in Cartesian coordinates, Y;,Y>
might be the coordinates in polar coordinates.
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Definition 8.7.1 — Jacobian determinant. Suppose 3—5’ exists and is continuous at every
J

point (yi,---,y,) € S. Then the Jacobian determinant is

dsi .. dst

ayl 8yn

a(sla"'7sn) . . .
J=o T =det | 2 e
Iy o3n) sy .. 9

a}’I a)’n

Take A C R and B = r(A). Then using results from IA Vector Calculus, we get

]P)((Xh 7Xn) EA) :/Af(_xb... 7_xn) d_xl...dxn

:/Bf(sl()’17"'yn),s27-'- s | dyr -+ dy,
=P((Y1,---Y,) €B).

So
Proposition 8.7.1 (Y1,---,Y,) has density

g(yla"' 7yn) :f(sl(yla"' 7yn)7"'sn(yla”' 7yn))|~,|

if (y1,---,yn) €S, 0 otherwise.
= Example 8.12 Suppose (X,Y) has density

dxy 0<x<1,0<y<l1
flx,y) = .
0 otherwise

We see that X and Y are independent, with each having a density f(x) = 2x.
Define U =X /Y,V = XY. Then we have X = UV and Y = /V /U.
The Jacobian is

dx/du Idx/dv\ IWviu  LJupv\ 1
det (3y/8u 3y/3v> = det <2é\/v/u3 f\/l/uv> T 2u

Alternatively, we can find this by considering

du/dx du/dy\
det(av/ax 8u/3y>_2u’

and then inverting the matrix. So
1 2
sl =avim Lo =2
uu u
if (u,v) is in the image S, 0 otherwise. So
2
glu,v) = —VI[(u,v) € S].
u

Since this is not separable, we know that U and V are not independent. "
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In the linear case, life is easy. Suppose

Y, X,

Then X =A~'Y. Then 3;{ = (A"1);;. So |J| = |det(A~1)| = | detA| L. So
J

(A ly).

g(yla"' 7yn) = ’dCtA’

= Example 8.13 Suppose X;,X; have joint pdf f(x;,x;). Suppose we want to find the pdf of
Y=X1+X,. WeletZ=X,. ThenX; =Y —Z and X, = Z. Then

Y\ /1 1\ /X
()= (o 1) (o) =
Then |J| = 1/|detA| = 1. Then

g»2)=f(y—2z2)
So

gr(y) = /:Of(y—z,z) dz = /:of(z,y—z) dz.

If X and X, are independent, f(x;,x2) = f1(x1)f2(x2). Then

gly) = /:fl (2)fo(y—z) dz.

Non-injective transformations
We previously discussed transformation of random variables by injective maps. What if the mapping
is not? There is no simple formula for that, and we have to work out each case individually.

» Example 8.14 Suppose X has pdf f. What is the pdf of ¥ = |X|?
‘We use our definition. We have

b —a b
P(X| € x(@b) = [ 1@+ [ " r@dr= [ (70 +f(=) dx.
So
fr(x) = f(x)+f(—x),

which makes sense, since getting |X | = x is equivalent to getting X =xor X = —x. "
» Example 8.15 Suppose X| ~ &(4),X, ~ &(u) are independent random variables. Let Y =
min(Xj,X;). Then
PY>1)=PX, >t,X,>1)
= P(X] > t)]P)(XQ > t)
— efxzefm
— o (A1)t
SoY ~&(A+pu). m

Given random variables, not only can we ask for the minimum of the variables, but also ask for,
say, the second-smallest one. In general, we define the order statistics as follows:
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Definition 8.7.2 — Order statistics. Suppose that X;,--- | X, are some random variables, and
Y, .Y, is Xq,---,X, arranged in increasing order, i.e. ¥} <Y, < ... <Y,. This is the order
statistics.

We sometimes write ¥; = X(;).

Assume the X; are iid with cdf F and pdf f. Then the cdf of ¥, is

So the pdf of ¥;, is

d

" )" =nf)F)" "

Also,
P(ri >y) =PX >y, . X, > y) = (1 -F(y)".
What about the joint distribution of Y1,Y,,?

G(yl»yn) = P(Yl <yi,%u Syn)
:P(Yn Syn) _IP)(YI 2y1,Yn Syn)

F(yn)" = (F(yn) —F(y1))".

Then the pdf is

82

mG(yl,yn) =n(n—1)(FOn) —F31)" 2f 1) f n)-

We can think about this result in terms of the multinomial distribution. By definition, the probability
that Y, € [y1,y1+90) and ¥, € (y, — 8,yn] is approximately g(yi,yx)-

Suppose that § is sufficiently small that all other n — 2 X;’s are very unlikely to fall into
[Vi,y1+6) and (y, — 8,yx]. Then to find the probability required, we can treat the sample space as
three bins. We want exactly one X; to fall into the first and last bins, and n — 2 X;’s to fall into the
middle one. There are (, ", ) =n(n— 1) ways of doing so.

The probability of each tfling falling into the middle bin is F(y,) — F(y1), and the probabilities
of falling into the first and last bins are f(y;)d and f(y,)6. Then the probability of ¥; € [y1,y; + J)
and Y, € (y, — 8,yn] is

n(n—1)(F (ya) = F(y1))" 2 f(71).f ()87,

and the result follows.
We can also find the joint distribution of the order statistics, say g, since it is just given by

gty yn) =nlf (1) f(vn),

if y; <y, <--- <y, 0otherwise. We have this formula because there are n! combinations of
X1,-++ ,X, that produces a given order statistics yj,---,y,, and the pdf of each combination is

FO1) f(yn)-

In the case of iid exponential variables, we find a nice distribution for the order statistic.
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» Example 8.16 Let X, --,X, beiid &(1), and Y;,---,Y, be the order statistic. Let

Z1=1
ZLH=h-Y
Z,=Y,—Y,_4.
These are the distances between the occurrences. We can write this as a Z = AY, with
1 00 --- 0
110 --- 0
A=
O 00 --- 1

Then det(A) = 1 and hence |J| = 1. Suppose that the pdf of Z,--- ,Z, is, say h. Then

h(zi,-+zn) =81, ,yn) - 1
=nlf(y1)--f(yn)
— Ao At tyn)

_ n‘knef/l(nm+(n71)zz+~-+zn)

— ﬁ()ti)e_(li)z”“*"
i=1

Since & is expressed as a product of n density functions, we have
Zi~&E((n+1—-0)A).

with all Z; independent. "

8.8 Transformagoes ndo-explicitas algebricamente

Suponha que um vetor aleatério m-dimensional Y = (V1,...,Y,,) seja o resultado de uma transfor-
macdo matemdtica de um outro vetor aleatéorio n-dimensional X = (X, X>,...,X,). Isto é, cada
componente ¥; € uma fungdo matematica g; do vetor X de modo que:

Y1 =gi1(X1,...,X,)
Y2 :gQ(X],...,Xn)

Ym = gm(Xlu T 7Xn)-

Observe que podemos ter n £ m.

8.8.1 Distribuicdo dos autovalores de matriz aleatéria

Algumas vezes, as varidveis em Y s@o o resultado de uma funcdo mas ndo existe uma férmula
matemdtica simples conectando Y e X. Por exemplo, gere n? v.a.’s i.i.d. N(0, 1) formando o vetor
X. Organize os n? valores numa matriz quadrada M. A seguir, obtenha os n autovalores aleatérios
Y = (11,...,Y,) da matriz aleatéria M. Estes autovalores sdo as n raizes do polindmio caracteristico
p(A) = det(I — lambdaM) e portanto fungio das n? v.a.’s em X. mas ndo existe uma férmula
algébrica fechada em que imputamos os valores X = (X1, X, ...,X,) e a saida sejam os autovalores.
Temos algoritmos classicos que produzem aproximacdes numéricas para os autovalores. mas, sendo
raizes de polindmios de grau n, sabemos que nao existem férmulas para obter as raizes no caso
geral de polindmios de grau n > 5.
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Distribuicoes em alta dimensdo

https://bit.1ly/2Gw8NGt blog como texto abaixo.

John Cook recentemente escreveu um post interessante (em https://bit.1ly/2GuF1le) sobre
vetores aleatdrios e projecdes aleatérias. No post, ele afirma dois fatos surpreendentes da geometria
de alta dimens@o e d4 alguma intui¢cdo para o segundo fato. Neste post, vou fornecer o cédigo R
para demonstrar os dois.

Fato 1: Dois vetores escolhidos aleatoriamente em um espago de alta dimensio sdo muito
provavelmente quase ortogonais.

Cook ndo discute esse fato, pois é "bem conhecido". Deixe-me demonstrar isso empiricamente.
Abaixo, a primeira funcdo gera um vetor unitdrio p-dimensional uniformemente ao acaso. A
segunda funcdo aceita dois vetores p-dimensionais, x1 e X2, e calcula o angulo entre eles. (Para
mais detalhes, consulte a postagem no blog de Cook.)

genRandomVec <- function(p) {
x <- rnorm(p)
x / sqrt(sum(x~2))

findAngle <- function(xl, x2) {
dot_prod <- sum(xl * x2) / (sqrt(sum(x1~2) * sum(x2°2)))
acos(dot_prod)

Em seguida, usamos a fung¢do replicate para gerar 100.000 pares de vetores de 10.000 dimensdes e
plotar um histograma dos angulos que eles criam:

simN <- 100000 # no. of simulations

p <- 10000

set.seed(100)

angles <- replicate(simN, findAngle(genRandomVec(p), genRandomVec(p)))
angles <- angles / pi * 180 # convert from radians to degrees

hist (angles)

Observe a escala do eixo x: os angulos estdo muito proximos de 90 graus, como reivindicado. Esse
fendmeno sé acontece para dimensdes "altas”. Se mudarmos o valor de p acima para 2, obtemos
um histograma muito diferente:

Quaio “alta” a dimensao tem que ser antes de vermos este fendmeno? Bem, depende de quao
bem agrupados queremos que os Angulos sejam em torno de 90 graus. O histograma abaixo € a
mesma simulacdo, mas para p = 20 (observe a escala do eixo x mais larga):

Parece que a curva em forma de sino ja comeca a aparecer com p = 3!

Fato 2: Gere 10.000 vetores aleatérios em 20.000 espagos dimensionais. Agora, gere outro
vetor aleatdrio nesse espaco. Entdo o dngulo entre este vetor e sua projecdo no vao dos primeiros
10.000 vetores € muito provavel que seja muito préximo de 45 graus.

Cook apresenta uma explicacdo intuitiva muito legal deste fato que eu recomendo. Aqui,
apresento evidéncias de simulagdo do fato.

A dificuldade nesta simulag¢do é computar a projecdo de um vetor no espaco de muitos vetores.
Pode-se mostrar que a projecio de um vetor v no espago de coluna de uma matriz (completa) é dada
por proj, (v) = A(ATA)~'ATv. Em nosso problema, A é uma matriz de 20.000 x 10.000, entdo a
computacio de (ATA)~! vai demorar proibitivamente.


https://bit.ly/2Gw8NGt
https://bit.ly/2GuF1le
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N3ao sei outra maneira de calcular a projecdo de um vetor no intervalo de outros vetores.
Felizmente, com base em minhas simulagdes no Fato 1, esse fendmeno provavelmente também ird
contribuir para dimensdes muito menores!

Primeiro, vamos escrever duas fungdes: uma que tenha um vetor v € uma matriz A e retorne a
projecdo de v para o espaco de coluna de A:

projectVec <- function(v, A) {
A %x% solve(t(A) %xh A) %x% t(A) %x% v
}

e uma fun¢do que executa a simulagdo. Aqui, p é a dimensionalidade de cada um dos vetores, € eu
suponho que estamos olhando para o espago de vetores p / 2:

simulationRun <- function(p) {
A <- replicate(p/2, genRandomVec(p))
v <- genRandomVec (p)
proj_v <- projectVec(v, A)
findAngle(proj_v, v)

}

O cédigo abaixo executa 10.000 simulagdes para p = 20, demorando cerca de 2 segundos no meu
laptop:

simN <- 10000 # no. of simulations

p <- 20 # dimension of the vectors

set.seed(54)

angles <- replicate(simN, simulationRun(p))

angles <- angles / pi * 180 # convert from radians to degrees
hist(angles, breaks = seq(0, 90, 5))

abline(v = 45, col = "red", lwd = 3)

J4 podemos ver o agrupamento em torno de 45 graus:
A simulacdo para p = 200 leva menos de 2 minutos no meu laptop, € vemos um agrupamento
mais apertado em torno de 45 graus (observe a escala do eixo x).
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Variabilidade e desvio-padrdo

Suponha que vocé vai gerar no computador valores aleatérios vindos de uma distribui¢do de
probabilidade. Dizemos que simulamos no computador o experimento aletério de gerar valores
de uma distribuicdo de probabilidade. Como resumir grosseiramente esta longa lista de nimeros
antes mesmo de comegar a gerd-los? O valor tedrico em torno do qual eles vao variar € a esperanga
E(Y). As vezes, teremos Y > E(Y), e as vezes, teremos ¥ < E(Y). Podemos esperar os valores
gerados de oscilando Y em torno de E(Y). Mas até pode ir esta oscilagdo? Podemos ter situagdes
em que os valores de Y oscilam muito pouco em torno de E(Y) e situagdes em que podem oscilar
muito. No primeiro caso, E(Y) dard uma boa ideia dos valores aleatérios Y, todos muito préximos
de E(Y). No segundo caso, E(Y) vai dar uma menos precisa dos valores Y ji que eles podem se
afastar muito de E(Y).

Para medir este grau de variabilidade de uma v.. em torno de seu valor esperado E(Y) usamos
o desvio-padrdo. Como o nome estd dizendo, o desvio-padrdo € o padrdo para se medir desvios em
relagdo ao valor esperado E(Y). O desvio-padrdo é a régua, 0 metro que usamos para saber se uma
v.a. oscila muito ou pouco em torno de seu valor esperado E(Y). Como no caso do valor esperado,
o desvio-padrao € um valor teérico, deduzido a partir da distribui¢do de probabilidade (isto é, das
duas listas) de uma v.a. Nao € necessdrio nenhum dado estatistico para obter o desvio-padrao.

Vamos relembrar a defini¢do de valor esperado E(Y) de uma v.a. no caso discreto,

E(X)= in]P’(X =x;)
Xi
e no caso continuo,

E(X)= /_ixf(x)dx

Antes de definir formalmente o desvio-padrio de uma v.a., vamos entender o conceito que quer-
emos quantificar. Vamos chamar de desvio-padrao, e abreviar por DP, esta medida de variabilidade
de uma v.a. em torno de seu valor esperado E(X). Se ele for definido de alguma forma razoével,
quem deveria ter um maior DP, X e Y na Figura 9.1?
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Figure 9.1: Densidades de X e Y com mesmo valor esperado: E(X) =E(Y) = 10.
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Figure 9.2: Histogramas de amostras e densidades de X e ¥ com mesmo valor esperado: E(X) =
E(Y) = 10. Qual das amostras varia mais em torno do seu valor esperado?

Note que E(X) = E(Y), ambos iguais a 10 e que a escala d eixo horizontal ¢ a mesma para os
dois gréficos, permitindo sua comparagdo visual. O DP é uma medida de variabilidade em torno do
valor esperado. Os valores de X e Y vindos das densidades na Figura 9.1 vdo se afastar or mais, ora
menos em torno de seus valores esperados (que sdo iguais aqui). Qual das duas distribuicdes vai
tender a se afastar mais de seu valor esperado?

Olhando para as densidades vemos que f(y) espalha-se masi em torno de seu valor esperado
E(Y) = 10. De fato, a drea abaixo de 8 ou acima de 12 é muito maior no caso da densidade f(y) que
nos caso da densidade f(x). Isto quer dizer que valores distantes de 10 sdo gerados mais facilmente
sob a densidade f(y) do que sob a densidade f(x). A Figura 9.2 mostra as densidades anteriores
com histogramas de amostras geradas dessas mesmas densidades ao seu lado. Verificamos que
amostras de Y tendem a se afastar mais de seu valor esperado E(Y') do que amostras de X. Podemos
portanto esperar que, ao definirmos o desvio-padrdo, devemos encontrar esta medida maior no caso
Y do que no caso X.

Na Figura 9.1 colocamos as duas varidveis com o mesmo valor esperado E(X) =E(Y) = 10.
Entretanto, isto ndo € necessario. Podemos medir a variabilidade de cada varidvel em torno de
seu respectivo valor esperado, mesmo que E(X) # E(Y). Por exemplo, a Figura 9.3 mostra duas
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Figure 9.3: Densidades de X e Y com diferentes valores esperados: E(X) # E(Y). Qual das
amostras varia mais em torno do seu valor esperado?
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Figure 9.4: Histogramas de amostras e densidades de X e ¥ com diferentes valores esperados:
E(X) # E(Y). Qual das amostras varia mais em torno do seu valor esperado?

densidades, das v.a.’s X e Y, com diferentes valores esperados: E(X) =12 e E(Y) = 8. Antes de
dar a definicao formal, queremos saber intuitivamente qual delas possui maior DP.

Novamente, olhando para as areas sob as duas curvas densidade, vemos que tipicamente X fica
entre 10 e 14, e portanto afastando-se tipicamente por menos que 2 unidades de seu valor esperado
E(X) = 12. Ao olharmos para a densidade de Y, vemos que afastamentos por mais de 2 unidades
de seu valor esperado E(Y) = 8 tem uma probabilidade substancial. Realmente, a drea abaixo de 6
ou acima de 10 é uma fracdo considerdvel da drea total (igual a 1). A Figura 9.4 mostra histogramas
de amostras simuladas a partir das densidades da Figura 9.3 e vemos que valores de Y tendem a se
afastar mais de seu valor esperado que valores da v.a. X.

Na Figuras anteriores estivemos usando densidades simétricas mas isto também ndo € necessario
na defini¢do do DP. A Figura 9.5 mostra as densidades de probabilidade f(x) e f(y) das varidveis
aleatérias X e Y. Elas sio assimétricas mas possuem o mesmo valor esperado: E(X) =E(Y) = 11
Este valor esperado ¢ marcado pela linha vertical.

IEstamos usando duas densidades gama aqui, com o = f3.
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Figure 9.5: Densidades assimétricas de X e Y mas mesmo valor esperado: E(X) =E(Y) = 1.
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Figure 9.6: Histogramas de amostras e densidades assimétricas de X e ¥ com mesmo valor esperado:
E(X) =E(Y) = 1. Qual das amostras varia mais em torno do seu valor esperado?

Novamente considerando que éreas sob a curva num intervalo indicam probabilidade de ocorrer
um valor naquele intervalo, vemos que a distribuicio de Y tem sua area total mais concentrada em
torno de seu valor esperado. Isto é, X deve gerar mais facilmente valores que se afastam mais de
seu valor esperado. Com as amostras de cada distribuicdo na Figura 9.6, vemos que esta intui¢io se
confirma.

Na Figura 9.7 mostramos um caso em que X e Y possuem densidades assimétricas e t€m
1 =E(X) #E(Y) = 3. Considerando dreas sob as curvas, espera-se que ¥ tenha maior variagdo em
torno de seu E(Y) = 3 do que X em torno de seu respectivo valor esperado E(X) = 1. As amostras
no lado direito confirmam esta intuicdo.

A distribui¢Oes ndo precisam ser continuas. A Figura 9.8 mostra as funccdes de probabilidade
P(Y =y) e P(X = x) de duas varidveis discretas X e Y. Elas possuem diferentes valores esperados.
Usamos duas v.a.’s de Poisson aqui, X ~ Poisson(1.2) e ¥ ~ Poisson(3.3). Sao relativamente
maiores as barras de probabilidades alocadas a valores de y mais afastados de E(Y) = 3.3 do que
as barras de probabilidade alocadas x. Estas tltimas tendem a estar bastante concentradas em
trono de E(X) = 1.1, indicando que valores da v.a. X tendem a se afastar pouco de seu valor
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Figure 9.7: Histogramas e densidades assimétricas de X e Y com 1 = E(X) # E(Y) = 3. Qual das
amostras varia mais em torno do seu valor esperado?

)

1
00 01 02 03
L
Density

00 02 04 06

020
I
0.20

fiy)
010
L
Density
0.10

0.00
I
0.00

Figure 9.8: Histogramas e fun¢des de probabilidade de duas Poisson com 1.2 =E(X) #E(Y) =3.3.
Qual das amostras varia mais em torno do seu valor médio?

esparedo. E intuitivo que a variabilidade de ¥ em torno de E(Y) deve ser maior que a variabilidade
de X em torno de E(X). Isto é confirmado com as amostras visualizadas ao lado das funccdes de
probabilidade P(Y =y) e P(X =x).

Vocé deve ter agora uma boa ideia do que queremos medir. Como entdo definir o DP de uma
v.a.? Falta definir matematicamente esta noc¢ao intuitiva. Queremos medir o grau de variagdo da
v.a. Y em torno de seu valor esperado 4 = E(Y). Podemos olhar para o desvio Y — il As vezes, 0
desvio Y — u é positivo, as vezes ele é negativo. Queremos ter uma ideia do tamanho do desvio e
ndo de seu sinal. Vamos olhar ento para o desvio absoluto |¥ — u|.

Um ponto fundamental a ser observado é que |Y — u| é uma varidvel aleatéria. Vamos ter
certeza de que este ponto estd claro tendo uma visdo empirica do desvio |Y — t|. Suponha que
Y seja uma v.a. qualquer (discreta ou continua) com E(Y) = u Simule Y vdrias vezes por Monte
Carlo. Os valores aleatérios gerados sucessivamente vao variar em torno de i. As vezes, eles serdo
apenas um pouco maiores ou menores que [. As vezes, serdo muito maiores ou muito menores
que u. Queremos ter uma ideia do tamanho do desvio |Y — u|. Mas como fazer isto se |Y — | é
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aleatério?

A resposta € encontrada se pensarmos em termos abstratos. Como caracterizamos uma v.a.
Y? Fazemos isto fornecendo a sua densidade de probabilidade f(y) (caso continuo) ou sua
fungédo de probabilidade P(Y = y) (caso discreto). Isto é, fornecemos duas “listas”, a de valores
possiveis (o suporte) e a de probabilidades associadas. Mas isto € muita coisa para fornecer para o
desvio aleatério |Y — pt|. Queremos uma forma mais econdmica, mais simples, de resumir toda a
distribui¢ao do desvio aleatério |Y — u|. Serd que ndo existe uma forma de ter apenas um tnico
nimero resumindo toda a distribui¢do, mesmo que de forma grosseira.

Esta pergunta retérica tem uma resposta simples: sim, podemos usar o valor esperado do desvio
absoluto de Y em torno de seu valor esperado u = E(Y). Isto é, podemos usar E(|Y — u|) para
representar de forma geral o tamanho do desvio. E( |Y — u| ) é o valor esperado do desvio de Y
em torno de seu valor esperado L.

Isto parece resolver nossa busca. Se E(|Y — p|) for muito grande, entdo o desvio de Y tende a
ser grande. Se E(|Y — u|) for préximo de zero, entdo tipicamente Y varia pouco em torno de L.

Entretanto, existe uma dificuldade com esta medida de variagdo. Calculos matematicos mais
avancados com valor absoluto sdo muito dificeis. Em particular, a fun¢do f(x) = |x| possui minimo
em x = 0, um ponto em que f(x) ndo possui derivada (esboce o grifico de f(x) para ver isto).
Assim, o minimo de f(x) = |x| néo pode ser obtido derivando-se f(x) e igualando a derivada a zero.
Isto tem consequéncias de longo alcance em otimizacdo. Em reusno, teremos problemas mais a
frente se insistirmos em usar E(|Y — i|) como deﬁni(_;éo da medida de variabilidade de uma v.a. A
saida para este problema é calcularmos a variancia 6> = E( |Y — u|? ), que é mais ficil, e a seguir

“corrigir” este cdlculo tomando a sua raiz quadrada (o desvio-padrio).

Definition 9.1.1 — Vari@ncia e Desvio-padrdo DP. Dada uma v.a. Y com valor esperado
u definimos a sua variancia 62 = E( |[Y — u|> ) e o seu desvio padrio DP ou ¢ = V062 =

VE(Y —ul*).

= Notation 9.1 — Variéncia.. Escrevemos a varidncia 6> = E( |Y — u|* ) como V(Y). Vamos
escrever DP(Y) para seu desvio-padrdo.

O desvio-padrdo 0 = \/E( |Y — u|? ) usualmente é diferente da medida mais intuitiva E( |Y —
1| ) mas eles costumam ndo ser muito diferentes. Assim, a interpretagdo do DP ¢ como sendo o
tamanho esperado do desvio é aproximadamente correta.

Nos dois exemplos a seguir, vamos mostrar como calcular 6> = E( |Y — u|? ) no caso discreto
e no caso continuo. Para compreender todo o cdlculo, vocé precisa aprender a distribui¢cdo de
transformacgdes de v.a.’s, assunto do capitulo ??. Por enquanto, apenas aceite que as os célculos
apresentados sdo vélidos.

= Example 9.1 — Varidncia e DP, caso discreto. Seja Y uma v.a. discreta com apenas 4 valores
possiveis e probabilidades associadas:

y 1 [ 2 [ 3 ] 4
P(Y =) | 0.50 | 0.40 | 0.07 | 0.03

Temos

4
Z (Y=y)=1x%x0.504+2x%x0.40+3 x0.07+4x0.03=1.63

e portanto, usando u = 1.63, temos a varidvel aleatéria do desvio |Y — p| = |Y — 1.63| com suas
duas listas, a de valores possiveis (o suporte) e a de probabilidades associadas. A lista de valores



9.1 Variabilidade e desvio-padrdo 223

possiveis éigual a.” = {|1 —1.63|,|2 —1.63|} ={] —0.63],0.37,1.37,2.37}.
Vamos denotar por d € . um elemento genérico do suporte do desvio aleatério |[Y — 1.63|. As
probabilidades associadas sdo imediatas pois, por exemplo, P(|Y —1.63| = 1.37) =P(Y =3) =
0.07. Portanto, a distribui¢do do desvio aleatério |Y — 1.63| é dada por

d 0.63 ] 037 | 1.37 | 2.37
P([Y —1.63[=d) | 0.50 | 0.40 | 0.07 | 0.03

Finalmente, podemos calcular a variancia de Y como o produto dos valores possiveis do desvio
|Y — 1.63| pelas suas probabilidades associadas:

V() = E(|Y—-u|*)=E(|Y-1.63)
0.632 % 0.50+0.37% x 0.40 + 1.37% x 0.07 +2.37% x 0.03 = 0.55

O desvio-padrao € igual a DP(Y) = 6 = v/0.55 = 0.74. Assim, o desvio de Y em relagdo a seu
esperado 1.63 é, em média, igual a 0.74. "

= Example 9.2 — Vari@ncia e DP, caso continuo. Seja Y uma v.a. continua com suporte
% = (0,00) e densidade f(y) = 3exp(—3y). Temos

oo

7 , 1
E(Y)Z/yf(y)dyz/y%%’ dy= 3
0

0

O desvio quadrdtico é a varidvel aleatéria |Y 2, que é continua. Para obter a varidncia,
precisamos calcular sua esperanca E(|Y — 1/3|?). Para isto, precisamos do seu suporte e densidade,
assuntos que aprenderemos na parte de distribuic@o de transformacgdes de v.a.’s, no capitulo ??.
Entretanto, adiantando este assunto, podemos afirmar que a esperanga E(|Y — 1/3]?) pode ser
obtida simplesmente multiplicando-se cada valor possivel de |Y — 1/3|? pela densidade de f(y):

V() = E(IY—gP)=E(Y-1/37)
= [ b-13Pr0) @y
0

= / ly—1/3> 3¢~ dy
0

= 1/ 32 ap6s manipulagdes de célculo.

Este exemplo € um caso particular da v.a. exponencial com densidade f(y) = A exp(—Ay) onde
A é uma constante positiva (ver se¢do ??). Usamos acima o caso particular A = 3. No caso geral,
temos E(Y) = 1/A e V(Y) = 1/A2. Assim, no caso exponencial, DP = E(Y) = 1 /A. .

Os dois exemplos mostram como calcular a variancia e o desvio-padrdo na pratica. Vamos
apresentar estes resultados sob a forma de um teorema. A prova do teorema ¢ uma consequén-
cia imediata dos resultados sobre transformacgdes de v.a.’s na se¢do ??. Assim, vamos omitir a
demonstragdo neste momento.

Theorem 9.1.1 — Cdlculo de V(Y). Dada uma v.a. Y com suporte .¥ ¢ valor esperado U, a
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variancia V(Y) = 62 = E( |Y — u|? ) pode ser obtida da seguinte maneira:
Caso discreto: Z (vi—u)? P(Y =y;). 9.1)
i€
Caso contl’nuoz/ (y—u)? f(y) dy (9.2)
yes

9.2 Desigualdade de Tchebyshev

Como o nome estd dizendo, o desvio-padrao é um padrio para medir desvios de uma v.a. Y (em
torno do seu valor esperado). O DP ¢ uma métrica universal, serve para qualquer v.a., discreta ou
continua. A desigualdade de Tchebyshev justifica esta universalidade do desvio-padrao. Ela diz
que o desvio-padrdo dd uma boa ideia do afastamento maximo que se pode esperar de uma v.a.

Para entender a desigualdade de Tchebyshev, considere o seguinte problema. Seja ¥ uma
v.a. Y com valor esperado E(Y) = u e desvio-padrdo 6. Se o desvio-padrdao é uma métrica
para medir desvios, e se ¢ é aproximadamente o valor esperado do desvio absoluto |Y — u|, ndo
deveriamos observar um desvio |Y — | muito grande em termos de desvios-padrdo. Por exemplo,
poderfamos imaginar que deveria ser pequena a chance de observar um desvio |Y — u| maior que
10 desvios-padrdo. Isto é, a probabilidade de ocorrer o evento [|Y — u| > 100] deveria ser pequena.
Isto é realmente verdade? E quanto mudarmos o maultiplicador para 100 ou para 3? Quanto € a
probabilidade de vermos um desvio |Y — u| maior que 26? E possivel dar uma resposta universal,
que valha para toda e qualquer varidvel aleatdria. A resposta surpreendente € sim e e ela estdo no
teorema de Tchebyshev (as vezes, escreve-se Chebyshev).

Theorem 9.2.1 — Desigualdade de Tchebyshev. Seja Y uma v.a. com E(Y) = u e desvio-
padrdo . Entdo

P(|Y — u| > ko) < 1/k*.

Por exemplo, se tomarmos k = 2 entdo, para qualquer v.a., temos P(|Y —u| >20) <1/4. A
chance de que Y se desvie de seu valor esperado por mais que 2 desvios-padrdo € menor que 0.25.
Esta probabilidade pode ser bem menor que 0.25 no caso de certas distribuicdes mas o que podemos
garantir é que, com certeza, ela nunca vai ultrapassar 0.25, qualquer que seja a distribui¢do de Y.

Para k = 4, a probabilidade se reduz a 0.06: P(|Y — | > 40) < 1/4? = 0.06. Assim, a chance
de vermos um desvio maior do que 4 desvios-padrao é apenas 6% e isto vale para toda e qualquer
v.a. O DP serve como uma métrica universal de desvios estatisticos: desviar-se por mais de 4 DPs
de seu valor esperado u pode ser considerado um evento um tanto raro.

Observe que a probabilidade decai com 1/k?. Nos primeiros inteiros temos uma queda rapida
mas depois temos uma queda lenta:

k 2 4 6 | 10 | 20
100% <P | 25% | 6% | 3% | 1% | 0.3%

Vejamos agora a prova da desigualdade de Tchebyshev. Vamos consierar agpena o caso
continuo. O caso discreto ésimilar e é deixado como exercicio. Seja f(y) a densidade da v.a. ¥ com
E(Y) = u e desvio-padrdo o. Queremos calcular P(|Y — u| > ko). Como Y € uma v.a. continua,
esta probabilidade é a drea sob a densidade f(y) na regido da reta que corresponde ao evento
[|[Y — u| > ko]. Mas este evento ocorre significa que o valor Y () = y da v.a. foi tal que y foi
maior que U + ko ou foi menor que 1 — ko. Isto é, o evento [|Y — p| > ko] é a unido dos eventos
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[Y < u—ko]e[Y > u+ko]. Estes dois eventos sdo disjuntos que ndo existe que resultado o tal
que, a0 mesmo tempo, tenhamos Y (®) < 4 —ko e Y(®) > u +ko. Assim,

P(|)Y —u|>ko) = P([Y <pu—ko|U[Y > u+kol|) (9.3)
= P([Y <u—ko])+P([Y > u+ko]) 9.4)
—ko o
= [TTimas [T soe ©3)
—o0 u+ko

Paray € (i +kG,o0) temos 1 < (y—u)/(ko) ouainda 1 = 1% < (y—pu)?/(k*6?). Assim, podemos
limitar a segunda integral acima por

= N
g IO s [ B ) @

De maneira andloga, podemos também limitar a primeira integral:

[ e [T O gy

e e k202

Assim, usando estes dois limites superiores para as duas integrais, temos

Hoko (y—p)? = (y—w)?
_ < A v A v
P(lY —u| > ko) < [W g2 x f(y) dy+ ke 207

x f(y) dy

Como (y— u)?/(k*6?) > 0 para todo y na reta real, teremos

uko (y—p)?
N~ P >
/u e XS0 =0
e portanto
uoko (y—p)? = (y—p)? utko (y—p)?
_ < AN v A v
P(|Y —u| > ko) < /_N o Xf(y)dy+/“+kg 262 Xf(Y)dyﬂL/#_kG 262
(oo} 2
y—u
S Lt
1 [o5e)
= ez | _b—uPxS0)dy
1,1

k2o? ° 2

Existem demonstracdes mais curtas que esta mostrada acima mas elas usam outra desigualdade,
a de Markov, que teria de ser demonstrada antes.

Opcional: A ofimizalidade de Tchebyshev

Esta se¢@o pode ser omitida sem prejuizo do restante do livro. A desigualdade de Tchebyshev é
6tima, a melhor possivel. Nao conseguimos melhorar esta desigualdade. O sentido disso é seguinte.
Suponha que exista uma funcio g(k) < 1/k? tal que a nova desigualdade

P(|Y —u| > ko) < g(k) < 1/k

valha para toda v.a. Y. Vamos mostrar que ela teremos de ter g(k) = 1/k?, que é o limite da
desigualdade de Tchebyshev.
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Para isto, como a desiguldade tem de ser universal, valendo para toda v.a., vamos considerar
uma v.a. particular. Fixe um inteiro positivo k qualquer. Seja Y a v.a. discreta com

1
262
Y=140, com probab 1 — k—lz

€
212

—1, com probab

1, com probab

Elatem E(Y) =0e DP = 6 = 1 /k. Entdo, para esta v.a., o evento |Y — u| > ko significa |[Y —0| =
|Y| > k/k=1. Como Y é,no maximo igual a 1, entdo |Y| >= 1 é equivalenteaY = —1louY = 1.
Sabemos que P(Y = —1) = 1/(2k?*) e que P(Y = 1) = 1/(2k?). Assim,
P(|Y —u| >ko)=P([Y|>1)=PY =-1)+P(¥Y=1)= L+L = i
- - 2k 2k k2
Mas este é exatamente o limite dado pela desigualdade de Tchebyshev. Isto €, para esta v.a. a
desigualdade de Tchebyshev transforma-se numa igualdade.

Como o limite g(k) < 1/k?, que deveria ser melhor que aquele fornecido pela desiguldade de
Tchebyshev, tem de valer para toda e qualquer v.a., ele teria de valer também para esta v.a.Y. Mas
entdo vimos que g(k) teria de igual a 1/k>.

Em resumo, valendo para toda v.a., ndo € possivel obter uma cota mais apertada (menor) que
1/k?, que é aquela fornecida pela desigualdade de Tchebysheyv.

Forca e fraqueza de Tchebyshev

A forca da desigualdade de Tchebyshev € a sua generalidade: ela vale para toda e qualquer v.a.
A fraqueza da desigualdade de Tchebyshev €, bem, a sua generalidade. Para ser vélida para toda
e qualquer v.a., a desigualdade acaba ndo sendo muito “apertada”. Isto é, quando consideramos
apenas uma distribuicdo especifica, podemos obter cotas muito melhores que 1/k* para a chance
de ter um desvio grande.

Por exemplo, se ¥ ~ N(u,6?) e k = 2, entiio sabemos que

P(lY —u| >20) =~ 1/20 =0.05
enquanto a desigualdade de Tchebyshev garante apenas que
P()Y — | >20) < 1/4

Outras desigualdades
A completar no futuro. Desigualdade de Hoeffding e de Mill.
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Neste capitulo, vamos aprender a verificar se uma amostra aleatéria da v.a.’s i.i.d. X1,Xp,..., X,
segue uma certa distribuicdo de probabilidade. Vamos aprender o teste de Kolmogorov e o teste
qui-quadrado. O teste de Kolmogorov € aplicado quando o modelo é de uma v.a. continua. O teste
qui-quadrado pode ser aplicado a distibui¢des continuas ou discretas mas exige uma categorizacio
arbitréria.

Teste qui-quadrado

Em linhas gerais, o teste qui-quadrado funciona assim. Primeiro, particionamos a faixa de varigdo
de uma v.a. Y em categorias. Por exemplo, podemos criar as categorias [Y < —2], [-2 <Y < 0],
[0<Y <2]elY >2]. A seguir, contamos quantos elementos da amostra caem em cada categoria.
Comparamos as contagens observadas com as que teoricamente deveriam cair na categoria de
acordo com a distribui¢do de probabilidade sendo testada. Se a discrepancia entre o observado
e o esperado sob o modelo for grande, a distribuicdo de probabilidade sob teste é rejeitada. Se a
discrepancia for pequena, a distrubuicdo € aceita como um modelo compativel com os dados. O
teste possui duas vantagens principais: ele pode ser usado com distribui¢des coninuas ou discretas;
e ele sabe como lidar com quantidades estimadas a partir dos dados (sobre isto, ver secio ??).

O teste qui-quadrado assume que os dados de uma amostra Y1,Y,,...,Y, sdo instancias i.i.d.
que seguem uma certa distribuicao de probabilidade (ou modelo teérico). O modelo tedrico pode
ser qualquer distribuicdo de probabilidade, continua ou discreta. Vamos denotar esta distribuicdo
tedrica pela sua fungdo de distribuicdo acumulada F(y). A vantagem dessa notagdo é que F(y)
existe tanto para distribui¢des continuas quanto discretas.

No6s vamos explicar o teste numa situagdo pouco prdica, uma em que o modelo tedrico é
especificado completamente. Assim, inicialmente vamos assumir que F(y) poderia ser uma gaus-
siana N(10,4), e ndo uma N(u, 62) com os pardmetros i e 6> desconhecidos. Ter os parimetros
completamente especificados, conhecidos, € uma situacdo na pratica. Ela pode acontecer quando,
por exemplo, temos uma especificagdo técnica que estabelece que certos produtos sendo fabricados
devem ter comprimento médio g = 10 e um desvio-padrio tolerdvel de ¢ = v/4. Neste caso,
vamos testar se a amostra conforma-se com estas especificacioes técnicas. Outra situacdo pode
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ser o tempo de sobrevida com um novo medicamento. Suponha que, a partir de muitos dados
acumulados nos dltimos anos, sabe-se que o medicamento usual produz uma sobrevida aleatéria que
segue com uma distribui¢do exponencial exp(2) e que o tempo esperado de sobrevida é conhecido
(a partir dos muitos dados acumulados) e é igual a 1/A = 24 meses. Assim, a distribui¢do do
tempo de sobrevida com o medicamento usual é uma exp(A = 1/24). Com os dados da sobrevida
de uns poucos pacientes tratados com o novo medicamento, queremos verificar se os tempos de
vida continuam seguindo a mesma distribui¢do exp(A = 1/24) ou se elas mostram que 0 novo
medicamento mudou esta distrbuicao (e para melhor, deseja-se).
Dessa forma, nesta parte inicial do capitulo, vamos supor que a distribui¢do de interesse é
completamente especificada, ela ndo tem pardmetros desconhecidos. Ela poderia ser N(10,4), mas
ndo uma N(u,6?); poderia ser uma Bin(20,0.1), e ndo uma Bin(20,8) com a probabilidade 6
desconhecida; poderia ser uma Poisson(5), mas ndo uma Poisson(A) com A desconhecido. Na
secdo ?? vamos discutir como atacar o problema mais geral em que a forma da distribui¢do é
especificada mas nao seus parametros, que sao tratados como desconhecidos.
A pergunta de interesse do teste qui-quadrado é: a amostra Y1,Y3,...,Y, é composta de v.a.’s
i.i.d. seguindo o modelo tedrico F(y)? O passo 1 do teste qui-quadrado é particionar o conjunto de
valores possiveis de Y em N categorias (ou intervalos). Por exemplo:
e Se 0 modelo tedrico é uma Bin(20,0.1), podemos criar 5 categorias de valores possiveis:
Y=0,Y=1Y=2Y=3eY >4

e Se 0 modelo é uma Poisson(5), podemos criar 12 categorias: ¥ =0,Y =1,....,Y =10¢
Y > 11.

e Se 0 modelo é uma exp(10), podemos criar 5 categorias-intervalos: [0,0.05), [0.05,0.1),
[0.1,0.2), [0.2,0.4), [0.4,0)

e Se o modelo é uma N(0, 1), podemos criar 4 categorias-intervalos: (—oo,—2), [-2,—1),
[—1,0),[0,1), [1,2), e (2,00).

Em principio, estes intervalos-categorias [a, b) sdo arbitrarios mas, na pratica, nés os escolhemos
de forma que néo tenham nem probabilidades P(Y; € [a, b)) muito altas, nem muito altas.

O passo 2 do teste qui-quadrado € calcular o nimero de elementos da amostra Y1,Y>,...,Y, que
caem em cada intervalo-categoria. Vamos denotar por N; o niimero de Y;’s que caem no intervalo k.
N, € chamada de frequéncia observada na amostra.

Calcule também Ej, o niimero esperado de observagdes que deveriam cair no intervalo k. Isto
¢, calcule E; = n x P(Y € Intervalo k). Antes de justificar esta formula, vamos ver uns exemplos.

Suponha que o modelo teérico é uma Bin(20,0.1), que temos amostra de tamanho n =53 e
que a categoria é Y = 0. Entdo o nimero esperado é E = 53+ P(Y =0) = 53% (1 —0.1)*" = 6.44.
Se observamos 53 repeti¢des de uma Bin(20,0.1) esperamos que 6.44 delas sejam iguais a zero.

Outro exemplo: o modelo tedrico é uma Poisson(2). Temos amostra de tamanho n = 97. A
categoria ¢ Y > 4. Entdo o nimero esperado nesta categoria é

3 2Jexp(—2
E=97xP(Y >4)=97x (1-P(Y <3)) =97 x (1—26"‘_"()> —13.86
=0

Se observamos 97 repeti¢des independentes de uma Poisson(2), esperamos que 13.86 delas sejam
maiores ou iguais a 4.

Mais um exemplo, agora cm uma distribui¢do continua. O modelo teérico é uma exp(10).
Temos uma amostra de tamanho n = 147. O intervalo-categoria é X € [0.2,0.4). Entdo o niimero
esperado de observagdes neste intervalo é

0.4

E =147 ></ 10exp(—10x)dx = 17.20
0.2

Repete-se o célculo nos demais intervalos.
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A justificativa para esta forma de obter os nimeros esperados Ey no intervalo-categoria [ay, by)
é simples. Para cada elemento i da amostra de tamanho 7, defina uma varidvel aleatéria indicadora
I; (um ensaio de Bernoulli) tal que J; = 1 (um “sucesso”) se Y; € [ax,bi), e I; =0 se Y; & [ax, by).
Entdo N, = Y ;I; ¢ o nimero de “sucessos” dentre estes n ensaios de Bernoulli. Como os Y;
sao independentes, as indicadoras I; sdo ensaios de Bernoulli independentes. Além disso, a
probabilidade de sucesso em cada um deles permanece constante e igual a py =P(I; = 1) =P(Y; €
[ak,by)). Assim, Ny segue uma distribui¢do binomial Bin(n, py)e portanto, E(Ny) = npy.

O passo 3 do teste qui-quadrado é comparar frequéncias observadas N, e as frequéncias
esperadas E;. E; € o valor esperado da contagem N caso o modelo tedrico seja verdadeiro. A
ideia intuitiva é que, caso Ej e Ny sejam muito diferentes, teremos uma evidéncia de que o modelo
tedrico ndo é préximo da realidade. Caso Ej e N sejam parecidos, teremos uma evidéncia de que o
modelo é capaz de produzir valores parecidos com os observados.

Se E; e Ny forem parecidos, isto quer dizer que os dados observados REALMENTE sigam o
modelo tedrico? Nao. Existem pelo menos trés razdes para este nao:

1. Suponha que temos uma tnica amostra e dois (ou mais) modelos diferentes: os valores
tedricos dos dois modelos podem estar bem préximos dos valores observados e ndo termos
nenhum deles claramente melhor (mais préximo) que o outro.

2. Este aspecto do modelo (as contagens nos intervalos) é préximo da realidade. Outros
aspectos do modelo, quando comparados com a realidade, podem mostrar que o modelo nao
€ adequado. Por exemplo, uma andlise de residuos de um modelo (um assunto futuro neste
livro) pode mostrar alguns problemas que ndo sdo aparentes na comparagao entre Ey e Ng.

3. Finalmente, ninguém acredita que a realidade siga fielmente uma férmula matematica perfeita.
Precisamos apenas que a formula seja uma boa aproximagao para a realidade.

Ainda considerando o passo 3, como entdo comparar as frequéncias observadas Ny e as
frequéncias esperadas E;? Podemos ter uma boa aproximagdo numa categoria-intervalo mas
uma péssima aproximagdo em outra categoria-intervalo. Assim, precisamos de um resumo, uma
idéia global de como € a aproximacgdo em geral, considerando todas as categorias. A medida-resumo
€ uma espécie de “média” das diferengas | Ny — Ex|. Note a presenca do valor absoluto | Ny — Ex|
ao invés das diferencas Ny — E;. Se a medida-resumo for pequena, entdo N; ~ E; e adotamos o
modelo tedrico. Se a medida-resumo for grande, vamos precisar adotar outro modelo tedrico para
os dados.

m Example 10.1 — Bombas em Londres. Considere o exemplo das bombas em Londres visto
no capitulo ??. Temos 576 quadrados com a contagem em cada um deles. O modelo para estas 576
contagens é uma Poisson(A) com A = 0.9323. Este valor de A foi obtido a partir dos dados, como
explicamos no capitulo ??.

Particione o conjunto de valores possiveis em intervalos: ¥ =0,Y =1,....,Y =5,e Y > 6.
Calcule Ny, E; e a diferenca NV, — E;, para cada intervalo.

k 0 1 2 3 4 5 e acima
Ny 229 211 93 35 7 1
E; 22674 211.39 9854 3062 7.14 1.5

Ny—E,  2.26 -039  -554 438 -0.14 -0.50

Nesta tabela, temos E; = 576 x P(Y = k) = 576%e‘0-9323 parak =0,...,4. Para a titima
categoria, calculamos P(Y >5)=1-P(Y <4)=1-— jf:(, P(Y = j). A medida-resumo sugerida
antes ¢ a média das diferencas (em valor absoluto):

1 5
3 Y N~ E
k=0
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Entretanto, como argumentamos a seguir, esta ndo ¢ uma boa idéia de como resumir a discrepancia.
Vamos ver porque. "

Imagine um problema em que temos apenas trés categorias com as seguintes diferengas | Ny —
Ei|: 11.5, 10.6 e 0.9. Estas diferencas sdo grandes ou pequenas? Bem, depende... Depende do
qué? Do valor esperado nessas categorias. Considere duas possiveis situagdes com apenas estas
trés categorias. Vamos diferenciar a segunda situagdo usando um asterisco nas variaveis:

k 0 1 2
Ny 20 1 6
Eg 85 | 116 | 69

INe—E¢ || 115 | 106 | 09
N; 1020 | 1001 | 1006
E; 1008.5 | 1011.6 | 1006.9

IN;—E;| | 115 | 106 | 09

As diferencas sdo idénticas mas, relativamente ao que esperamos contar em cada categoria, as
diferencas sdo muito menores na segunda situacdo. Quando esperamos contar 11.6 numa categoria
e observamos apenas 1, erramos por 10.6 e este erro parece grande. Mas quando esperamos 1011.6
e observamos 1001 o erro parece pequeno mesmo que a diferenca absoluta seja a mesma de antes.
Parece razodvel considerarmos as diferencas |N; — Ex| maiores (em algum sentido) do que as
diferencas [N} — E|

Assim, uma medida-resumo de comparagdo mais apropriada seja entdo a média das diferengas
relativas ao esperado em cada categoria. Isto é, com N categorias ao todo, um candidato a medida-
resumo seria:

7Z|Nk_

Karl Pearson (1857-1936) estudou esta medida e achou que, embora intuitiva e simples, ela nao
era matematicamente manejavel. A razdo é que o comportamento dessa média-resumo dependia
de aspectos especificos do problema sendo analisado. Ele dependia do tamanho da amostra, da
distrbui¢do particular sob estudo (binmomial, Poisson, exponencial, etc). Num toque de génio, ele
propds uma medida-resumo diferente.

A estatistica Qui-quadrado

A medida-resumo de Pearson calcule N, E; e a diferenca N — E}, para cada intervalo-categoria.
Ao invés de calcular

Z |Nk—Ek\

ele calcula a estatistica qui-quadrado de Pearson:

(Nx — Ex)?

=Y g

k

A estatistica usa a letra grega ) (pronuncia-se “qui”), e ndo a letra “X”.
No caso das bombas em Londres, temos

,  (2.26)? N (—0.39)? N (—0.50)?

T 22674 21139 s L3
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Figure 10.1: Histograma de 1000 simulacdes e densidade de Qui-quadrado com 5 g.1. superimposta

Como saber se a discrepancia entre Ny e Ej refletida em x> é grande ou pequena? A resposta
precisou do génio de Pearson e, a0 mesmo tempo, ela justifica por que usamos esta medida-resumo
particular e pouco intuitiva.

A distribuicdo de x?

Considerando o nosso problema das bombas em Londres como ilustracdo, vamos entender o
que Pearson se perguntou. Suponha que o modelo tedrico Poisson(A) seja realmente verdadeiro.
Suponha que as contagens das bombas nos quadrados realmente sejam independentes e sigam uma
distribui¢o Poisson(4) com A = 0.9323. Mesmo neste caso, x> nunca serd exatamente igual a
zero. Dependendo da amostra, ele pode ser pequenino e proximo de zero ou pode ser um pouco
maior. N@o deve ser um valor muito muito grande pois o modelo € verdadeiro e portanto Ny deveria
estar proximo de E;. Mas ele ndo serd exatamente zero. A pergunta que Pearson se fez é qual é
a variacdo natural de ¥ quando o modelo teérico é verdadeiro? Vamos responder isto com um
experimento no R.
Execute o seguinte algoritmo em R:
e Crie um vetor E de dimens@o 6 com as contagens esperadasde X =0, X =1,....X =4, ¢
X > 5 em 576 Poisson(0.9323). Isto é, E = ¢(226.74,211.39,98.54,30.62,7.14,1.5).
e Crie um vetor Qui com 1000 posi¢des.
e for(iin 1:1000) faca:
- Gere Xj,...,Xs76 iid Poisson(A = 0.9323)
— Conte o niimero N de X;’s iguaisa 0,1,...,4,>5
— Faga Quili] < X? = Y, (Ny — Ex)?/Ex

e Faca um histograma dos 1000 valores gerados do vetor Qui.

O resultado deste experimento estd na Figura 10.1. O histograma mostra a variabilidade que se
pode esperar da estatistica y> quando o modelo é verdadeiro. Isto é, a estatistica ¥ é uma varidvel
aleatéria com uma lista de valores posiveis (o eixo positivo (0,e0)) e probabilidades associadas.
O histograma dd uma ideia de quais regides do eixo (0,c) sdo mais provéveis equai si0 menos
provéveis.

O que Karl Pearson descobriu matematicamente é que a distribuicio de x? era (aproximada-
mente) a mesma qualquer que fosse a distribuicdo do modelo tedrico (Poisson, normal, gama, ou
qualquer outro modelo para os dados). A distribuicio de x> é uma distribuiciio universal. Nio
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Figure 10.2: Densidade de uma distribui¢do qui-quadrado com v =5 g.l.

importa o problema, a forma de medir a discrepancia via y> comporta-se estatisticamente do
mesmo modo. Se isto é assim, poderemos saber quando uma discrepancia é excessiva ou quando
ela é pequena em todo e qualquer problema. E a forma de saber se a discrepancia y2 é grande ou
pequena é a mesma, sempre. Karl Pearson conseguiu uma fita métrica que mede desvios dos dados
observados em relacio a qualquer modelo teérico. E um resultado fantéstico: qualquer que seja a
distribui¢do [F(x) do modelo tedrico, se ele realmente estiver gerando os dados, entdo a distribui¢o
da estatistica ¥ é uma s6: uma distribui¢io chamada qui-quadrado. Nio precisamos fazer nenhuma
simulagio Monte Carlo para encontrar quais os valores razodveis para ¥ quando o modelo teérico
for correto.

Vamos colocar um pouco mais de rigor e menos entusiasmo aqui. A distribuiciio de x> ndo
é exatamente igual a uma distribuicao qui-quadrado (com a densidade que acabei de mostrar no
grafico da Figura 10.1). Ela é aproximadamente igual a uma qui-quadrado quando o tamanho
da amostra é grande. O que é uma amostra grande? A resposta pode depender do problema.
No caso Poisson, com A = 1, basta ter n > 200 para obtermos uma boa aproximagdo. Com A’s
maiores, n = 100 j4 € suficiente. O fato € que com amostras ndo muito grandes j4 podemos usar a
aproximacao qui-quadrado.

Outro ponto que precisa de esclarecimento. A distribui¢do qui-quadrado nio é uma s6. Ela
possui um pardmetro chamado de niimero de graus de liberdade. Este parametro é igual ao nimero
de categorias-intervalos menos 1 e menos p, onde p € o niimero de pardmetros do modelo teérico
F(x) que precisaram ser estimados. Nesta parte inicial do texto supomos que todos os pardmetros
do modelo tedrico F(x) sdo conhecidos. Portanto, o nimero de graus de liberdade é apenas o
nimero de categorias-intervalos em 2 menos 1. No caso das bombas de Londres, por exemplo, se
A = 0.9323 for conhecido, o nimero de graus de liberdade é 6, o niimero de categorias, menos 1.
Entdo, o nimero de graus de liberdade ¢ 6 — 1 = 5.

Como usar este resultado de Pearson? O p-valor

O valor de y? é aleatério, ndo pode ser previsto de forma deterministica. Ele varia de amostra para
amostra, mesmo que o modelo probabilistico que gera os dados siga sendo o mesmo. Entretanto,
quando o modelo teérico F(x) é verdadeiro (de fato, estd gerando os dados observados),entio x>
varia aproximadamente como uma distribui¢do qui-quadrado com v graus de liberdade onde v é
ao nimero de categorias menos 1, caso ndo existam pardmetros desconhecidos em F(x). No caso
das bombas em Londres, temos v = 6 — 1 = 5 graus de liberdade (abreviado como g.1. daqui por
diante).

Quais sdo os valores tipicos de uma qui-quadrado com v =5 g.1.? E quais sdo os valores
ndo-tipicos, os valores que dificilmente viriam de uma qui-quadrado com 5 g.1.? A Figura 10.2
mostra a densidade de probabilidade de uma distribuicio qui-quadrado com v =5 g.l.
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Figure 10.3: Densidades da distribui¢do qui-quadrado com k =1,2,3,4,5

Na verdade, a distribui¢do qui-quadrado com Vv graus de liberdade € um caso particular da
distribuicdo gama (ver sec¢do ?? no capitulo ??). Uma qui-quadrado com Vv graus de liberdade € o
mesmo que uma Gama(v/2,1/2), que possui densidade de probabilidade dada por

1

_ v/2—1_—x/2 _ v/2—1_—x/2
= 2V/2F(k/2) e =(cte.) x e

f()

Assim, a densidade da qui-quadrado é o produto de x*/2~!, uma poténcia crescente de x, por
um decrescimento exponencialmente ripido em x, e*/2. Mesmo com um nimero v de graus de
liberdade grande, o decrescimento exponencial eventualmente domina o produto de modo que
x¥/271¢=%/2 5 (0 quando x — . A Figura 10.3 mostra as densidades f (x) com diferentes valores
para os graus de liberdade v.

Mas, como usar o teste qui-quadrado? Vamos voltar ao caso das bombas de Londres. Os valores
tipicos de uma )2 com v = 5 graus de liberdade estdo na Figura 10.2. Eles sdo aqueles entre 0 e 10.
Os valores entre 10 e 15 sdo mais raros, tendo uma probabilidade P(y? € (10, 15)) ~ 0.064, obtida
com o comando pchisq(15, 5) - pchisq(10, 5). Os valores acima de 15 sdo possiveis mas
bastante improvéveis. Eles ocorrem com probabilidade P(y? > 15) =~ 0.01, obtida com o comando
1-pchisq(15, 5).

Calcule o valor realizado de x? usando os dados da amostra. Este valor realizado é um nimero
real positivo. Por exemplo, no caso das bombas em Londres, tivemos > = 1.13com v =5gl. O
valor 1.13 é um valor tipico de uma qui-quadrado com 5 g.1.? Se for, a discrepancia medida pela
estatistica y2 é pequena. Se for atipico e grande, a discrepancia dificilmente poderia ser produzida
se 0 modelo tedrico for o verdadeiro gerador dos dados. A Figura 10.4 mostra a densidade de uma
qui-quadrado com 5 g.1. com o valor observado 1.13 da estatistica x.

E 6bvio que 1.13 é um valor tipico de uma qui-quadrado com 5 g.1. Ele estd bem no meio da
faixa de variagdo razodvel dos valores dessa distribuicdo. Isto € sinal de que as diferencas entre as
contagens observadas na amostra e as contagens esperadas pelo modelo sdo aquelas que se espera
quando o modelo é o verdadeiro. Uma forma de expressar quéo discrepante é o valor observado de
x? é calcular a probabilidade de observar uma v.a. qui-quadrado com 5 g.1. maior ou igual a 1.13
Esta probabilidade é chamada de p-valor e, no caso das bombas em Londres, ela € igual a 0.95,
obtido com o comando 1-pchisq(1.13, 5).
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Figure 10.4: 1.13 é o valor observado de x2 no caso das bombas em Londres. Gréfico da densidade
de uma qui-quadrado com 5 g.l.

O p-valor € a drea da densidade da qui-quadrado com 5 g.l. que estd acima do valor 1.13
observado com a amostra. Um p-valor préximo de zero € sinal de que o modelo néo se ajusta bem
aos dados. Nao foi este o caso aqui.

Ajustando os graus de liberdade

Estivemos até agora supondo que o modelo tedrico é completamente especificado, que ndo existem
parametros desconhecidos. Com o que aprendemos até o momento, podemos verificar se uma
N(10,4) ajusta-se aos dados, mas ndo podemos checar se uma N(u,c?) ajusta-se aos dados,
procurando no processo também estimar os parimetros i e 62. A razio é que a distribui¢io da
estatistica qui-quadrado € afetada quando estimamos parametros para obter o nimeros esperados
E} nas categorias-intervalos. Nao poderemos mostrar isto neste livro. Este ndo é um fato ébvio,
nem facilmente perceptivel. De fato, o proprio Karl Pearson ignorava este problema. Ele acreditava
que a distribuicao da estatistica qui-quadrado néo era afetada ao usamos parametros estimados.
Ronald Fisher, outro gigante da estatistica, ainda muito jovem e comecando sua carreira, corrigiu
este erro do velho Pearson e isto teve consequéncias negativas para sua carreira pois Karl Pearson
ndo aceitou de bom grado esta correcdo. Assim s@o os aspectos humanos na ciéncia.

Felizmente, na maioria dos casos, a corre¢do € muito simples. O nimero correto de graus de
liberdade v € o nimero de categorias menos 1 e menos o niimero de pardmetros estimados com os
dados. Vamos explicar com um exemplo cldssico e curioso.

Ladislaus Josephovich von Bortkiewicz (1868-1931) foi um economista, estatistico e matematico
que trabalhou em Berlim na época do Império Prussiano. Em 1898 ele publicou um livro, Das
Gesetz der kleinen Zahlen, que significa A Lei dos Pequenos Numeros. Nele, apresentou varios
estudos usando a distribuicio de Poisson. Um deles ficou famoso. Ele obteve o nimero de soldados
mortos por coices de cavalo em certas corporacdes do exército prussiano durante vinte anos (1875-
1894). Em cada um dos 20 anos, ele anotou o nimero de mortos em cada uma de 10 corporagdes.
Temos 20 x 10 = 200 contagens N, mostradas na segunda coluna da tabela abaixo. Na primeira
coluna, temos o ndmero k de mortos na corpora¢ao-ano.

k Ny E;
0 109 | 108.7
1 65 | 66.3
2 22 | 20.2
3 3 4.1
>4 1 0.7
Total | 200 | 200

A terceira coluna mostra o nimero esperado E; se estas 200 contagens forem instincias
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Figure 10.5: Os dados coletados por von Bortkiewicz incluiram o nimero de mortes por coices de
cavalos em corporagdes do exército prussiano no século XIX. Essas mortes seguem uma distribuicio
de Poisson.

i.i.d. de uma mesma v.a. de Poisson. Isto é, para k = 0,1,2,3, temos E; = 200P(X = k) onde
X ~ Poisson(A). Para fazer este cdlculo, precisamos do valor do pardmetro A jd que P(X = k) =
A¥/klexp(—2). Como E(X) = A no caso de uma Poisson, usamos os préprios dados para encontrar
um valor para A. A média aritmética das contagens serd um valor préximo de E(X) qualquer que
seja 0 modelo. Assim, uma estimativa para A é A dado por

1
— (0x109+1x654+2x22+3%x3+1x4)=0.61.

A 200

Por exemplo, para a primeira categoria, temos Ey = 200 x P(X = 0) = 200exp(—0.61) = 108.6702.
A ultima categoria teve uma corporagio-ano com exatamente 4 mortes. O seu valor esperado é
obtido fazendo-se

E; =200 x P(X >4) =200 x P(X < 3) =200 x (P(X =0)+P(X =3))

Os valores de Ny e E; sdo muito préximos e seria uma surpresa se o modelo de Poisson fosse
rejeitado pelo teste qui-quadrado. A estatistica qui-quadrado € igual a

109—-108.7)> (65—66.3)> (22—202)> (3—-4.1)% (1-0.7)*
12:( )+( )+( )+( )+( ):0'61
108.7 66.3 20.2 4.1 0.7

Um parametro desconhecido teve ser estimado. Portanto, se o modelo Poisson é adequado, a
estatistica qui-quadrado seguiria uma distribui¢do qui-quadrado com v =5—1—1 =3 graus de
liberdade. A 4rea acima do valor ¥ = 0.61 numa densidade qui-quadrado com 3 graus de liberdade
é obtidanoRcom 1 - pchisq(0.61, 3) resultando em 0.894. Ver Figura 10.6.

Teste quando a v.a. é continua

Quando a distribuicao € continua, além de um teste qui-quadrdo podemos olhar os histogramas e as
densidades de modelos continuos para conferir o ajuste. Na Figura 10.7, mostramos os histogramas
de amostras de tamanho n = 1000 geradas de 4 distribuicdes, com o histograma padronizado e a
densidade correspondente sobreposta.

Olhar o histograma pode ndo ser suficiente. Na Figura 10.8 um histograma de uma amostra de
uma v.a. continua com uma densidade candidata sobreposta. Os dados sdo de tempos de vida de com-
ponentes eletronicos. A curva continua é a densidade de probabilidade f(x) = 0.024 exp(—0.024x)
para x > 0 de uma distribui¢ao exponencial com pardmetro A = 0.024. Nio parece bvio que a
densidade ajusta-se perfeitamente ao histograma. Até onde podemos tolerar um desajuste?
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Figure 10.6: Valor observado x> = 0.61 e densidade de qui-quadrado com 3 g.I.
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Figure 10.7: Histogramas de amostras das distribui¢des exp(1), log-normal (0,0.5), uniforme
U(0,1) e beta(5,2) com as densidades correspondentes.
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Figure 10.8: Esquerda: Gréfico de histograma de dados de tempos de vida de componentes
eletronicos e densidade de uma exponencial com pardmetro A = 0.024. Direita: Fung¢do distribuigéo
acumulada empirica e tedrica de uma exponencial

O gréfico a direita € o da funcdo de distribui¢cdo acumulada de probabilidade, menos intuitiva
mas muito ttil. Neste grafico temos a versdo empirica e tedrica desta fungdo. A funcio em forma
de escada ¢ a fungio distribui¢io acumulada empirica I, (x) dos dados de tempos de vida e a curva
continua e suave ¢ a fungdo distribui¢do acumulada F(x) = 1 — exp(—0.024x) para x > 0 de uma
exponencial com pardmetro A igual a 0.024. Neste gréfico, estas duas fung¢des sdo muito proximas.
A ideia basica do teste de Kolmogorov é comparar esta duas fungdes acumuladas.

A funcdo acumulada empirica

Definition 10.6.1 — A fun¢cdo acumulada empirica. Seja xj,xz,...,x, um conjunto de
niimeros reais. A funcio distribuicio acumulada empirica I, (x) é uma fungdo I, : R — [0,1]
tal que, para qualquer x € R temos

N - #{xi < x}

I, (x) n_

= Propor¢ao dos x; que sdo < x

A fungdo [, (x) é definida para todo x na reta real, e ndo apenas para os x iguais aos n valores x;
da amostra. O simbolo do chapéu em I, (x) é para enfatizar que esta func¢éo é baseada nos dados
(e dai, o adjetivo empirica). A Figura 10.9 mostra novamente a fungio acumulada empirica I, (x)
para os dados dos tempos de vida de equipamentos eletronicos. Ela foi obtida com os seguintes
comandos R:

Fn <- ecdf(dados)
plot(Fn, verticals= T, do.p=F, main="", xlab="tempo de vida x")

Suponha que X seja uma v.a. continua. Adotamos um modelo para X, tal como uma exponencial
com parametro A = 0.024. Este é um modelo candidato, que queremos verificar se ajusta-se bem
aos dados. Calculamos a fun¢do acumulada tedrica F(x). Nao precisa dos dados para isto, este é um
célculo matemadtico-probabilistico. A seguir, com base nos dados da amostra, e somente nela, sem
uso do modelo tedrico, construimos a funcio distribuicdo acumulada empirica f, (x). Se tivermos
I, (x) ~ F(x) para todo x na reta, como na Figura 10.10, nds concluimos que o modelo adotado
ajusta-se bem aos dados. Como saber se I/;\}l(y) ~ F(y)? Veremos a resposta na proxima secao.
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Figure 10.9: Fungdo distribui¢do acumulada empirica F,(x) dos dados de tempos de vida.
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Figure 10.10: Empirica I, (x) e a teérica F(x).
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Figure 10.11: Empirica I, (x) e a teérica F(x) com a distincia de Kolmogorov D,,.

10.7 Distancia de Kolmogorov

Para cada ponto x na reta, olhe a distancia vertical |, (x) — F(x)| entre as duas curvas I, (x) e F(x).
Varra o eixo horizontal x procurando a maior distincia entre as curvas. Vamos definir esta maior
distancia por D,,.

I Definition 10.7.1 — Distancia de Kolmogorov. Considere D, = max, |, (x) — F(x)|, a maior

distancia vertical entre as duas curvas I,,(x) e F(x).

A Figura 10.11 mostra o ponto x em que as curvas ¥, (x) e F(x) estdo separadas pela maior
distancia vertical ao longo do eixo horizontal. Se D, ~ 0, entdo o modelo adotado ajusta-se bem
aos dados. Como saber se D, =~ 0?7 O grande matemadtico russo Andrei Kolmogorov (1903-1987)
estudou o comportamento da estatistica D,.

A primeira coisa a se observar € que I, (x) é uma fung@o aleatdria. A Figura 10.12 mostra a
funcio [, (x) obtida com uma amostra de tamanho n = 20 de uma gaussiana N(0,1). A seguir,
vemos outra fungdo I, (x), contruida com uma segunda amostra do mesmo modelo N(0,1). O
terceiro grafico mostra claramente como estas duas fun¢des empiricas sdo diferentes. O quarto
grifico dd uma ideia da variabilidade de I, (x) a partir de 10 amostras distintas, todas de tamanho
n =20 de uma N(0,1). O c6digo usado para gerar a Figura 10.12 foi o seguinte:

set.seed(3); x1 <- rnorm(20); x2 <- rnorm(20)
par (mfrow=c(2,2))

plot(ecdf (x1), xlim=c(-4, 4), do.p=T, verticals=F, 1lwd=3, main="", xlab="y", ylab="Fn(y)")
plot(ecdf (x2), xlim=c(-4, 4), do.p=T, verticals=F, lwd=3, main="", xlab="y", ylab="Fn(y)")
lines(ecdf (x2), verticals=T, lty=2)

plot(ecdf(x1), xlim=c(-4, 4), do.p=F, verticals=T, lwd=3, main="", xlab="y", ylab="Fn(y)")
lines(ecdf (x2), lwd=3, do.p=F, verticals=T)

plot(ecdf (rnorm(20)), xlim=c(-4, 4), do.p=F, verticals=T, 1lwd=3, main="", xlab="y", ylab="I

for(i in 2:9) lines(ecdf (rnorm(20)), do.p=F, verticals=T)

Apesar de aleat6rio, podemos afirmar algumas coisas sobre I,,(x). Suponha que F(x) é o
verdadeiro modelo gerador dos dados. Na Figura 10.13 usei o modelo N(0, 1). Pode-se mostrar
matematicamente que, apesar de F,, (x) (e portanto, D,, também) flutuar com a amostra, temos D,
convergindo para zero quando n cresce: D, — 0 se n — oo, qualquer que seja modelo continuo
F(x).

O que acontece com D, quando n cresce se estivermos usando o modelo tedrico incorreto?
Suponha que F(x) ndo seja o modelo que gera os dados da amostra. Na Figura 10.14, eu uso o
modelo F(x) ~ N(0,1) mas, na verdade, os dados sdo gerados de uma N(0.3,1). Entdo, pode-se
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Figure 10.12: Mostrando o cariter aleatério de [, (x).
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Figure 10.13: D, — 0 se o modelo é correto
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Figure 10.14: D, -» 0 se o modelo é correto

mostrar que D, converge para um valor maior que zero.

Resumindo:

e Suponha que F(x) é o modelo verdadeiro. Entdo D,, — 0 se n — oo.

¢ Se F(x) ndo é o modelo verdadeiro, D,, — a > 0.

Mas continuamos com o problema de como decidir na pratica: quao préximo de zero D, tem de
ser para aceitarmos o modelo tedrico F(x)? D, = 0.01 é pequeno? Com certeza, a resposta depende
de n ja que D, — 0 se n — . A resposta depende do modelo tedrico F(x) considerado? Por
exemplo, o comportamento de D,, quando F(x) for uma gaussiana é diferente do comportamento
quando FF(x) for uma exponencial?

Vimos que D, — 0 se n — . Com que rapidez ele decresce em direcdo a 0? Kolmogorov
mostrou que:

e nD, — oo (degenera).

e log(n)D, — 0 (degenera).

e /nD, —+ 0 e também — oo.

e /nD, fica (aleatoriamente) estabilizado. Qualquer outra poténcia diferente de —1/2 leva a
resultados degenerados.
n0.5+£ D,, — oo.

e n%5°¢p, 0.

Convergéncia de D,

Mas e dai? Como saber se D, é pequeno? Suponha que o modelo F(x) usado na distincia seja
realmente o modelo verdadeiro. Kolmogorov mostrou que

VnD, — K

onde K é uma v.a. cuja distribui¢do de probabilidade ndo depende de F(x). Isto é, /nD,, é aleatério
mas sua distribui¢do é a mesma em todos os problemas! Assim, sabemos como /nD,, pode variar
se o modelo for verdadeiro, qualquer que seja este modelo verdadeiro. Isto significa que temos
uma métrica universal para medir a distincia entre a acumulada empirica I, (x) e a distribui¢do
verdadeira [F(x), qualquer que seja esta distribui¢do verdadeira.

Que distribuicdo universal é esta? A v.a. K segue a distribui¢do de uma ponte browniana,
assunto muito técnico para nosso livro. Apenas como curiosidade, a densidade de K é dada por
flx)=8xYr (—1)FH k22 para x > 0. O gréfico da Figura 10.15 mostra esta densidade
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Figure 10.16: Empirica £, (y) e a tedrica F(y).

f(x). Se calcularmos D,, usando o verdadeiro modelo F(x) que gerou os dados entdo /nD, deve
estar entre 0.4 e 1.5 com alta probabilidade. Se ndo usarmos o modelo verdadeiro, sabemos que
\/nD,, — co.

Nunca teremos /nD, exatamente igual a zero. Se \/nD,, > 1.8 teremos uma forte evidéncia
de que o modelo F(x) escolhido ndo é o modelo gerador dos dados. Um ponto de corte menos
extremo: se IF(x) é o modelo que gerou os dados, entdo a probabilidade de v/nD,, > 1.36 é apenas
5%.

Resumo da épera

Temos dados de uma amostra: xj,x,...,x,. Eles foram gerados i.i.d. com a distribui¢do F(x)?
Aqui, vamos igualar distribuic@o, hipétese e modelo. Como decidir? Calcule a distribui¢io
acumulada empirica [, (x). Calcule a distancia de Kolmogorov D, = max, |, (x) — F(x)| (ver
Figura 10.16) Se \/nD, > 1.36, rejeite F(x) como modelo gerador dos dados da amostra. Se
v/nD, < 1.36, siga em frente com o modelo F(x). Ele é compativel com os dados. Na pritica,
nunca saberemos se [F(x) é o modelo que gerou os dados. Sabemos apenas que o modelo proposto
é compativel com o que observamos nos dados.

Kolmogorov versus Qui-quadrado

Dados Xi,X3,...,X, formam uma amostra i.i.d. de uma distribui¢do-modelo F(x)? Temos duas
opgoes para fazer um teste: Kolmogorov e Qui-quadrado. Para o teste de Kolmogorov, o modelo
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F(x) tem de ser continuo. A teoria néo vale se for a distribui¢o for discreta (binomial, Poisson,
etc). Além disso, o teste de Kolmogorov sé € vilido se ndo precisarmos estimar pardmetros de
F(y). Por exemplo, se X,Xa,...,X, seguem uma N(,62) mas nio sabemos o valor de i e 62,
a bela teoria de Kolomogorov nio é vilida. Se i e 62 forem especificados de antemio, antes de
olhar os dados, OK, € vilido. Se eles ndo sdo especificados de antemao mas, ao contrdrio, precisam
ser estimados a partir dos dados observados, entéo a distribui¢do de \/nD, ndo é conhecida e néo
podemos usar Kolmogorov a nao ser informalmente.

O teste qui-quadrado de Pearson pode ser aplicado com qualquer modelo, continuo ou discreto.
Ele consegue incorporar o efeito de estimar pardmetros de F(x), se isto for necessario. A sua
implementagdo € muito facil. Entretanto, precisamos especificar os intervalos ou classes onde as
contagens vao ser feitas. Qual o efeito desta escolha? Em principio, quanto mais classes, melhor.
Mas usar muitas classes pode levar a categorias com probabilidades proximas de zero e entdo
a aproximacio da distribuicdo 2 ndo funciona bem. Devemos escolher classes de forma que o
nimero esperado em cada uma delas seja, de preferéncia, pelo menos 5. Classes com contagens
esperadas menores que 1 devem ser evitadas.






O que é uma simula¢do Monte Carlo

O verbo simular quer dizer fazer aparecer como real uma coisa que ndo o é, fingir. Em engenharia
e ciéncia dos dados, a simulacdo é a imitagdo do comportamento ou das caracteristicas de um
sistema probabilistico utilizando um gerador de nimeros aleatérios num computador. Chamamos
este processo de simulacdo Monte Carlo.

A simulagdo Monte Carlo € usada em situacdes onde célculos matematicos exatos sao im-
possiveis ou muito dificeis de serem feitos. Outra situacdo onde ela também € usada é quando
existem solucdes exatas mas nio para o problema de interesse, € sim para uma versio tdo simplifi-
cada do problema real que coloca-se em divida a qualidade das resposta oferecidas pelo método
matematico.

Estes nimeros aleatdrios gerados no computador possuem uma distribui¢do de probabilidade
de interesse. Pode ser a distribuicdo normal (gausssiana), de Poisson, de Pareto (power law) ou
outra qualquer. Os niimeros aleatérios gerados servem para estudar propriedades complexas de
algoritmos ou aspectos do problema que ndo podem ser deduzidos analiticamente, por meio de
férmulas matematicas.

Tudo comecga com a distribuicao uniforme. Existe uma base para gerar nimeros aleatérios
de qualquer distribui¢do. Todos os métodos conhecidos comegam gerando uma varidvel aleatdria
U com distribui¢do U (0, 1), a distribui¢do uniforme no intervalo (0, 1). Isto é, U é um nimero
escolhido ao acaso em (0,1) com densidade uniforme. A probabilidade de selecionar X num
intervalo (a,b) é o seu comprimento: b —a. A seguir, esse métodos transformam U de forma a
obter uma varidvel com a distribuicéo de interesse. Assim, todas as varidveis sdo obtidas a partir da
distribui¢do U(0, 1).

De fato, os nimeros aleatérios gerados no computador ndo sdo os nimeros reais do intervalo
(0,1). No computador, os niimeros possuem uma representagao finita e ndo podem expressar de
forma exata niimeros tais como os irracionais (v/2 ou 7, por exemplo) ou niimeros fraciondrios com
dizima periddica 1/3 = 0.3333...). Vamos ignorar esta finitude da representa¢do computacional
neste livro. Uma limita¢do mais relevant € o fato de que os ndmeros gerados no computador ndo
sdo realmente aleatdrios, mas sim deterministicos. Muito trabalho de pesquisa ja foi feito para criar
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bons geradores de niimeros aleatérios. Sao procedimentos que geram uma sequéncia de valores
Ui,U,,.... Para todos os efeitos préticos, eles podem ser considerados i.i.d. com distribui¢do
uniforme em (0, 1).

N3ao veremos em detalhes os geradores de nimeros com distribui¢do uniforme no intervalo
(0,1). Este é um assunto bastante técnico e especializado. Como ele é de pouco uso na pritica da
andlise de dados. Vamos dar apenas um ligeira ideia de como os geradores de U (0, 1) funcionam
apresentando um dos algoritmos mais simples existentes.

Geradores de nimeros aleatérios U (0, 1)

Os geradores de nimeros aleatérios U (0, 1) dependem da operagéo de divisdo inteira. Suponha que
r é o resto da divisdo inteira de n por p onde r,n, € p sdo inteiros positivos. Por exemplo,

e 21 =7 x3+40e adivisdo inteira de 21 por 7 deixa resto 0.

e 22=T7x34+1eorestoé .

e 27=T7x3+4+6eorestoé0.

e 4=7x0+4eorestoé4.

e Finalmente, 0 =7 x 0+ 0 e oresto € 0.
Os restos possiveis da divisdo inteira por 7 sdo 0,1,...,6.

De forma geral, n pode ser escrito de forma Unica como n = kp + r onde k € inteiro e r =
0,...,p—1. Oresto é o valor r igual a um dos valores 0, ..., p— 1. Usa-se a notagdo n = r (mod p)
e dizemos que n é congruente com o resto r médulo p.

Gerador congruencial misto

Comecgamos com um valor inicial inteiro positivo x( arbitrario, chamado de semente (seed, em
inglés). Recursivamente, calcule x1,xs, ... por meio da férmula:

axi—1+b=x; (mod p)

onde a,b, e p sdo inteiros positivos e x; € um dos inteiros 0,1, ..., p — 1. Por exemplo, considere o
gerador dado por

32749x;1+3=x; (mod 32777)

Iniciando-se com a semente xo = 100, obtenha 32749 x 100+ 3 = 3274903. A seguir, obtemos o
resto da divisdo inteira por p = 32777. Temos 3274903 = 99 x 32777 429980 Assim, x; = 29980.
O segundo valor x; € obtido de forma andloga. Temos

32749 x 29980+ 3 = 981815023 = 29954 x 32777 + 12765

Assim, x, = 12765.

Estes valores x1,x3,. .. sdo os restos da divisdo inteira médulo 32777. Portanto, todos eles sdo
inteiros no conjunto {0, 1,2,...,32775,32776}. Para obtermos niimeros aleatdrios no intervalo
(0, 1) fazemos a divisdo desses restos por 32777. Assim, o primeiro nimero aleatério entre O e 1 é

u;p =x1/p=29980/32777 = 0.9146658 .
O segundo é
up =x/p =12765/32777 = 0.3894499 ,

e assim por diante produzindo u; = 0.91466577, u, = 0.38944992, u3z = 0.09549379, uy =
0.32626537, us = 0.86466120, ug = 0.78957806, u7 = 0.89190591,.. ..
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A sequéncia

uy =x1/p,up =x2/p,...

é uma aproximacgdo deterministica para uma sequéncia de valores de varidveis aleatorias inde-
pendentes e com distribui¢cdo uniforme em (0, 1). A qualidade desta aproximagdo ¢ atestada pela
incapacidade de vdrios testes estatisticos em detectar os padrdes ndo aleatdrios presentes nas
sequéncias geradas por bons geradores.

Estes nimeros nio possuem realmente uma distribuicdo U (0, 1). Para comegar, eles ndo sdo
continuos. O gerador do nosso exemplo pode gerar, no miximo, 32777 restos x; distintos: os
inteiros 0, 1,...,32776. Assim, existem apenas 32777 nimeros u; no intervalo (0, 1) que podem
ser gerados por este procedimento:

0/32777,1/32777,2/32777,...,32776 /32777

Quanto maior o valor de p, maior o niimero de valores u; distintos possiveis. Mas mesmo com um
p bastante grande, existe apenas um nimero finito de valores possiveis.

Em segundo lugar, os nimeros nio realmente aleatdrios, mas sim pseudo-aleatérios. Os valores
uy,uy,... resultam de uma fungdo matematica aplicada de forma recursiva. Usando o mesmo
gerador e a mesma semente Xy, vamos obter sempre 0s mesmos nimeros u;.

Além disso, por causa do nimero finito de possibilidades, a sequéncia de nimeros pseudo-
aleatérios comeca a se repetir depois de um tempo. Por exemplo, sea =3,b=0,m=30exy =1,
teremos a sequéncia {3,9,27,21,3,9,27,21,3,9,27,21,3,9,27,21,3,...}. Com probabilidade 1,
depois de certo tempo, obtém-se um valor x; igual a algum valor x;_; j4 obtido anteriormente. A
partir dai, teremos a sequéncia repetindo-se com x; j = x; 4 ;. O nimero de passos k até obter-se
uma repeticdo numa sequéncia € chamado de periodo do gerador.

Uma importante biblioteca de subrotinas cientificas, chamada NAG, utiliza um gerador con-
gruencial com a = 133, b =0 e p = 2°°, que possui um periodo igual a 2°7 ~ 1.44 x 10'7. Bons
geradores tem periodos tdo grandes que os ciclos podem ser ignorados na prética.

A semente xy que dé inicio ao algoritmo de gerecdo costuma ser determinada pelo reldgio
interno do computador. Pode também ser pré-especificada pelo usudrio. Isto garante que se repita
a mesma sequéncia de nimeros aleatdrios todas as vezes que a mesma semente for usada. Esta
garantia é importante para tornar possivel a replicacao de resultados de simulacdo. De qualquer
forma, a semete xg € um nimero arbitrdrio para iniciar o processo.

Este gerador congruencial que aprendemos aqui € um exemplo muito simples mas que possui as
principais caracteristicas de todos os geradores, inclusive aqueles bem mais sofisticados e melhores
por possuirem periodos mais longos e maior granularidade. Vamos assumir no resto deste capitulo
que temos algum gerador de nimeros (pseudo)-aleatérios reais no intervalo (0, 1). Isto é, sabemos
gerar U ~ U(0,1). Vamos ignorar as sutilezas desses geradores e supor que U escolhe um nimero
real completamente ao acaso no intervalo (0, 1). Se (a,b) é um intervalo contido em (0, 1), entdo
P(U € (a,b)) = (b—a), o comprimento do intervalo. O comando runif (1) em R gera um valor
U(0,1). runif (n) geran valores U(0, 1) independentes.

m Example 11.1 — Gerando U(a,b). Nem sempre queremos gerar pontos ao acaso do intervalo
(0,1). Para gerar X ~ U(a,b), uma distribui¢ao uniforme num intervalo genérico (a,b), basta
transformarmos U ~ U(0,1). Seja X = a+ (b—a) U onde U ~ U(0,1). E fécil mostrar que
X ~ U(a,b). Primeiro, os valores possiveis para X sdo os pontos no intervalo (a,b). Depois, a
fungio distribui¢do acumulada num ponto x € (a,b) é

F(x) = P(X <x) =P(a+ (b—a) U gx):p<U§ z:g) _x-a
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e portanto a densidade de probabilidade € constante e igual a f(x) = 1/(b —a) parax € (a,b).
Por exemplo, se quisermos gerar 10 mil valores aleatérios com distribui¢do uniforme no

intervalo (3,7) basta fazermos x = 3 + 4*runif (10000). Na verdade, em R, basta digitarmos

runif (10000, 3, 7). n

= Example 11.2 — E dificil ganhar da sorte. Em [aoki2017luck], Aoki, Assuncdo e Vaz-de-
Melo (2017) fizeram um estudo do papel da sorte e da habilidade em esportes. Coletamos e
analisamos todos os jogos de 198 ligas esportivas compreendendo 1503 temporadas de 84 paises
de 4 modalidades diferentes: basquete, futebol, vdlei e handebol. Medimos a competitividade por
paises e esportes encontrando que o futebol é realmente uma caixinha de surpresas. Quantificamos
o peso da sorte e da habilidade das equipes através de um coeficiente que mede a distancia entre
os resultados finais observados das ligas esportivas e as competi¢des perfeitamente equilibradas
idealizadas em termos de habilidade. Também identificamos em cada temporada quais times
deveriam ser removidos de suas ligas para que restasse um torneio completamente aleatorio.
Surpreendentemente, ndo sdo necessdrios muitos deles. Se interessado, veja o delicioso video
criado por Raquel Aoki para este artigo em https://www.kdd.org/kdd2017/papers/view/
luck-is-hard-to-beat-the-difficulty-of-sports-prediction.

Esta combinagdo de sorte e habilidade foi discutida pelo YouTuber Derek Muller em seu
canal Veritassium no video The Success Paradox. (ver https://www.youtube.com/watch?v=
3LopIl4YeC4I&t=223s). Ele simula o processo de formacao dos astronautas pela NASA. Em 2017,
dentre mais de 18300 candidatos, apenas 11 foram selecionados e se formaram como astronautas.
Quanto de sorte pode estar presente num processo desses? Para responder, podemos usar a
simulacdo Monte Carlo. Vamos supor que os astronautas sio selecionados principalmente por suas
habilidades, experiéncia e esfor¢co mas também, digamos, por 5% de sorte, ou seja, circunstancias
favordveis. Seja n = 18300 o nimero de candidatos. Vamos gerar as habilidades de cada candidato,
Hy,...,H,, como v.a.’s i.i.d. com distribui¢do U(0,0.95). A sorte Sy, ...,S, de cada um deles é
gerada independentemente com distribuigdo U(0,0.05). Os 11 candidatos selecionados sdo aqueles
com os maiores valores da v.a. R; = H; + S;. Quantos dos candidatos escolhidos entraram devido a
sorte? Isto €, quantos desses 11 escolhidos teriam sido preteridos caso a selecdo tivesse se baseado
apenas nas suas hablidades H;? O c6digo abaixo simula todo o processo 10 mil vezes, com 18300
candidatos em cada replicagdo, representando 10 mil sele¢des diferentes.

nsim = 10000

n = 18300

comuns = rep(0, nsim)

for(k in 1:nsim){
habilidade = runif(n, 0, 0.95)
sorte = runif(n, 0, 0.05)
escore = habilidade + sorte

selecaol = order(escore) [18289:18300]
selecao2 = order (habilidade) [18289:18300]
comuns [k] = length(intersect(selecaol, selecao2))
}
mean(comuns) ; sum(comuns >= 4)/nsim
[1] 1.8126
[1] 0.0822

Em média, apenas 1.8 selecionados estariam nas duas listas a0 mesmo tempo. Assim, aproxi-
madamente 11-2 =9 dos candidatos escolhidos passaram para o topo da lista na frente de outros
candidatos mais habilidosos devido aos 5% de sorte. De todas as 10 mil simulacdes apenas em
8.2% delas tivemos 4 ou mais individuos nas duas listas. Assim, a sorte tem um papel muito grande
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na selecdo final. Este resultado pode ser visto de duas maneiras. Uma delas € reconhecer que
quando a competi¢do € intensa, ser talentoso e trabalhar duro é fundamental mas nao € suficiente
para garantir sucesso. A outra € inspirada pelo que eu ouvicerta vez de um colega: sé vale a pena
concorrer pelas coisas que vocé pode ndo ganhar. Ele quis dizer que, se as suas chances de sucesso
sdo muito altas, € porque vocé estd mirando muito baixo. "

= Example 11.3 — Gerando uniforme num reténgulo. Queremos gerar pontos (X,Y) no
retdgulo [a,b] X [c,d] com uma distribui¢do uniforme. Como veremos no capitulo 12, basta
gerarmos as coordenadas X e Y independentemente uma da outra com X ~ U(a,b) e Y ~ U(c,d).
E para gerar pontos uniformemente numa figura geométrica diferente? Por exemplo, pontos ao
acaso no mapa do Brasil ou pontos ao acaso num circulo? A maneira mais simples serd usar o
método de aceitacdo-rejei¢do, a ser visto na secdo 11.12. "

Simulacdo de v.a.’s Bernoulli

Vamos comegar com o caso mais simples, uma Bernoulli. Como podemos gerar a v.a. bindria X
onde

(X
(x

1
0)

p
1—

X ~ Bernoulli(p) : { § »

A ideia é muito simples. Selecione U ao acaso no intervalo (0,1). Se U < p, diga que X = 1
ocorreu. Se U > p, diga que X = 0 ocorreu.
Qual a probabilidade de gerarmos X = 1?7 Temos

PX=1)=PWU € (0,p)) =p—0=p,

exatamente a probabilidade desejada. Por exemplo, para gerar uma Bernoulli(0.35), podemos usar
0 cddigo abaixo:

p =0.35

U = runif (1)

if(U<=p) X=1
else X =0

Isto fica mais simples ainda em R: X = runif (1) <= p. Se quisermos gerar 215 valores i.i.d.,
usamos X = runif(215) <= p

= Example 11.4 — Passeio aleatério e a lei do arco-seno. No livro cldssico de probabilidade
escrito por William Feller [10], um exemplo lindo enche os olhos ao mostrar como nossa intui¢ao
pode ser facilmente enganada em problemas de probabilidade. Um jogo simples consiste em langar
uma moeda honesta repetidamente e independetemente n vezes e ganhar um real cada vez que
sair cara e perder um real se sair coroa. Seja S; = Xj + ...+ X; a soma acumulada dos primeiros ¢
resultados com X; = +1, se sair cara no #-€simo lancamento e X; = —1, se sair coroa. A frequéncia
relativa de caras converge para 1/2 se n for grande e assim o ganho liquido deve convergir para O:
S,/n — 0. Este resultado é consequéncia da Lei dos Grandes Nimeros (ver 16), é bastante intuitivo
e correto, e todo mundo o aceita sem problemas. Em cada instante de tempo ¢, o mais provavel é
que S, # 0 de forma que um dos jogadores esteja ganhando do outro. Como apds muitas jogadas
¢ praticamente certo que o ganho médio S, /n seja praticamente zero, somos levados a pensar
que havera muitos momentos nos quais vai ocorrer a troca de lideranca, com S; trocando de sinal
frequentemente. Pois bem, esta tltima intui¢do nio corresponde aos fatos e estd errada. Em um
longo jogo de cara ou coroa, € bem provavel que um dos dois jogadores permaneca praticamente
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o tempo todo do lado vencedor e o outro jogador no lado perdedor. Isto é surpreendente e pode
ser provado rigorosamente com probabilidade elementar (sem conhecimentos avangados) mas
requerendo um trabalho razodvel. Vamos usar simulacdo para verificar que os resultados teéricos
realmente sdo corretos e que nossa intui¢io inicial estd errada.

Observe que, se S; > 0, o jogador favorecido por caras (jogador-caras) estd liderando no instante
k. Caso S < 0, o outro jogador € o lider. Se Sy = 0, os jogadores estardo empatados. Vamos criar a
varidvel indicadora (bindria) /]Sy > 0] que vale 1 se S; > 0, e vale 0, caso contrério. Se calcularmos
Pn = Y4_1I[Sk > 0]/n estaremos obtendo a propor¢do de jogadas ou tempo em que o jogador-caras
esteve liderando na primeira n jogadas. Esta proporcdo ¢ aleatéria. Ela varia com n ao longo de um
jogo particular. Ela também varia se um novo € iniciado. O grafico do lado esquerdo na Figura 11.1
mostra 10 linhas reprsentando 10 jogos distintos, cada um deles com 1000 langmentos da moeda.
Temos as 10 trajetérias aleatdrias do ganho Sy do jogador-caras nos primeiros 1000 lancamentos da
moeda.

# As 10 trajetorias
amostra = matrix(0, nrow=1000, ncol=10)
for(k in 1:10){

n

1000 # Lancar a moeda n vezes

-1 + 2 * (runif(n) < 0.5) # ganho: -1 ou 1
amostral, k] = cumsum(x) # soma acumulada dos ganhos

}

matplot(amostra, type="n", xlab="n", ylab="S(n)")

matlines(amostra, lty=1:10)

abline(h = 0, lwd=3)

X

Ao invés de olhar apenas 10 jogos, repetimos o experimento 10 mil vezes independentemente,
sempre jogando a moeda 1000 vezes em sequéncia. Registramos o valor final da propor¢ao piooo
do tempo em que o jogador-caras liderou ao longo do jogo de 1000 lancamentos. O lado direito
Figura 11.1 mostra o histograma desses 10 mil valores aleatdrios de pjgoo. O que observamos é que
a propor¢ao do tempo em que o jogador-caras lidera ndo estd concentrada em torno de 1/2 como
nossa intui¢do poderia sugerir. Ao contrdrio, sdo nos dois extremos, préximos a zero e a 1, que o
histograma possui mais massa. Isto quer dizer que podemos esperar num jogo longo de cara-coroa
que o menos provdvel seja um equilibrio entre os dois jogadores: a maior parte do tempo, um deles
deve estar na lideranga e ndo é improvavel que um deles esteja liderando quase que todo o jogo.
A curva azul € o grifico da densidade de probabilidade do valor limite aleatério de p,. Quando n
cresce para infinito, o valor aleatdrio p, converge para um valor p € (0,1) que segue a distribui¢do
com densidade dada por

1
Vo)

# Histograma e densidade
# Repetir nim vezes
nsim = 10000
res = rep(0, nsim)
for(k in 1:nsim){
# Lancar a moeda n vezes
1000
-1 + 2 * (runif(n) < 0.5) # ganho: -1 ou 1
s = cumsum(x) # soma acumulada dos ganhos
res(k] = sum( s > 0 ) / n # proporcao do tempo em que liderou

al~—

flp)=

n

X
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ArcSine Law

S(n)
f(p)

Figure 11.1: Esquerda: Direita: .

}
hist(res, breaks= 50, xlim=c(0,1), prob=T, xlab="p", ylab="f(p)", main="ArcSine Law")
curve(1/(pi*sqrt(x*(1-x))), from = 0.001, to = 0.999,

add=T, col="blue", lwd=2.5)

Esta é a famosa (primeira) lei do arco-seno derivada pela probabilista francés Paul Lévy em 1939.
O nome aparece porque a fungio de distribuicdo acumulada dessa densidade é F(p) = % arcsin(,/p)
para p € (0,1). Existem vdrios resultados surpreendentes no livro [10] de Feller. Por exemplo,
ndo apenas a linha Sy cruza o eixo do horizontal raramente mas, quando o nimero de jogadas n
é grande, os tempos de espera até que uma troca de lideranga ocorra tende a aumentar também.
Assim, se vocé€ estd no jogo ha muito tempo e estd perdendo, ndo espere que vai passar a ganhar no
futuro préximo. E isto é num jogo de pura sorte, com uma moeda honesta.

m Example 11.5 — Modelos de aprendizagem comportamental. Nos primérdios da teoria
da aprendizagem comportamental nas décadas de 50 e 60, foram conduzidos véarios experimentos
para entender como animais aprendiam a executar com sucesso certas tarefas. Existiam vdarias
possibilidades. A aprendizagem podia ser por insight, um stbito entendimento de como executar
as tarefas através de um processo de tentativas aleatérias. Outras hipéteses consideravam uma
aprendizagem gradual, em que cada tentativa aumentava de alguma maneira a chance de executar
corretamente a tarefa na préxima tentativa. Bush e Mosteller (1955) [bush2006comparison] estu-
daram oito diferentes modelos de aprendizagem usando dados de um experimento de aprendizagem
comportamental com 30 c@es em que cada um deles executou uma uma sequéncia de 25 tentativas.
Em cada tentativa, o cdo era colocado numa caixa de transporte (ver lado esquerdo da Figura 11.2).
Ela é uma camara contendo dois compartimentos retangulares divididos por uma barreira que o
cao seria capaz de saltar com certo esforco. Em cada tentativa, uma luz era acesa por 10 segundos
e, em seguida, um choque elétrico era aplicado através de placas metdlicas no chdo da gaiola em
estava o cdo. Em cada tentativa, o co tinha a oportunidade, depois da luz se acender, de pular para
uma gaiola adjacente e assim evitar o choque. Nas tentativas iniciais, os cdes receberam o choque
mas, ao longo das tentativas seguintes, todos eles eventualmente aprenderam a evitar o choque.
Esse experimento foi um exemplo de crueldade contra os animais e € considerado antiético
hoje em dia, ndo sendo mais conduzido. Ignorando a crueldade envolvida, o lado direito da Figura
11.2 mostra os dados experimentais para os 30 cées, ordenados pelo tempo da dltima tentativa
em que receberam um choque. Entre os oito modelos considerados por Bush e Mosteller (1955),
um deles considerava os fatores que afetaram o aprendizado dos cdes: o que acelerava mais a
aprendizagem, uma evitagdo bem sucedida ou um choque? O modelo, chamado de Two-Operator
Linear Model (TOL), definia g, como sendo a probabilidade de um cdo tomar choque na tentativa
n. A probabilidade de evitar o choque nesta tentativa € 1 — g,. O modelo TOL supde que a
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Figure 11.2: Esquerda: Esquema do experimento. Direita: Sequéncia de choques (S) e esquivas (.)
para 25 tentativas em cada um dos 30 cdes no experimento analisado por Bush e Mosteller (1955).
Os caes foram ordenados de acordo com a nimero da tentativa em que receberam o tltimo choque.
Aqueles que demoraram mais para aprender a evitar o choque estdo listados por dltimo.

probabilidade de choque ¢, diminuia com o tempo n de forma que o cdo aprendia a medida
que executava as tentativas. A rapidez dessa aprendizagem dependia das acdes e consequéncias
vividas pelo cdo. O método de maxima verossimilhanga (ver capitulo ??) foi usado para estimar os
parametros envolvidos. Um deles € a; = 0.80 e indica a propor¢ao da reducdo da probabiliadde
de choque se o cdo consegue evitd-lo. Isto é, g,,+1 = 0.80¢g, se o cdo consegue evitar o choque na
tentativa n. O outro pardmetro é o = 0.92 e indica que a chance de levar choque diminui menos
se ele leva um choque: ¢,+1 = 0.92g, se o cdo leva choque na tentativa n. Com estes padmetros,
vamos simular varias vezes um conjunto de 30 estat-cdes e calcular aspectos caracteristicos das
sequéncias simuladas para compara-los com os aspectos realmente observados nos dados reais.
Veja que agora os cdes jogam moedas sucessivamente mas as probabilidades de sucesso variam de
acordo com o que ocorreu previamnte. O valor g; = 1 pois, na primeira tentativa, todos os cées
receberam o choque uma vez que eles ndo sabiam ainda o significado do sinal.

Exerc: Suponha que um certo co teve a seguinte sequéncia se choques (S) e evitagdes (A)
no experimento descrito no exemplo Modelos de aprendizagem comportamental do capitulo de
Simulagdo Monte Carlo: SSASSASASAAA. Obtenha a probabilidade dessa sequéncia ocorrer
usando os simbolos &; e ¢,. Obtenha um valor numérico substituindo o = 0.80 e ap = 0.92.

SImular outro modelo

Simulacdo de v.a.’s Binomial

E como gerar uma varidvel binomial com pardmetros n e p? Para gerar X ~ Bin(n, p), basta repetir
o algoritmo Bernoulli n vezes independentemente e somar o nimero de sucessos. Supondo que
n=100e p =0.17, por exemplo, temos

n <- 100; p <- 0.17; X <- 0
for(i in 1:n){

if(runif(1) < p) X <- X + 1
}
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Embora correto, este procedimento nao é o melhor pois precisamos fazer um nimero maior de
operacdes que um outro procedimento que, além de mais eficiente, € mais genérico servindo para
vdrias outras distribuicdes discretas. A explicacdo € simples. Imagine que n € grande (por exemplo,
n = 10000) e p é pequeno (tal como p = 0.01). Uma distribui¢cdo Bin(10000,0.01) tem valor
esperado igual a np = 100 e desvio-padrdo y/np(1 —p) =9.95. A maioria de seus valores vai
ficar em torno de 2-3 desvios-padrdo de seu valor esperado. Assim, a grande maioria dos valores
binomiais ndO passa de 120 ou 130. Talvez na seja necessdrios gerar todos os 10 mil ensaios de
Bernoulli pois a maioria deles serd um frscasso. Antes de ver este procedimento mais geral, vamos
falar um pouco mais da geracdo de binomiais no ambiente R.

Em R, vetorizando fica muito mais simples gerar X ~ Bin(n,p): X = sum(runif (n) <=
p). Na verdade, o R ja possui um gerador de binomial Bin(m,0). Usando o Help do R, vemos
que rbinom(n, size, prob) gera n valores, cada um deles vindo de uma Bin(size, prob).
WARNING: No HELP do R, o argumento n refere-se a quantos valores binomiais Bin(size,
prob) queremos gerar. Ndo confundir com a nota¢do usual em que escrevemos Bin(n, ). Por
exemplo, para gerar n = 10 valores independentes de uma Bin(100,0.17) (isto é, size=100 e
prob= 0 = 0.17), digitamos:

> rbinom(10, 100, 0.17)
[1] 14 20 20 14 8 14 12 13 17 14

A fun¢do dbinom(x, size, prob) calcula a probabilidade P(X = x) quando X é uma v.a.
binomial Bin(size,prob). Por exemplo, se X ~ Bin(100,0.17) entdo P(X = 13) é

> dbinom(13, 100, 0.17)
[1] 0.06419966

Podemos pedir varios valores de uma tnica vez:

> dbinom(13:17, 100, 0.17)
[1] 0.06419966 0.08171369 0.09595615 0.10441012 0.10566807

m Example 11.6 Completar - Qual? Feller? "

Simulacdo de v.a.’s discretas arbitrarias

Vamos ver um procedimento geral, que serve para qualquer distribui¢do discreta, mesmo para
aquelas com infinitos valores, como a Poisson, Geométrica e Pareto.

Suponha que X é uma varidvel aleatdria discreta com suporte {x;,x2,...}. Temos P(X = x;) =
pi>0parai=0,1,...ecom}; p; = 1. Por exemplo, poderfamos ter X com distribui¢do de Poisson
com pardmetro A = 1.61. Assim, x; =i e p; = (1.61)"/i! exp(—1.61) = 0.1998876 (1.61)"/i! com
i=0,1,2,....

A distribuicao de X € dada por:

xi | P(x=xi)=pi

X1 P1
X2 P2

X3 p3

Total Y.pi=1
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Acumulamos as probabilidades obtendo F(x;) = P(X < x;) = Y*_, p;. Por exemplo,

F(x;) = pi
F(x2) = pi+p
F(x3) = pi1+p2+ps Etc.

O algoritmo € muito simples:

e Se0<U<F(x;)=pj,facaX =x;

e Sep <U<pi+prfacaX =x,

e Sep1+p<U<pi+pr+ps facaX =x3

e Etc.

De maneira mais formal, fazemos X = g(U) onde g é a funcdo matematica definida da seguinte
forma:

X0, selU < pg
X1, sepo<U < po+pi

X2, sepo+pl <U<po+pi+p>
X=gU)=

- .
xi, seY, P <U<Yj_opPk

De forma mais resumida, podemos escrever que, se F(x;) = P(X < x;) =YX, p; entdo X =
g(U) =Xj se F(xj,l) <U< F(Xj).

s Example 11.7 — Caso simples. Um exemplo simples de uso desta técnica € o seguinte:
suponha que desejamos gerar um valor de uma varidvel aleatéria X com a seguinte distribuicdo de
probabiliade discreta:

—1, com probabilidade pg = 0.25
2, com probabilidade p; = 0.35
7, com probabilidade p, =0.17

12, com probabilidade p3 = 0.23

Basta entdo gerar um valor U ~ U(0, 1) e decidir sobre o valor de X a partir do intervalo em que U
cair:
—1, seU <0.25
2, s¢0.25 <U <0.60
7, se0.60<U <0.77
12, se0.77<U < 1.00

Por exemplo, se o valor simulado de U for igual a 0.4897 entdo o valor simulado de X serd 2 pois
0.25 <0.4897 < 0.60. "

Gerando Poisson

Para o caso de X ~ Poisson(1.61) teriamos:

se U < 0.1998876
se 0.1998876 < U < 0.5217067
se 0.5217067 < U < 0.7807710

o = O

i se0.1998876Y | (1.61)'/il <U < 0.1998876 4 _,(1.61)!/i!
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Neste exemplo da Poisson, existe uma dificuldade: € impossivel listar os infinitos possiveis
valores de X e s entdo verificar onde o valor de X caiu. Uma maneira mais apropriada é trabalhar
sequencialmente: verifique se U cai no primeiro intervalo. Se sim, atribua o valor 0 a X e pare o
procedimento. Sendo, calcule o intervalo seguinte e verifique se U cai neste novo intervalo. Se sim,
atribua o valor 1 a X e pare o procedimento. Sendo, calcule o intervalo seguinte e etc.

Para facilitar o cdlculo podemos ainda usar uma relacdo de recorréncia entre as probabilidades
sucessivas de uma Poisson com pardmetro A:

A

Pi+1 = mpi

O c6digo em R para este procedimento com A = 1.61 seria:

lambda <- 1.61

x <- -1
i <- 0; p <- exp(-lambda); F <- p
while(x == -1){
if(runif(1) < F) x <- i
else{
p <- lambdaxp/(i+1)
F<-F+p
i <- i+1
}
}

m Example 11.8 — Gerando Poisson numa seguradora. Suponha que vocé é um atuério
trabalhando numa pequena companhia de seguros. Sua tarefa é simular a perda agregada que a
companhia pode experimentar no préximo ano em um tipo bem particular de apdlice. Uma das
etapas exige a simulagdo do nimero de sinistros mensais que, com base na sua experiéncia passada
e na de outros atudrios, vocé decide assumir que é Poisson com valor esperado A = 1.7. Vocé usa
um gerador de niimeros aleatérios i.i.d U(0, 1) para produzir a seguinte seqiiéncia: 0.670, 0.960,
0.232, 0.224, 0.390, 0.494. Obtenha os valores correspondentes da distribui¢do de Poisson(1.7).
Como os valores acumulados P(X < k) para k = 0,1,2,3,4 de uma Poisson(1.7) sdo iguais a
0.183, 0.493, 0.757, 0.907, 0.970, os valores simulados da Poisson sdo iguaisa 2,4, 1,1, 1, 1, 2,
respectivamente. "

= Example 11.9 — Recursdo em Binomial. Mostre que, para o caso de X ~ Bin(n, 8), temos
i1 = Gt pi
I - . 1
(I=p)(i+1)

Escreva um cédigo em R para gerar varidveis binomiais com um procedimento similar ao da
Poisson.

x <- -1
i <- 0; ¢ <- p/(1-p); pr <- (1-p)°n; F <- pr
while(x == -1){
if(runif(1) < F) x <- 1
elseq{
pr <- ((c*x(n-1))/(i+1))*pr
F <-F + pr
i<- i+l
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imagem inversa de U

0.0

Figure 11.3: Grifico da fungéo distribuicdo acumulada F(x) de certa varidvel aleatéria. U é um
nimero aleatério com distribui¢do U(0,1). O grafico mostra sua imagem inversa F~!(U) através
da distribuicdo acumulada de X. Esta imagem € aleatdria e possui distribuicdo igual a de X.

b

Método da transformada inversa

Suponha que certa varidvel aleatéria continua X possua func¢ao distribuicdo acumulada dada por
F(x). Por exemplo, se X ~ exp(3) entdo F(x) = 1 —exp(—3x) parax > 0e F(x) =0se x < 0. Um
método muito poderoso para gerar X é gerar uma variavel uniforme U ~ U(0, 1) e transforma-la
usando a fungiio matemdtica ¥ = F~!(U). A varidvel aleatéria ¥ possui a mesma distribui¢iio que
X. Isto é, a fungéo distribuicdo acumulada de Y é exatamente FF(x).

A Figura 11.3 mostra de forma grafica como este método trabalha. Primeiro, gere um nimero
U ~ U(0,1) e coloque-o no eixo vertical. A seguir, obtenha a imagem inversa deste valor aleatério
U por meio da fungdo matematica Fy !, Esta imagem inversa é uma varidvel aleatdria pois é funcio
do valor aleatério U. Além disso, esta imagem inversa possui distribui¢do de probabilidade igual a
distribuicdo desejada. Isto é, a distribuicdo acumulada da varidvel aleadria FX’1 (U) éFy L

Por exemplo, se X ~ exp(3) entdo F(x) = 1 —exp(—3x) para x > 0. Calcule a inversa de F.
Basta igualar a expressdo de F(x) a um valor u e inverter isolando x como fungéo de u. Se

u=1—exp(—3x)
entdo

1 —u=exp(—3x).
Tomando log dos dois lados, temos

log(1 —u) = —3x
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e portanto

x= —%log(l —u).
Assim, F~!(u) = —1/3log(1 —u).
Agora, gere uma varidvel uniforme U ~ U (0, 1). A seguir, transforme este némero aleatério
usando Y =F~(U) = —1/31og(1 - U).
Esta v.a. Y possui a mesma distribui¢do que X. Isto é, Y ~ exp(3). A fungéo distribui¢do
acumulada de ¥ no ponto x é exatamente F(x) = 1 —exp(—3x). De fato, se x > 0, nés temos

P(Y <x) = P(—1/3log(1-U)<x)
= P(log(1-U) > —3x)
= P (1 -U > e_3x) tomando exp dos dois lados
= PU<l—e™)

P(U € (0,1 —e %))

= 1—e ™ pois U ~ U (0,1)

Repetindo o argumento acima, pode-se gerar uma exponencial com qualquer pardmetro. Se
Y ~ exp(A) usando a transformagdo ¥ = —1/A4 log(1 — U) pode ser usada. Note que, como
U e 1 — U possuem a mesma distribuicdo uniforme U(0,1) (vocé pode mostrar isto?), entdo
Y = —1/A log(U) também é exponencial com pardmetro A.

A mesma prova dada acima pode ser usada para mostrar o resultado de forma geral, para
qualquer v.a. continua. Seja U ~ U(0,1). Defina a v.aa. ¥ = F~!(U). Como uma funcio de
distribuicdo acumulada é ndo decrescente, se a < b, entdo F(a) < F(b). Além disso, P(U < a) =a
se a € [0,1]. Assim,

Fy(x) = P
— P
= P(Fx(Fx
— P

= Fx(x)

Gerando v.a. com distribuicdo Gomperz

Uma distribui¢do muito importante para o mercado de seguros € a distribuicdo de Gompertz. Ela
modela muito bem o tempo de vida a partir dos 22 anos. Seu suporte é o intervalo (0,) e, para x
neste intervalo, temos a densidade de probabilidade dada por

f(x) _ chefB(c"fl)/log(c)

onde ¢ > 1 e B > 0. O pardmetro ¢ usualmente possui um valor em torno de 1.09. Um valor tipico
para B é 1.02 x 107*. A fung@o de de distribui¢io acumulada F(x) é

F(x) = 1 —exp (—l()f(c)(cx—w)

onde ¢ > 1e B> 0. A Figura 11.4 mostra a fun¢éo densidade f(x) (acima) e a distribuigdo
acumulada F(x) de uma v.a. Gomperz com pardmetros ¢ = 1.09 e B = 0.000102.
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Figure 11.4: Densidade f(x) (acima) e distribui¢do acumulada F(x) de uma v.a. Gomperz com
parametros ¢ = 1.09 e B = 0.000102.

ce <- 1.09; B <- 0.000102; k <- B/log(ce)

eixox <- seq(0,120,by=1)

dens <- B * ce”eixox * exp(-k * (ce~eixox - 1))

Fx = 1 - exp( - (B/log(ce)) * (ce”eixox -1) )
par(mfrow=c(2,1), mar=c(4,4,1,1))

plot(eixox, dens, type="1", xlab="x", ylab="f(x)")
plot(eixox, Fx, type="1", xlab="x", ylab="F(x)")

A transformada inversa de uma Gomperz é facilmente obtida:

F~!(u) = log (1 —log(c)log(1 — ) /B) / log(c)
Com isto obtemos a amostra (ver Figura 11.5). O c6digo em R para obter uma amostra € o seguinte:

# Amostra de 10 mil valores iid de Gompertz
## fixa as constantes

ce <- 1.09; B <- 0.000102; k <- B/log(ce)

u <- runif(10000) ## gera valores iid U(0,1)
## Gompertz pelo metodo da transformada inversa

x <- 1/log(ce) * (log( 1- log(1-u)/k))

# fazendo histograma e densidade

hist(x, prob=T)

eixox <- seq(0,120,by=1)

dens <- B * ce”eixox * exp(-k * (ce~eixox - 1))
lines(x,y)

Gerando v.a. com distribuicéo de Pareto

Uma distribui¢do muito usada para valores extremos de perdas em seguros € a distribuicdo de
Pareto. Ela possui dois parametros. O primeiro, xo > 0, € o valor mais baixo que uma perda pode ter.
Voceé pode pensar em xy como um valor de franquia ou como um valor stop-loss de uma seguradora.
Uma seguradora vai cobrir toda a perda acima do valor x( e esta seguradora sé toma conhecimento
de sinistros com valores acima de x.
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Figure 11.5: Histograma dos valores gerados de uma Gomperz com parametros ¢ = 1.09 e B =
0.000102 e densidade de probabilidade.
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Figure 11.6: Densidade da Pareto comxp =1e ax =1

O segundo parametros, & > 0, controla o peso da cauda superior da distribui¢do em relag¢do aos
valores mais baixos e préximos de xg. Quanto menor ¢, maior a chance de observarmos valores
extremos numa perda que segue a distribuicdo de probabilidade de Pareto.

A densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria X que possui distribui¢do de Pareto
com parametros (xo, o) é dada por

0, se x < x
f(x): g(@)a+l 0

Yo \x , S€X>Xp

e pode ser visualizada na Figura 11.6.
As propriedades da distribui¢do de Pareto dependem essencialmente do valor de o. Por exemplo,
se o < 1, entdo

E(X) | :fx(X)dx 0

e portanto o valor esperado ndo existe neste caso. Se & > 1 o valor esperado sempre existe mas se
o < 2 é a variancia de X que ndo existe (¢ infinita).

Quais os valores tipicos de a na prética de seguros e resseguros? A Swiss Re, a maior
companhia européia de resseguros, fez um estudo. Nos casos de perdas associadas com incéndios,
o € (1,2.5). Esta faixa pode ser mais detalhada: para incéndios em instalagdes industriais de
maior porte, temos & ~ 1.2. Para incéndios ocorrendo em pequenos negdcios € servicos temos
a € (1.8,2.5). No caso de perdas associadas com catdstrofes naturais: o ~ 0.8 para o caso de
perdas decorrentes de terremotos; o ~ 1.3 para furacddes, tornados e vendavais.
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Figure 11.7: Amostra de 1000 valores i.i.d. de uma Paretocomxp =1le a =1
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Figure 11.8: Amostras de 100 valores Pareto com (xp, ) igual a (1.3,0.25) (canto superior
esquerdo), (1.3,0.5) (canto superior direito), (10,5) (canto inferior esquerdo) e (10,2) (canto
inferior direito).

A funcio distribuicdo acumulada para uma varidvel aleatéria de Pareto é dada por

0, se x < Xxp
IF :]P)X< — a+1
(x) (X <x) xg()%) dy:l—(%)a, se X > X

0 %

Entéo, para gerar uma v.a. Pareto, use
X~ F ' (U)=x0/(1—U)" Ve,

Em R, basta digitar x0/ (1-runif (1000)) ~(1/a) e o resultado estd na Figura 11.7.

O efeito do pardmetro o na geragdo de valores extremos fica mais claro na Figura 11.8. Ela
mostra graficos de linha de quatro amostras de tamanho 100 cada uma de uma distribuicdo de
Pareto. Os pontos dos graficos possuem coordenadas (,x;) onde x; é o i-ésimo dado de uma amosra
da Pareto, i = 1,...,100. As linhas conectam os pontos (i,0) até (i,x;). Os graficos da linha
superior possuem parametros (xo, o) iguais a (1.3,0.25) (esquerda) e (1.3,0.5) (direita) enquanto
os gréficos da linha inferior possuem (10,5) (esquerda) e (10,2) (direita).

Gerando v.a. gaussiana ou normal

A distribuicdo normal é muito especial pois ela é a aproximagdo para a soma de variaveis inde-
pendentes (Teorema Cenral do Limite). Como a distribui¢io acumulada F(x) de uma normal ndo
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Figure 11.9: Histograma padronizado de 1000 valores N (0, 1) gerados com fun¢do minhanorm
com a densidade f(x) sobreposta.

possui uma férmula fechada, o uso da técnica de transformagio F~!(U) de varidveis uniformes
ndo pode ser usado.

Box e Muller propuseram um método muito simples para este caso especial da disribuicdo
gaussiana. E possivel mostrar que, se 8 ~ U(0,27) e V ~ exp(0.5), entdo X = v/V cos(8) ~
N(0,1). Como vocé sabe gerar uniformes e exponenciais, vocé pode usar este resultado para gerar
normais padronizadas. Em R, basta criar a funcdo abaixo:

minharnorm = function(n) sqrt(rexp(n, 0.5)) * cos(runif(n, 0, 2 * pi))

Gerando uma amostra (com o resultado na Figura 11.9):

set.seed(123)

minharnorm = function(n){ sqrt(rexp(n, 0.5)) * cos(runif(n, 0, 2 * pi))}
hist (minharnorm(1000), prob=T)

plot(dnorm, -3,3, add=T)

Como gerar gaussianas N(i,c?), centrada em g e com desvio-padrio ¢ em torno de U.
Usamos uma propriedade da distribuigio gaussiana: se Z ~ N(0, 1) entdo X = u +6Z ~ N(u,c?).
N6s sabemos gerar Z ~ N(0, 1) usando o algoritmo de Box-Muller. Se quisermos, por exemplo,
X ~ N(10,4), basta gerar Z e em seguida tomar X = 10 ++/4Z. Em R:

minharnorm = function(n){ sqrt(rexp(n, 0.5)) * cos(runif(n, 0, 2 * pi)) %}
x = 10 + sqrt{4} * minhanorm(100)

E claro que, sendo a gaussiana uma distribui¢do tdo importante, R ja possui um gerador de
gaussianas: rnorm(100, mean=0, sd=1).

Monte Carlo para estimar integrais

Queremos calcular uma integral

1
0= / g(x)dx
0
Podemos ver a integral 8 como a esperanga de uma v.a.: se U ~ U (0, 1) entdo 6 = E[g(U)]. Usamos

agora que, se Up,Us,...,U, sdoiid. U(0,1) entdo as v.a’s Yy = g(U;),Y» = g(Ua),..., Y, = g(Uy,)
também sdo i.i.d. com esperanca 6. Pela Lei dos Grandes Nuimeros (ver capitulo 16), se n — oo,

igwi) L E[g(U)] =6

Assim, se n é grande, 0 ¢ aproximadamente a média aritmética dos valores simulados g(u;).
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m Example 11.10 — Calculando uma integral simples. Vamos estimar a integral

l2 1
6 = dx =~
/OX X 3

usando Monte Carlo. Uma amostra i.i.d. de 1000 varidveis aleatdrias U (0, 1) é gerada:
u; = 0.4886415,u = 0.1605763,u3 = 0.8683941, ... ,ui000 = 0.3357509

Calculamos entao

0 = (5 +u3+...+ufpyp) /1000
= ((0.4886415)% +(0.1605763)* + ... + (0.3357509)%) /1000
= 0.33406~ 6

Se fizermos uma nova geragio das U;, com uma semente diferente, vamos produzir  ligeira-
mente diferente. Outros 1000 valores da uniforme produzem 6 = 0.3246794. Aumentando o
tamanho da amostra a variacdo de uma simulag@o para outra diminui: a escolha do tamanho da
amostra precisa de desigualdades em probabilidade (logo mais). "

= Example 11.11 — Integrais gaussianas. Se X ~ N(0, 1) entdo

P(XE(O,I))z/leXp(_xz/z)dx:G

0 \V2®

Nio existe formula para esta integral, que deve ser obtida numericamente. Usando as fungdes
nativas em R, obtemos o melhor que a andlise numérica pode fornecer:  pnorm(1) - pnorm(0)
que retorna 0.8413447 — 0.5 = 0.3413447

Vamos obter este valor (aproximadamente) por meio de simula¢do Monte Carlo. Gere 100000
valores i.i.d. de uma U(0,1) e calcule (y; +y2+ .. +Yy1000)/1000 onde y; = (277) %3 exp(—u?/2).

Por exemplo, se u; = 0.4886 entio y; = (271) " exp(—0.4886%/2) = 0.3541.

Em R: mean ((2*pi)~(-0.5) * exp(-runif(100000)°2/2))

Quatro simulacdes sucessivas (e independentes) com 100000 valores: 0.3414839, 0.3413451,
0.3411779, 0.3412634. Com uma amostra de tamanho 100 mil, estamos tendo alguma vari¢ao na
quarta decimal. Comparando com 6 = 0.3413447, os erros de estimagdo sdo pequenos. "

Integrais com limites genéricos

Nem sempre a integral de interesse terd os limites 0 e 1. No caso geral,

0 :/abg(x)dx

Como fazer neste caso? Simples. Gere U; ~ U (0, 1) e a seguir transforme para uma U (a,b) com
X; = a+ (b—a)U;. Agora, calcule a média aritmética dos valores g(X;) e multiplique o resultado
por b —a. A razdo € a seguinte:

0= [ s)ar=(0—a) [ 5() ;- dx=(b—a)B(s(x)

onde X ~ U(a,b) e portanto tem densidade f(x) =1/(b—a).
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= Example 11.12 — Integral com limites genéricos. Calcule o valor aproximado de
9
0= / log(2+ |sin(x)])e /% dx
3

Uma amostra U;,U, ... i.i.d. de 100000 U(0,1) é gerada e calcula-se V; = 3 + 6U;. A seguir,
obtemos

W; = g(V;) =log(2 + |sin(V;)[)e "%

e estimamos a integral com

(9-3)W =6 Wi + ...+ Wiooo00)

100000 (

Em cédigo R:

v = 3 + 6%runif (100000, 0, 1) # na verdade, podemos usar v = runif (100000, 3, 9)
w = log(2 + abs(sin(v))) * exp(-v/20)
mean(w) * 6

Trés simulacdes deram: 4.309863, 4.308165, 4.30991 e 4.310968. Neste exemplo, ndo sabe-
mos o verdadeiro valor 8 da integral mas as simulacdes ddo aproximadamente o mesmo valor. Isto
€ um sinal de que, ao usar qualquer um deles como estimativa, a integral deve estar sendo estimada
com pequeno erro. "

11.12 Método da aceitacdo-rejeicdo

Queremos gerar amostra de densidade f(x). Ndo conseguimos obter [F(x) analiticamente e 0 método
da transformada inversa nio pode ser usado. Uma alternativa: usar o método de aceitagcdo-rejeigdo.
A ideia bésica deste método € a seguinte: gere de outra distribuicdo que seja facil. A seguir, retemos
alguns dos valores gerados e descartamos os outros. Isto € feito de tal maneira que a amostra que
resta é gerada exatamente da densidade f(x).

A esséncia dessa ideia estd na Figura 11.10. Suponha que sabemos gerar com facilidade da
densidade g(x) (linha tracejada). Uma amostra gerada a partir de g(x) produz o histograma abaixo.
Mas queremos amostra de f(x). Eliminamos de forma seletiva alguns dos valores gerados. Se o
processo seletivo for feito de maneira adequada, terminamos com uma amostra que, no fim dos dois
processos (geragdo e aceita¢do-rejei¢do), é gerada de f(x). O resultado é aquele na Figura 11.11.

Como funciona exatamente este método? Fixe uma densidade-alvo f(x). Quais g(x) podemos
escolher? Em principio, qualquer uma desde que o suporte de g(x) seja igual ou maior que aquele
de f(x). Isto é, se f(x) pode gerar um valor x entdo g(x) também deveria ser capaz de gerar
este x. Ou seja, se f(x) > 0 entdo g(x) > 0. g(x) pode gerar valores impossiveis sob f(x). Mas
ndo podemos permitir que valores possiveis sob f(x) sejam impossiveis sob g(x). Isto é bem
razodvel: se inicialmente, usando g(x), gerarmos valores impossiveis sob f(x), podemos rejeitd-los
no segundo passo do algoritmo. Mas se nunca gerarmos valores de certas regides possiveis sob
f(x), nossa amostra final ndo serd uma amostra de f(x).

Em seguida, devemos encontrar uma constante M > 1 tal que f(x) < Mg(x) para todo x. Isto é,
multiplicamos a densidade g(x) de onde sabemos amostrar por uma constante M > 1 implicando
em empurrar o grafico de g(x) para cima até que ele cubra a densidade f(x). Por exemplo, se
M =2, comparamos o valor de f(x) com 2g(x), duas vezes a altura da densidade g no ponto x.
Devemos ter sempre f(x) < Mg(x).
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Figure 11.10: Linha continua: densidade f(x) de onde queremos amostrar. Linha tracejada:
densidade g(x) de onde sabemos amostrar. Histograma de amostra de 20000 elementos de f(x).
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Figure 11.11: Linha continua: densidade f(x) de onde queremos amostrar. Linha tracejada:
densidade g(x) de onde sabemos amostrar. histograma de amostra de 20000 elementos de f(x).
Histograma dos 3696 elementos da amostra anterior que restaram apos rejeitar seletivamente 16304
dos elementos gerados.
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Figure 11.12: f(x) e Mg(x).
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Figure 11.13: Em x = 6.0, temos as alturas f(6.0) (linha continua) e a altura 5.4g(6.0) (tracejada).

Na Figura 11.12, a curva com a linha continua é a densidade f(x) de onde queremos amostrar.
A curva com a linha tracejada é a densidade g(x) de onde sabemos amostrar. A direita temos o
grafico de f(x) e de 5.4%g(x). Observe que temos f(x) < 5.4g(x) para todo x

Agora, temos f(x) e Mg(x) tal que f(x) < Mg(x). Veja a Figura 11.12. No ponto x = 6.0 temos
a altura f(6.0) (continua) e a a altura 5.4g(6.0) (tracejada). Para todo x, definimos a razéo entre
estas alturas

_ f)
Mg(x)

r(x)

<1 paratodo x.

Sejam xj,xz,... o elementos da amostra de g(x). Quais destes valores vamos reter e quais
vamos rejeitar? Calcule r(x;),r(x2),... Se r(x;) & 0, tipicamente vamos rejeitar x; Se r(x;) =~ 1,
tipicamente vamos reter x;.

Para cada elemento x; gerado por g(x), jogamos uma moeda com probabilidade de cara igual a
r(x;). Se sair cara, retemos x; como um elemento vindo de f(x). Se sair coroa, eliminamos x; da
amostra final. Se come¢armos com n elementos retirados de g(x), o tamanho final da amostra é
aleatorio e geralmente menor que »n devido a rejei¢do de varios elementos.

Y é um valor inicialmente gerado a partir de g(x) e X é um dos valores finalmente aceitos no
final do processo.

Algorithm 1 Método da Rejeigao.
1: I < True
2: while / do
3: Gere Y ~ g(y)
4 Gere U ~ % (0,1)
5 ifU <r(Y)=f(Y)/Mg(Y) then
6: XY
7
8
9

I =False
end if
: end while

= Example 11.13 — Gerando de uma gama. Queremos gerar X ~ Gamma(3,3) com densi-
dade:

0 ,sex <0
f(x)—{ P25 | ex>0 (1.1
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Figure 11.14: Esquerda: Densidade-alvo f(x) (linha tracejada) e densidade g(x) de onde sabemos
gerar (linha continua). Direita: Densidade f(x) e a fungdo 2g(x).

Sabemos gerar W ~ exp(1) pois basta tomar W = —log (1 —U) onde U ~ % (0,1). A densidade
de W é:

g(x):{ 0, sex <0 (11.2)

e, sex>0

O suporte das duas distribui¢des é o0 mesmo, o semi-eixo real positivo. Ver Figura 11.14. Entdo:

2 —
0< fx) _ Fate ™ _ 2sze_zx

e — 5 (11.3)

Derivando e igualando a zero temos o ponto de maximo em x = 1. Como % = 277 12e2=1827<

2, temos f(x) < 2g(x) para todo x. Assim, tomamos M = 2.

set.seed(123); M = 2; nsim = 10000

x = rexp(unsim, 1)

razao = dgamma(x, 3, 3)/(M * dexp(x, 1))

aceita = rbinom(10000, 1, razao)

amostra = x[aceita == 1]

par (mfrow=c(2,1))

xx = seq(0, 4, by=0.1); yy = dgamma(xx, 3, 3)

hist(x, prob=T, breaks=50, xlim=c(0, 8),
main="f (x) e amostra de g(x)")

lines(xx, yy)

hist (amostra, breaks=20, prob=T, xlim=c(0,8),
main="f(x) e amostra de f(x)")

lines(xx, yy)

O resultado pode ser visto na Figura 11.15.Um script R mais simples que o anterior é o seguinte:

set.seed(123)

M = 2; nsim = 10000

x = rexp(nsim, 1)

amostra = x[ runif(nsim)<dgamma(x,3,3)/(M*dexp(x, 1)) ]
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f(x) e amostra de g(x)
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Figure 11.15: Amostra de 10 mil valores de uma g(x) = exp(1); rejeitando aproximadamente 5000
valores terminamos com amostra de f(x) = Gama(3,3).

Pseudo-code:

1: I < true

2: while 7 do

3: Selecione U ~ % (0,1)

4: Selecione U* ~ 7% (0,1)

5: Calcule = —log (1 —-U)

6 iU < L2 = (27/4)@” exp(—20) then
7: X<— 0

8: I = False

9: end if

10: end while

11.12.1 Dois teoremas

Temos dois teoremas para este método.

Theorem 11.12.1 — Aceitacd@o-Rejeicdo gera valores de f(x). A varidvel aleatéria X ger-
ada pelo método de aceitacdo-rejeicéo possui densidade f(x).

Prova: Leitura opcional no final deste capitulo.

Theorem 11.12.2 — Impacto de M. O nimero de iteracdes necessarios até que um valor seja
aceito possui distribui¢do geométrica com valor esperado M.

Prova: Leitura opcional no final deste capitulo.

11.12.2 Sobre o impacto de M

O método de aceitagdo-rejei¢do funciona com qualquer M tal que f(x) < Mg(x). Suponha que M,
€ muito maior que M,, ambos satisfazendo a condi¢do. Se rodarmos o método em paralelo com
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Figure 11.16: Esquerda: Stanislaw Ulam na Pol6nia. Direita: John von Neumann (a direita) e
Robert Oppenheimer em frente a um pequeno pedago do ENIAC, um dos primeiros computadores
do mundo.

os dois valores de M, aquele com o maior valor rejeitaria mais frequentemente que o método com
0 M menor. Pelo teorema, devemos selecionar, em média, M valores até que aceitemos um deles.
Quanto menor M, menos rejei¢ao.

Nao ¢ dificil provar que M deve ser maior ou igual a 1. O méiximo de eficiéncia € obtido
quando M = 1. Mas neste caso, como a drea total debaixo de f(x) e g(x) é igual a 1, devemos
ter f(x) = g(x). Isto é, a densidade de onde geramos ¢é idéntica a densidade-alvo f(x) e todos os
valores sio aceitos. E claro que esta ndo é a situagio em que estamos interessados em usar o método
de aceitagdo-rejeigao.

Se selecionarmos g(x) muito diferente de f(x), especialmente se tivermos g(x) ~ 0 numa regido
em que f(x) ndo é desprezivel, é possivel que tenhamos de usar um valor de M muito grande para
satisfazer f(x) < Mg(x) para todo x. Esta serd uma situagéio em que o método de aceitagdo-rejeigdo
serd pouco eficiente pois muitas amostras devem ser propostas (em média, M) para que uma delas
seja eventualmente aceita).

Historia do método Monte Carlo

Os dois métodos principais que vimos neste capitulo, o da transformada inversa e o da rejeicdo,
foram criados praticamente ao mesmo tempo por Stanislaw Ulam (1909-1984, transformada inversa)
e John von Neumann (1903-1957, rejei¢@o, e pronuncia-se N6imann). A Figura 11.16 mostra estes
dois cientistas. Eles haviam trabalhado no projeto Manhattan em Los Alamos, responsavel pelo
desenvolvimento das armas atomicas nos EUA durante a Segunda Guerra Mundial. Os dois eram
matematicos emigrados, fugindo do terror nazista, e que acharam abrigo nos EUA. Stanislaw Ulam
era polonés e John von Neumann, que dispensa apresentacdes, era hiingaro.

O método Monte Carlo tem até uma certiddo de nascimento. Apds o fim da guerra, Stan
Ulam deixa Los Alamos e vai para a California trabalhar como professor. Com dores de cabeca
insuportaveis e suspeitando de um cancer e ele se submete a uma cirurgia no cérebro (nas condigdes
daquela época). Os cirurgides abrem-no e ficam aliviados ao verem que era apenas uma inflamacao.
Fecham o seu cranio e o pdem em repouso. Neste periodo de convalescéncia ele pensa no método
Monte Carlo em geral como uma maneira de resolver integrais muito complicadas que apareciam



11.13 Histéria do método Monte Carlo 269

no seu trabalho com a fisica atdmica da época. Ele escreve para seu amigo von Neumann, que
responde como uma carta de duas pdginas. Ele resume a ideia de Stan Ulam e, em seguida, em 4
linhas, descreve sua ideia do método de rejei¢ao. Esta carta sobreviveu e estd na Figura 11.17 e
11.18. Note que, nas dltima linhas da carta, von Neumann menciona que pode ser ttil manter seu
método em mente, especialmente depois que ENIAC estiver diponivel. N6s mantemos este método

na nossa mente até hoje, muito tempo depois que o ENIAC desapareceu.

11E INSTITUTE FOR ADVANCED STUDY
SCHOOL OF MATHEMATICS
PRINCETON, NEW JEASEY

May 21, 1947

Mr. Stan Ulam
post Office BOX 1663

Santa Fe
New Mexico
Dear Stan,

Thanks for your letter of the 19th. I need not tell you that Klari

and I are looking forward to the trip and visit at Los Alamos this Summer.
I have already received the necessary papers from Carson Mark. I filled
out and returned mine yesterday; Klarits will follow tcday.
I am very glad that preparations for the random mimbers work are to
begin soon. In this connection, I would like to mention this: Assume
that you have several random number distributions, each equidistributed in
2,17 : (x i),, (1% ’// (= '}'/ -~- . Assume that you want one with the
distribution function (density) ‘f/; )AE: (F ) . oOne way to
form it is to form the cumilative distribution function: 2 (§) = ff f () $i
to tavert 1t A (X = § 2 X~z /f) ,adtotora §/_ Z(x?)
with this %U‘/ s Or some approximant polynomial. This is, as I see, the
method that you have in mind.
An alternative, which works if f and all values of Z (g f / lie in
0, 1, is this: Scan pairs X%y ' and use or reject x|y i agcording
to whether Yy : < f(x 9 or not. In the first case, put § tag
in the second case form no f at that step.

The second method may occasionally be better than the first ome. In

some cases combinations of both may be hest; e.g., form random pairs

? ST s L X
with X equidistributed between 0% and 300°. The obvicus way consists of
using the sin ~ ¢os - tables (with interpolation). This is clearly closely
related to the first method. This is an alternative procedure:

= 2 & . = =
e 5 T /7 TEEs vy s

x
with y (which is 5) equidistributed between 0° and 180°. Restrict ¥ to 0%c 45°.
?hen the ;/;7 will have to be replaced randomly by 7, )E and again by * g;i’ .
This can be dome by using random digits Oy « « , 7. It is also feasible with

Figure 11.17: Primeira pagina da carta de von Neumann a Stan Ulam.
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igits 0, . . , 9:
f-andom
0O  Replace ; 5 z7 by g W 7
B 9 -5, 4
= g A
5 -5,°7
« o 0§
° N T
. i =0y i [
7 . o ST
8 Reject this digit
9 " n ]
Now 7 = f? g o’z g 5‘/5_01 lies between 0 2d 1, and its distri-
bution function is ,:_é:z_ . Hence one may pick P3irs of numbers Z,s

both (independently) equidistributed between O and 1s @nd then
i % § & pnRrr) gE
reject L 3 2u prd ?
foran no. T 2T dow. fEge) & =
+oor's ste p f
Of course, the first pirv =~quires a divider, but the method may still
be worth keeping in mind, eSpecially when the ENIAC is availsble.

* #* *

®ith best regards from house to house.

Yours, as ever,

JIN T

Figure 11.18: Segunda pagina da carta de von Neumann a Stan Ulam.

11.14 Aplicacdo em seguros: valor presente atuarial

Esta secdo apresenta algumas aplicagdes de simulacdo Monte Carlo em problemas de seguros de
vida. Ela ndo se preocupa em explicar os conceitos de atudria ou matematica financeira e pode ser
de leitura dificil para quem n@o conhece os conceitos bésicos desses assuntos. Esta secdo pode ser
omitida sem prejuizo do entendimento do restante do livro.

Suponha que o tempo adicional de vida de um individuo (x) possua distribui¢do T ~ exp(A)
e que desejamos calcular o valor presente atuarial (abreviado como VPA) de um seguro de vida
que paga 10 unidades monetdrias (abreviado como u.m.) no momento de morte com taxa de
juros instantinea 8. Este VPA € denotado por 0 e é igual ao valor esperado do valor presente do
pagamento do beneficio. Ele é dado por

0 — e[g(T)] = E[10e~%7] = 10 /0 T e e M dr = 104 /(5 +A)

Neste caso, conhecemos uma férmula para 6 e nfo é necessario estimar por simulacdo. No
entanto, apenas para ilustrar o uso do método, vamos estimar por Monte Carlo o valor de 6.
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Uma forma de estimar 0 € gerar uma amostra da distribui¢do da variavel de interesse (7,
neste caso), e tomar a média da func¢do g(7): Gere um grande nimero de valores ty,t,...,1,
i.i.d. com distribuicdo exp(4). A seguir tome a média aritmética dos valores wy,ws, ..., w, onde

= g(t;) = 10exp(—61;). Isto é,

A

0 =

™=

(10exp(—01;))

S| =
Il

i

Exemplo Suponha que 6 = 0.05 e que A = 1/40. Gerando 1000 valores de uma exp(1/40)
encontramos 6 = 3.279681. Outras duas simulacdes adicionais fornecem as estimativas 3.562084 e
3.261478. Estas estimativas estdo variando a partir da segunda casa decimal. Isto ndo € satisfatdrio,
mostra que o erro de estimacio pode ser maior que 10% do valor a ser estimado. Podemos aumentar
o tamanho da amostra para obter uma estimativa que varie menos. Gerando estimativas com 100
mil valores exponenciais fornecem estimativas que variam a partir da terceira casa decimal. Isto
também ndo € muito satisfatério mas poderé servir se ndo € necessdria muita precisdo. Existem
métodos mais eficientes que reduzem esta variabilidade tais como o método de amostragem por
importancia. Nao veremos estes métodos neste livro. [

Exercicio Suponha que o tempo de vida de uma populagdo feminina segue uma distribui¢do de
Makeham com parametros A = 0.0005, B = 0.000075858, ¢ = 1.09144. Uma mulher com idade
x =43 anos fica viliva e passa a receber uma anuidade continua tempordria de 25 anos que paga
a taxa de 23 u.m. por ano. Seja T o tempo de vida adicional desta mulher e § a taxa de juros
instantanea anual com fator de desconto v = exp(—0). O valor presente atuarial do beneficio é

1T 51—y
9223E< 5 Ljo25)(T )—23/ fr(t)dt

onde /g 5)(¢) = 1 se t € [0,40] e € igual a zero, caso contrdrio. Estime o valor de 6 usando uma
amostra de tamanho 30 mil de X com distribui¢do de Makeham condicionada a X > 43.

Solu¢ao Gere um grande ndmero n de tempos de vida adicional T a partir de uma Makeham e a
seguir use a aproximagio

23 &

Z (1 7 ) 1925 (t:)

~0=

Exercicio Suponha que X tem uma distribuicio de Gompertz com parametros B = 0.000072,
¢ =1.087. Calcule

6 = P(65 <X <85) =E (I5555/(T))

de forma aproximada.

Solu¢ao Gere um grande nimero n de tempos de vida a partir do nascimento X e a seguir use a
aproximagio 6 ~ 6 =k /n onde k é o ntimero de vezes em que X caiu no intervalo (65, 85] dentre
os valores simulados.

Exercicio O tempo de vida de uma populagio segue uma distribuicdo de Makeham com parametros
A =0.0005, B =0.000075858, ¢ = 1.09144. Um individuo com idade x = 31 anos faz um seguro
de vida tempordrio que paga um beneficio b(¢) a seu filho que acabou de nascer se ele falecer ¢
unidades de tempo apds a assinatura do contrato. Para evitar riscos de anti-selecio, o contrato
estabelece que b(t) =0 se t <2 anos. Para 2 <t < 18, temos b(r) =30 e, se 18 <r < 25,
b(t) =15+ 15exp(—0.2(r — 18)). A seguradora deseja calcular o valor presente atuarial (VPA)
desta apdlice dado por

25
0= [ b@)V fr(t)dt
0
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onde v =0.951. Esboce a funcdo b(t) para vocé verificar que tipo de beneficio estd sendo pago. A
seguir, use simulagdo Monte Carlo para calcular o VPA. [

Exercicio No exercicio anterior, imagine que a anuidade é varidvel pagando a taxa de b(r) no
instante 7 (no caso anterior b(r) = 23 para todo ). o valor da anuidade do beneficio é varidvel
e igual a b(t) = 15(1 4 cos(t/50)). Esboce o gréfico de b(t) para ¢t € (0,25). Estime o valor
presente atuarial desta anuidade:

1—
o

O segundo momento (e o terceiro, quarto, etc.) de varidveis aleatérias continuas também sao
integrais que podem ser estimadas por meio de simulacdo Monte Carlo. Varidncias também podem
ser calculadas por Monte Carlo.

Seja X uma varidvel aleatéria continua com densidade fx(x) e segundo momento

25 W
6—15 /0 (14 cos(170/50)) ~—=2 fr(1)dr

my =E(X?) = /ixzfx(x)dx

Suponha que X, X5, ...,X, seja uma amostra aleatdria de varidveis aleatdrias i.i.d. com distribuicio
X. Como X12,X22, ...,X? é uma amostra de v.a.’s i.i.d., pela Lei dos Grandes Ntimeros,

(XP+X5+...+X7) = my=E(X?)

S|

quando n — oo,

Assim, se n é grande podemos esperar a média dos valores X? préxima do valor desconhecido
my. Assim, uma estimativa para m, pode ser m; = (X12 +X22 +...4+X2)/n onde X1,X3,...,X, é
uma grande amostra da varidvel X.

A variancia de X é 62 = Var(X) = E(X2) — (E(X))* =my — m? onde m; = E(X). Assim, uma
estimativa para 62 é

02=XI+X34...+X)/n— (X1 + X2+ ...+ X,)/n)?

Exercicio Suponha que a taxa de juros anual é 0 = 0.05 e que v = exp(—0). Gere um grande
nimero de tempos de vida adicionais T para individuos que possuem atualmente x = 35 anos
e cuja idade ao morrer a partir do nascimento possui distribuicdo de Gompertz com pardmetros
B =0.0000785 ¢ ¢ = 1.0892. A seguir, calcule valores aproximados para a esperanca (valor
presente atuarial) e a varidncia das seguintes quantidades aleatérias:
o Y =10v" I525) (T), valor presente de seguro de vida tempordrio de 20 anos, diferido de 5
anos.
e Y = (1+3T)v!, valor presente de seguro de vida inteira com beneficio varidvel (crescente
lineramente com o tempo).

30vT, seT < 10
Y=< 30(1—(T—10)/30)v", sel10<T <20
20vT, se T >20

Simulando um fundo de pensdo

Esta secdo simula um fundo de pensdo. Ela pode ser omitida sem prejuizo do entendimento do
restante do livro.

Suponha que o tempo total de vida ou idade ao morrer X de uma individuo escolhido ao acaso
de uma populagio possui uma distribuicio de Gomperz com parimetros dados por B = 1.02 x 10~#
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e ¢ = 1.0855. Um grupo de 100 individuos desta populacio, todos com x = 40 anos de idade em
t = 0, estdo constituidos num fundo que paga 10 u.m. a um beneficidrio no momento em que cada
um dos 100 individuos falece. No instante = 0, o fundo possui 175 u.m. que vai aplicar a uma
taxa de juros de 6 = 0.06 ao ano. Como néo haverd nenhum aporte adicional de capital a ndo ser
aquele obtido através da aplicacao financeira do capital existente hoje, deseja-se saber se existem
recursos suficientes para pagar todos os beneficios.

A quest@o deve ser mais bem especificada. Se todos os individuos morrerem logo apds o
instante ¢t = 0, o fundo precisaria de um pouco menos que 10 x 100 = 1000 u.m. para honrar seus
compromissos, o que € bem menos que seu capital. Assim, existe uma chance de que o fundo ndo
possa cumprir com suas obrigacdes . Como todos os 100 individuos morrerem logo ap6s os seus 40
anos seria um evento raro, esta chance de insolvéncia seria pequena. Assim, existe uma chance de
que o fundo fique insolvente mas € possivel que esta chance seja pequena. Deste modo, a pergunta
mais apropriada seria: qual a probabilidade de que o fundo eventualmente fique insolvente ?

Para responder a isto, precisamos apenas obter o valor presente de todas as obrigagdes futuras
do fundo que € igual a

100 100

S= ZZi = Z 10exp(—0.06T;)
i=1 i=1

Se § > 175, o fundo ndo terd como honrar seus compromissos. Se S < 175, todos os beneficios
serdo pagos. S6 a histéria futura do fundo poderd dizer qual dos eventos vai realmente ocorrer, se
S>1750use S <175.

Podemos usar a teoria de probabilidades para calcular aproximadamente estas probabilidades.
Pelo Teorema Central do Limite, a soma das 100 varidveis aleatérias i.i.d. Z,...,Zjgo tem uma
distribuicdo aproximadamente normal e

S—100u  175—100u 175 — 1001
< = ~ _—
P(S < 175) P< T T ) P<N(O,1)< e >

onde it = E(Z;) e 6% = Var(Z;). A dltima probabilidade pode ser obtida consultando-se uma tabela
de uma normal padrao (ou usando um programa estatistico qualquer) desde que os valores de |l e &
estejam disponiveis.

Para (1 temos

w= / " 10exp(—=0.060) f7 (1)dr
0

onde fr(r) é a densidade de 40+ T, a idade ao morrer de uma varidvel Gompertz condicionada
a ter o valor maior que 40. Esta inetgral ndo é simples de ser calculada mas é muito facil de ser
estimada por simulacdo Monte Carlo.

Para isto, gere um grande nimero (digamos, 10 mil) de varidveis 7" produzindo os valores
t,...,t0000 € calcule a média

10000

l=—— 10 —0.06¢,
A= 15000 k; exp( K
Numa simula¢do em meu computador obtive I = 1.638743. Com estes mesmos 10 mil nimeros,

calcula-se uma estimativa do desvio padrio:

1 10000

—— ¥ (10exp(—0.061;)) — (f1)* = 2.509787
10000 k;

6=
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Com estes dois valores, podemos entdo estimar

175 —163.8743

P(S< 175)%P<N(0,1)< 75.00787 > = 0.758747
Assim, a probabilidade de insolvéncia é 1 —0.758747 = 0.241253, um valor extremamente elevado.

Vamos chamar o método acima de método 1. Ele dependeu da aproximagao normal dada pelo
teorema central do limite. Em outros problemas de atudria, nem sempre serd possivel usar esta
aproximacdo e assim seria util ter um método que ndo dependa do uso do teorema.

Num método 2, vamos usar simulacdes para gerar vérias possiveis histérias do fundo, todas
igualmente provéveis, e verificar entdo qual a chance de insolvéncia P(S > 175). Para isto, basta
gerar varias vezes (digamos 10 mil vezes) um grupo de 100 tempos de vida adicionais e verificar
em cada um deles se o evento S > 175 ocorreu. A propor¢do de vezes em que este evento ocorrer
nas 10 mil repeti¢des serd uma estimativa da probabilidade desejada.

Exercicio Estude o seguinte cddigo R e verifique que ele executa o procedimento delineado acima.

nrep <- 0; conta <- 0
while(nrep < 10001){
nrep <- nrep + 1
T <- (1/log(ce)) * log( 1-log( (1-runif(100))*(1-Fa) )/k ) - a
Z <- 10*exp(-0.06%T)
if (sum(Z) > 175) conta <- conta + 1
}
conta/10000 # obtive 0.2217 com minhas 10 mil repeticoes

g

Exercicio Qual o teorema que justifica o procedimento acima ?

Solucgio A lei dos grandes nimeros. Para cada uma das 10 mil repeti¢des , defina a varidvel
aleatéria Wy, que € bindria e vale W, = 1 se o evento S > 175 ocorre na k-ésima repeticdo e Wy =0
caso contrdrio. Assim, E(Wy) = P(Wy = 1) = P(S > 175). Pela lei dos grandes ntimeros, a média
aritmética das 10 mil varidveis Wy deve ser um valor aleatdrio proximo da constante P(S > 175):

1 10000
= 10000 Z Wi~ P(S > 175)

0

Esta técnica pode ser usada para estudar vérias questdes adicionais. Por exemplo, como esta
probabilidade de insolvéncia varia em funcio da taxa de juros e do valor inicial do fundo em t = 0.
Ou como ela varia em fun¢do dos parametros da distribui¢do de mortalidade Gompertz? Antes de
passar a estas outras questdes, vamos explorar um pouco mais o R para mostrar como pode ser a
evolugdo histérica de um fundo. Isto vai servir para ilustrar a alta dose de variabilidade, incerteza
ou risco que existe nas questdes atuariais.

Vamos considerar a evolugdo temporal do capital depositado no fundo a medida que o tempo
passa. Seja C(t) o valor do depositado no fundo no instante . Este valor depende do nimero e dos
momentos f1, f, ... em que beneficios foram pagos antes de ¢ e ele pode ser calculado da seguinte
maneira:

175 %067 set <1t
cwy=] (173 0061 — 10)0-06(=1), set; <t <t
) (17560060 — 10)e00602 1) —10) 00601)  ser, <t < 13
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Fazendo as multiplicacdes em cada segmento de tempo e simplificando, obtemos

175 %067, set <t
Clt) = (175 — 10006110061, set) <t <t
T ) (175100960 — 10e%0612) 006 e 1y <t < 13

Podemos criar um vetor (chamado cap2) com os valores de C(¢) numa grade bem fina de valores ¢
(chamada te) com os seguintes comandos no R:

ce <- 1.086; B <- 0.000102; k <- B/log(ce)

a <- 40 ; Fa <- 1 - exp(-k*(ce”a - 1)); capinicial <- 175

# Gerando 100 tempos de vida adicionais e ordenando-os

T <- sort((1/log(ce)) * log(l-log( (1-runif(100))*(1-Fa) )/k ) - a)
tmax <- max(T) # maximo de T foi 56.77 na minha simulacao

te <- seq(0,tmax+1, length=1001) # vetor com eixo "continuo" de tempo
## 0 PROXIMO COMANDO E’ SUTIL, E’ 0 MAIS CRUCIAL

## pos tera’ as posicoes no eixo te "continuo" de tempo onde ocorrem
## as mortes

pos <- trunc(T/T[100] * 1001)

## se primeira morte for muito proxima de zero, podemos ter pos[1l] zero
poslpos == 0] <- 1

cap <- rep(0,1001) # vetor para receber os valores do capital no tempo te
cap[l:pos[1]] <- capinicial
for(i in 1:(length(pos)-1)){
if(pos[i] < posl[i+1]) cap[(pos[i]+1) :pos[i+1]] <- capl[pos[i]] - 10 * exp(-0.06 * T[i])
else caplpos[i]+1] <- caplpos[i]] - 10 * exp(-0.06 * T[i])
}
cap2 <- cap * exp(0.06 * te)

Queremos agora fazer um gréfico desta evolugdo temporal de C(7). Em cada instante ¢, o eixo
vertical mostra o valor do capital C(¢) depositado no fundo no momento. Os comandos abaixo
mostram como obter o grafico no lado esquerdo da Figura 11.19:

## Mostra-se o desenvolvimento do fundo apenas ate o momento em que ele
## fica eventualmente insolvente (enquanto cap2 > 0; no instante seguinte,
## cap2 < 0, o fundo nao possui recursos para pagar o beneficio de 10 u.m.)
aux <- cap2 > 0
plot(telaux], cap2[aux], type="1",

xlab="t", ylab="C(t)", xlim=range(te), ylim=c(-50, max(cap2)))
abline (h=0)

## Um grafico mostrando apenas os pagamentos dos 10 primeiros beneficios
plot(te[1l:pos[10]], cap2[1:pos[10]], type="1"
xlab="t", ylab="C(t)", ylim=c(150, max(cap2[1:pos[10]1])))

O lado direito da Figura 11.19 mostra o desenvolvimento da do grafico do lado esquerdo
apenas até as primeiras 10 mortes. Nesse novo grafico podemos visualizar melhor os decréscimos
constantes de 10 u.m. a cada morte. Em cada instante #; em que ocorre um falecimento, o fundo
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Figure 11.19: Esquerda: Grafico de C(t) versus ¢. Direita: Grafico de C(t) versus ¢ até o pagamentos
dos 10 primeiros beneficios. Ver texto para detalhes.
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Figure 11.20: Graficos com 4 desenvolvimentos independentes do fundo, todos gerados nas
mesmas condi¢des . O grafico da segunda linha a esquerda mostra uma situagdo em que o fundo
fica insolvente por volta de r = 57.

diminui de 10 u.m. e, a partir do novo patamar alcangado, continua a crescer exponencialmente
entre mortes a taxa 0 = 0.06.

A Figura 11.20 mostra o desenvolvimento de 4 simula¢des independentes do fundo. Observe
que o terceiro grafico possui a linha interrompida em ¢ = 57 aproximadamente. Neste momento,
mais um beneficio deveria ser pago mas o fundo ndo possuia recursos para saldar o compromisso.
Ele ficou insolvente. Nos outros graficos, o fundo nio teve problemas para pagar todos os beneficios
e ainda terminou com um saldo psoitivo.

Vamos agora mostrar os comandos para gerar este processo 50 vezes e mostrar a evolugdo
temporal de todos as 50 possiveis realizacdes do fundo num mesmo gréfico. Para isto, use os
comandos abaixo. O resultado estd na Figura .

# grafico sem exibir nada (opcao type="n"), s\’{o} para criar os eixos

# ele val receber as linhas a serem geradas

par (mfrow=c(1,1))

plot(c(0,80), c(-50,1000), type="n" , xlab="t", ylab="C(t)"); abline(h=0)

n <- 50

for(i in 1:n){

T <- sort((1/log(ce)) * log( 1-log( (1-runif(100))*(1-Fa) )/k ) - a)
tmax <- max(T); te <- seq(0,tmax+l, length=1001)
pos <- trunc(T/T[100] * 1001); pos[pos == 0] <- 1

cap <- rep(0,1001); cap[l:pos[1]] <- capinicial
for(i in 1:(length(pos)-1)){
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Figure 11.21: Gréfico com 50 desenvolvimentos independentes do fundo C(¢), todos gerados
nas mesmas condicdes . Aqueles que ficaram insolventes tiveram suas linhas interrompidas
imediatamente antes de tornarem-se negativos.

if (pos[i] < pos[i+1]) capl[(pos[il+1):pos[i+1]] <- caplpos[i]] - 10 * exp(-0.06 * T[i])
else caplpos[i]+1] <- caplpos[il] - 10 * exp(-0.06 * T[i])
}
cap2 <- cap * exp(0.06 * te)
aux <- cap2 > 0
lines(telaux], cap2[aux])

11.16 Processo de Poisson: sinistros no tempo

Sinistros aparecem ao longo do tempo de acordo com um processo de Poisson com taxa constante
A. Isto é, o nimero médio de sinistros em qualquer intervalo de tempo (a,b) é uma varidvel de
Poisson com média (b —a)A. Em particular, se o intervalo possui comprimento b —a = 1 entdo
o nimero médio de sinistros ¢ A. Observe que nio importa onde estd o intervalo, seja ele por
exemplo (0,3), (1,4) ou (10001, 100004), a distribui¢do é a mesma, uma Poisson com média 3A.
A notag@o N(I) é usada para a varidvel aleatéria que conta o nimero de sinistros no intervalo /.

A outra propriedade importante de um processo de homogéneo € que as contagens em intervalos
disjuntos sdo variaveis aleatdrias independentes. Assim, a contagem N((0,1)) de sinistros no
intervalo (0,1) é independente da contagem N((1,2)) no intervalo (1,2), mesmo estando um
intervalo ao lado do outro. Se A =5, por exemplo, e se observarmos uma contagem N((0,1)) = 15,
bem maior que seu valor esperado de A = 5, ndo poderemos prever se a contagem N((1,2)) no
intervalo (1,2) estard acima ou abaixo de sua média.

Outra propriedade que é provada no curso de processos estocdsticos é que os tempos entre
ocorréncias de um processo de Poisson com taxa A sdo i.i.d. com distribui¢do exp(A). Isto é, seja
T\ = X; o tempo de espera até a ocorréncia do primeiro sinistro, 7, = X; + X, o tempo de espera
até o segundo sinistro, etc, de modo que X; é o tempo entre o (i — 1)-ésimo e o i-iésimo sinistros.
Por convengao, 71 = X; € o tempo entre a origem ¢ = 0 e o primeiro evento. Entdo X, X5, X3,...
sd0 i.i.d. exp(A).

Sabemos como gerar os X;’s pelo método da tranformac@o inversa: X; = —1/lambda log(U;)
onde Uy,Us, ... sdo i.i.d. com distribui¢do U (0, 1). Para gerar eventos de um processo de Poisson
com taxa lambda = 2 no intervalo [0, 12) usamos o algoritmo abaixo, resultado na Figura 11.22.

lambda <- 2; tf <- 12; t <= 0; i <- 0
s <- numeric(); n <- numeric()
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Figure 11.22: Gréfico com uma realiza¢do de um processo de Poisson de taxa A =2 em (0, 12).
Para cada tempo ¢, o eixo vertical mostra o nimero total N([0,7)) de eventos que ocorreram até o
instante ¢.

while(t <= tf){

s <- c(s,t); n <- c(n,i); i <- i+l

t <- t - (1/lambda)*log(runif (1))

}

plot(s, n, type="s", xlab="t", ylab="N((0,t))")

Exercicio Considerando a realiza¢do do processo de Poisson de taxa A = 2 da Figura 11.22
responda: a realizagdo gerou um nimero de eventos maior, menor ou igual que o nimero esperado
no intervalo [0, 12) ? Quantos eventos ocorreram no intervalo (4,6) e quantos eram esperados ? [J.

Outra abordagem

O algoritmo acima gera os eventos sequencialmente. Uma outra abordagem gera todos os eventos de
uma tnica vez usando uma propriedade do processo de Poisson. Sejam 71 = X, Ih = X1 +Xo, T3 =
X1 + X2 + X3, etc. Dado que existem N([0,7r)) = n eventos no intervalo [0,7¢), os tempos desses
n eventos distribuem-se entre 0 e fz como n varidveis aleatorias i.i.d. com distribui¢do U (0,1s).
Assim, os tempos ordenados 11,15, . .., T, sdo as estatisticas de ordem (os valores ordenados) de n
varidveis i.i.d. U(0,1y).

Para gerar os eventos basta entdo usar o seguinte algoritmo que explora esta propriedade:

tf <- 12; lambda <- 2

ntf <- rpois(1l, lambda = 12%2)

tempos <- c¢(0, sort(tf * runif(ntf)))

plot(tempos, O:ntf, type="s", xlab="t", ylab="N((0,t))")

Processo de Poisson ndo-homogéneo

Em geral, a taxa de ocorréncia de eventos ndo ¢ constante no tempo. Ela varia suavemente no tempo
e é representada pela fungdo A (). A interpretagdo desta fungéo é que, num pequeno intervalo de
tempo [¢,¢ + dt), o nimero esperado de eventos é dado por E(N([t,t +dt))) ~ A(t)dt. Assim, o
nimero esperado de eventos por unidade de tempo em torno de ¢ é dado por E(N([t,¢ +dt)))/dt ~
A(t). Por exemplo, se lambda(3.3) =5 para t = 3.3, entdo o nimero médio de eventos num
pequeno intervalo [3.3,3.340.1) é dado aproximadamente por E(N([3.3,3.4))) ~ 50.1 = 0.5,
meio evento no intervalo de comprimento 0.1. Por outro lado o niimero esperado por unidade de
tempo na vizinhanga de t = 3.3 é aproximadamente E(N([3.3,3.4)))/0.1 ~ A(3.3) =5.
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Figure 11.23: Grafico com dados mensais de nimero de acidentes com motocicletas ao longo do
tempo. Ver texto para detalhes.

Alguns riscos sdo claramente sazonais, ocorrendo mais intensamente em certas épocas do ano
tais como no verao (ou no inverno) ou no inicio do ano (periodo de férias). Além disso, ¢ comum a
existéncia de tendéncias de crescimento histérico que perduram por longos periodos. Finalmente,
existem também ciclos, movimentos oscilatérios mas que nao sdo observados com regularidade tais
como 0s movimentos sazonais. Modelos para este tipo de dados sdo estudados em séries temporais.

A Figura 11.23 é adaptada de [BeardBook1984] e mostra dados de acidentes de transito com
motocicletas entre os anos de 1960 a 1962 em Londres. O eixo vertical mostra o nimero de
acidentes enquanto o eixo horizontal € o eixo do tempo. Dados mensais sdo conectados numa linha
ziguezageada mostrando a flutuagdo das contagens mensais ao longo do periodo. Uma linha reta
mostra a tendéncia histdrica de decrescimento neste periodo de trés anos e a curva senoidal mostra
0 movimento sazonal dos sinistros.

Essa figura mostra que ndo € razodvel esperar que os sinistros ocorram a uma taxa constante no
tempo. Assim, suponha que os sinistros ocorram como um processo de Poisson ndo-homogéneo
com taxa

A(t) =68 —0.22t +5cos(m(1+1/6)) (11.4)

onde ¢ € medido em meses com a convencdo de que t =0 é o dia 01/01/1960.

Um processo de Poisson ndo-homogéneo com taxa A () é definido como o tnico processo
pontual em que as contagens em intervalos disjuntos de tempo s@o independentes e em que o
niimero aleatdrio de eventos num intervalo [a,b) é uma varidvel de Poisson com valor esperado
igual a ff?t(t)dt.

Um método prético para gerar um processo de Poisson ndo-homogéneo num intervalo de tempo
[0,7f] é o de afinamento ou emagrecimento (thining, em inglés). Suponha que A(r) < k para todo
t € [0, ). Por exemplo, em (11.4), A(¢) < 72 para todo ¢ € [0,37).

A seguir, gere um processo de Poisson homogéneo com taxa k em [0,7r) obtendo os tempos
0<t <t <...<t, <tp.Paracadaevento gerado:

e pi=A(t;)/k€(0.1)

e retenha #; com probabilidade p; e apague-o com probabilidade 1 — p;.

Os eventos retidos no final formam um processo de Poisson ndo-homogéneo com intensidade A (¢)
(interessados podem ver a demostracdo em livros de processos estocdsticos).

Assim, a geracdo pode ser feita por meio dos seguintes comandos em R, com o resultado

mostrado na Figura 11.24:

t <- 0; i <-0; tf <- 3; s <-0; k <- 72
lambdat <- function(t){
68 - 0.22xt + bGxcos(pi * (¢t + 1))
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rep(1,100)

00 05 10 15 20 25 30 00 02 04 06 08 10 12 14

S[1:100]

Figure 11.24: Processo pontual de Poisson com posterior afinamento.

while(t < tf){

t <- t - (1/k) * log(runif(1))

if (runif (1) <= lambdat(t)/k) i <- i+1; s <- c(s,t)
}

n <- length(s)

par (mfrow=c(1,2))

plot(s, rep(il,n), type="h")
plot(s[1:100], rep(1,100), type="h")

Exercicio Suponha que A(7) =3+ 5Sexp(cos((r + 1)/2)) no intervalo 7 € (0,36). Escreva linhas
de cédigo R para gerar um processo de Poisson ndo-homogéneo com esta intensidade. Faga um
gréfico para visualizar a intensidade e os eventos gerados.

11.17 Provas dos teoremas: opcional

Este se¢do apresenta uma demonstragdo de que o algoritmo do método de aceitacdo-rejeicao de
fato simula varidveis aleatérias com a distribuicdo desejada. Esta demonstracido depende da regra
da probabilidade total, assunto coberto no capitulo de distribuicdes multivariadas.

Vamos denotar por Y um valor qualquer inicialmente gerado a partir de g(x) e por X um dos
valores finalmente aceitos no final do processo. O algoritmo de aceitacdo-rejeicdo € o seguinte:

Algorithm 2 Método da Rejeigao.
1: I+ True
2: while / do
3: Gere Y ~ g(v)

4 Gere U ~ % (0,1)

5 ifU<r(Y)=f(Y)/Mg(Y) then
6: X<+<Y

7 I =False

8 end if

9: end while

Assuma que a distribui¢do acumulada associada com f(x) e g(x) é igual a F(x) e G(x),
respectivamente. Isto é, f(x) = F'(x) e g(x) = G'(x).

Vamos usar a regra da probabilidade total: para qualquer evento B e qualquer varidvel aleatéria
continua ¥ com densidade g(y), podemos escrever

P(B) = [ P(BIY =3)8()dy.
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Theorem 11.17.1 — Aceitacdo-Rejeicdo gera valores de f(x). A varidvel aleatéria X ger-
ada pelo método de aceitagdo-rejeicdo possui densidade f(x). Além disso, o nimero de iteracdes
necessarios até que um valor seja aceito possui distribuicdo geométrica com valor esperado M.

Proof. Vamos mostrar que P(X < x) = F(x). Ou seja, a varidvel aleatéria gerada X possui a dis-
tribui¢do acumulada F (x) e portanto, possui a densidade f(x) associada a F (x). Vamos inicialmente
calcular

Y
P(Y <t| Y gerado € aceito ) = P(Ygt\Ug A )>

Mg(Y)
B IF’(YSt and Ug%) a1s)
— i )
P<U§M§<Y)>>

Denote por Boevento B=[Y <t and U < ]V{g(l(?) ] do numerador. Aplicando a regra da
probabilidade total a este evento, temos

P(Ygt and USAZII(/;)):/ZIP(Ygt and US]VJIC;(/I;)W:Z) g(z) dz

Por causa da condi¢do Y = z, temos que

0 t

1, set>z

Temos também que

IP’(Y<t 4 v< W) Y > 0 ver=x
= an = =z | =
Mg(Y) P(Ugﬁjg(aﬂzﬁﬁ%, ser>z

Assim, o numerador de 11.5 € igual a

/_ZIP’(Ygt and USAIQQ)\Y:O g(z)dz = /_;Agz) g(z) dz

Y /;f(z) d
“1F(r)

= M

O denominador de 11.5 € calculado de modo semelhante:
) ) = ( f) )
PlU< = PlU< Y = d
(v<iter) = L=t =) o
[ fQ@)
= /_Oo m g(z) dz
1 00
= 1 i f(z) dz
1

= u pois f(x) é uma densidade e integra 1

Portanto, retornando a 11.5, podemos escrever

F(t)/M _

P(Y <t| Y gerado € aceito ) = /i

F(1)
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O valor aleatério X da saida é o valor aleatério Y gerador por g dado que este Y foi aceito. Assim,
o resultado acima estd mostrando que X é um valor aleatério com distribui¢do acumulada F(x) e
portanto, com densidade f(x). Em resumo, o valor X que termina sendo aceito no método possui
densidade f(x). [ | [

O teorema abaixo resume o processo de rejeicao até que um valor seja aceito e o papel de M
neste processo.

Theorem 11.17.2 — Impacto de M. O nimero de iteragdes necessarias até que um valor seja
aceito possui distribui¢do geométrica com valor esperado M.

Proof. O processo de aceitacdo-rejeicdo pode ser pensado da seguinte forma. Considere uma
sequéncia i.i.d. de pares de varidveis (U;,Y;) com i =1,2,.... A varidvel ¥; é gerada através de
g(x) e U; possui distribui¢do U(0, 1), independente de ¥;. Seja I; uma varidvel indicadora valendo
0 se Y; for rejeitada e valendo 1 caso contrdrio. O nimero de simulagdes necessdrias até que um
valor seja aceito € o ndmero de simulacdes necessdrias para a aparicdo do primeiro valor 1 para ;.
Calculamos anteriormente a probabilidade de que [; = 1:

(s ) -4

Este valor € constante, ndo depende de i.

Assim, queremos obter a distribui¢do do nimero de simulacdes necessarias para a apari¢do do
primeiro sucesso (o valor 1) quando temos varidveis bindrias I, I, . .. i.i.d. com probabilidade de
sucesso constante e igual a 1/M. Por definicdo, esta é a distribuicdo geométrica com com valor
esperado M. | |

Assim, se adotarmos certo valor M, vamos selecionar, em média, M valores para cada valor
aceito.
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Infroducédo

Neste capitulo vamos lidar um vetor de v.a.’s, e ndo com uma unica v.a. Teremos X = (Xi,...,X;),
um vetor aleatorio de dimensao k. Cada uma das entradas X; do vetor X € uma variavel aleatéria
medida no mesmo resultado @ do experimento estocdstico. A importancia vital de se lidar com
vetores aleatorios € que uma v.a. (uma das entradas no vetor) vai dar alguma informagao sobre o
valor de outra v.a. (outra entrada do vetor).

O arcabouco matematico € o seguinte. Temos um espaco amostral £ com uma medida de
probabilidade sobre subconjuntos &7 de Q. Q é “complexo”: cada resultado do experimento
aleatdrio pode ter muitas caracteristicas de interesse: Xi,X»,X3, ... Coletamos estas varias medidas
num vetor aleatério X = (Xj,...,X,). As variaveis X1,X»,X3,... sio medigdes feitas no mesmo
resultado @ € € do experimento. Ver Figura 12.1.

= Example 12.1 — Imagem como vetor. Seja Q = { imagens n x m}. Selecione ao acaso uma
das imagens tal como aquela na Figura 12.2. Caracteristicas de interesse: intensidade de cinza em
cada um dos pixels da imagem. Assim, X = (X11,X12,...,X,) Veja que todas as medi¢Ges sdo
sobre um mesmo resultado do experimento: a imagem selecionada. "

= Example 12.2 — Vértices e vetores. Considere uma rede social vista como um grafo, como
na Figura 12.2. Os vértices sdo os usudrios e as arestas direcionadas sio as relagdes de seguidor-
seguido. O experimento consiste em selecionar um vértice ao acaso. Q € a colegdo de vértices e
arestas do grafo com suas muitas caracteristicas associadas. Suponha que existam k caracteristicas
de interesse do vértice selecionado:

e X; = idade do n¢ (intrinseco ao nd)

e X, = nimero de outlinks (relacional)

e X3 = numero de inlinks (relacional)
Assim, X = (X1,X2,X3). O objetivo é descobrir qual é a relagéo probabilistica entre o nimero de
outlinks do n6é com a idade do nod. "

= Example 12.3 — problema de classificacdo supervisionada. ( ¢é a colecio de itens classi-
ficados em dois (ou mais) grupos. Por exemplo:
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O modelo tedrico x=tx-.x)

> Xy(w)

Xolw)

Figure 12.1: O arcabougo tedrico para vetores aleatérios.

Figure 12.2: Esquerda: Imagens como vetores. Direita: Caracteristicas de vértices em redes sociais
como vetores.
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“Spam is getting out of control. There’s a message
from a Nigerian prince in my alphabet soup!”

Figure 12.3: Esquerda: E-mails e spams. Direita: Predizendo o preco de imdveis.

e Colecdo de e-mails: spam versus ndo-spam,;

e Colecdo de tomadores de empréstimos num banco: pagam versus ndo pagam de volta o

empréstimo dentro do prazo;

e Cranios humanos em escavacio arqueoldgica: masculinos versus femininos.

A colecdo pode nem existir ainda de forma completa. Por exemplo, para a deteccdo de spams
(Figura 12.3), nosso interesse reside nos e-mails j4 enviados mas principalmente nos que ainda
serdo enviados no futuro.

Em cada item da cole¢do, medimos dois tipos de varidveis aleatérias. No caso de spam versus
ndo-spam, temos Y, uma v.a. bindria: 1 se o e-mail € um spam, e 0 se ndo-spam. No caso do risco
de crédito, temos o tomador de empréstimo como inadimplente ou ndo. Para os cranios, os dois
sexos, masculino ou feminino.

Além dessa varidvel Y bindria representando a classe do item, temos outras v.a.’s representando
atributos adicionais do mesmo item. Por exemplo, no caso do spam, imagine que temos um conjunto
de k = 3 atributos medido em cada e-mail:

e X;: nimero de vezes em que aparece a palavra “sale”;

e X, : niimero de vezes em que aparece a palavra “offer”;

e X3 : niimero de vezes em que aparece a palavra “Viagra”.

O vetor aleatdrio final combina a varidvel bindria e os atributos: X = (¥,X;,X,X3) O ob-
jetivo € predizer o valor de Y a partir dos atributos. Qual o valor da probabilidade condicional
P(Y = spam |X; = 3,X> = 1,X3 = 3)? Como esta probabilidade muda quando alteramos al-
guns dos atributos X? Nio esperamos que P(Y = spam |[X; = 0,X> = 0,X3 = 0) seja igual a
P(Y = spam |X; = 5,X, = 3,X3 = 3). Mas como ocorre esta mudanga, quais sdo os valores
envolvidos? "

= Example 12.4 — RegressGo e o preco de imdveis. Alguns apartamentos custam 200 mil
reais, outros curtam 10 vezes mais (Figura 12.3). O que faz com que os precos Y de apartamentos
variem tanto? Os corretores de imdveis dizem que existem trés aspectos fundamentais detreminando
o preco de um imével. Em primeiro lugar, sua localizacdo. Em segundo lugar, sua localizacio, e
em terceiro também. Depois vém os demais aspectos tais como area, idade do imével, etc.

Para um imével escolhido ao acaso numa regido, sejam X sua localizacdo, X, a idade, X3 a érea,
X4 o nimero de quartos, e X5 uma indicadora de que o prédio possui piscina. O vetor aleatérioé
X = (Y,X1,X2,X3,X4,Xs). O interesse principal é conhecer a distribui¢éo da varidvel aleatéria Y
o preco do imével condicionado no valor das demais varidveis. Por exemplo, deseja-se saber a
distribuicao da v.a.

(Y|X; = Sion ,X; = 10 anos ,X3 = 200m%, Xs = 4, X5 = ndo)

Quais os valores tipicos de Y dado que os valores do vetor X estdo fixados nestes valores? Qual a
chance de ¥ > 500 mil quando X; = Sion ,X, = 10 anos, X3 = 200m?, X4 = 4, X5 = nio? E como
esta distribui¢do de Y muda quando alteramos alguns dos atributos em X? "
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A principal ideia de trabalhar com vetores aleatérios € explorar interelagdes entre as varidveis
componentes do vetor. Se X = (X;,Xp,...,X;), podemos analisar cada v.a. separadamente das
demais e ajustar um modelo a cada uma delas, seja uma binomial, uma Poisson, exponencial,
normal, etc. Isto é chamado de andlise marginal. E o que viemos fazendo até agora. O mais
interessante é quando analisamos as varidveis conjuntamente. A andlise conjunta procura explorar
a existéncia de relacdes probabilisticas entre as varidveis.

Conjunta discreta

Se X = (X1,Xa,...,Xx) é composto apenas de v.a.’s discretas, a distribui¢do conjunta das v.a.’s é
muito simples. Como no caso de apenas uma v.a. discreta, precisamos apenas especificar uma lista
de valores possiveis para o vetor X e a lista de probabilidades associadas. Se X; tem m; valores
possiveis, a lista de valores possiveis do vetor discreto X = (X, X5, ..., Xy) terd my X mp X ...my
possibilidades. Basta agora atribuir uma probabilidade > 0 a cada um deles de forma que somem 1.
Todas as probabilidades de interesse sdo obtidas a partir desta lista de probabilidades bdésicas.

s Example 12.5 — Exemplo muito simples. Seja Q o conjunto de pacientes em visita ao otor-
rinolaringologista com problemas na garganta (faringoamigdalite aguda). Incluimos em  os
pacientes do futuro. Em geral, estes pacientes t€ém a suspeita da presenca de infeccio pela bactéria
estreptococcus. Existem dois tipos de testes em cada paciente:

e Teste padrao-ouro, cultura em placa agar-sangue: resultado positivo ou negativo.

o Teste rdpido, barato com resultados positivo ou negativo MAS com menor qualidade.

Vamos discutir a validagdo de um teste diagndstico. Considere o vetor X = (TO,TR) onde TO
significa um teste paddo-ouro e TR, um teste rapido. A v.a. TO possui dois valores: O ou 1. A v.a.
TR também possui dois valores: 0 ou 1. O vetor X possui 4 resultados possiveis

Teste-ouro Teste-rdpido | Probabilidade
0 0 ?

0 1 ?
1 0 ?
1 1 ?
As probabilidades P(TO = x1, TR = x;) dos 4 resultados possiveis devem ser maiores que (ou

iguais a) zero. Por exemplo, uma atribui¢do validade probabilidades € a que estd na tabela seguinte.
Esta tabela fornece a distribui¢éo conjunta do vetor X = (TO,TR).

Teste-ouro Teste-rdpido | Probabilidade
0 0 0.40
0 1 0.19
1 0 0.03
1 1 0.38
Total 1

Marginal discreta
Definition 12.3.1 — Distribuicdo Marginal. Se X = (X;,X5,...,X;) é composto apenas de
v.a.’s discretas, a distribuicdo marginal de uma v.a. X; € a distribui¢do dessa tnica v.a., dada por
P(X; = x), ignorando os valores das demais v.a.’s.
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Como obter P(X; = x) a partir da distribui¢do conjunta do vetor X = (X,X,,...,X;)? A
distribui¢do marginal de uma v.a. X; de um vetor discreto € a soma das probabilidades conjuntas
sobre todos os valores das outras varidveis.

Definition 12.3.2 — Distribuicdo Marginal - 2. Se X = (X, X>,...,X;) é composto apenas de
v.a.’s discretas, a distribuicdo marginal de uma v.a. X; é dada por

P(XiZX)ZZP(Xl :)C1,X2:Xz,...,Xi:x,...,Xk:xk)
N

onde a soma € sobre todos os valores possiveis de todas as v.a.’s exceto X;, que tem seu valor
fixo em x, representados no conjunto S.

s Example 12.6 — De volta ao exemplo muito simples. A distribui¢do conjunta do vetor
X = (TO,TR) foi obtida em 12.5. Vamos obter a distribui¢do marginal da v.a. TO. Para isto,
precisamos de P(TO =0) e de P(TO =1)

P(TO=0) = P(TO=0ATR=0)+P(TO=0 A TR=1)
— 0.4040.19=0.59

P(TO=1) = P(TO=1ATR=0)+P(TO=1ATR=1)
= 0.03+0.38=0.41

Para obter a distribuicdo marginal da v.a. TR, precisamos de P(TR =0) ede P(TR=1):

P(TR=0) = P(TR=0ATO=0)+P(TR=0ATO=1)
0.4040.03 = 0.43
P(TR=1ATO=0)+P(TR=1ATO=1)
= 0.1940.38=0.57

P(TR = 1)

Na priética, como P(TR =1) = 1 —IP(TR = 0), basta obtermos uma delas, a outra sendo obtida por
subtracao. "

Independéncia de duas v.a.’s

Duas v.a.’s discretas X e Y sdo independentes se os eventos [X = x| e [Y = y| sdo independentes
para qualquer combinagdo de x e y. Isto €,

Definition 12.4.1 — Independéncia no caso discreto. As v.a.’s discretas X e Y sdo inde-
pendentes se

PX=x,Y=y)=PX=x)P(Y =y) (12.1)

para todo par (x,y).

Theorem 12.4.1 — Definicdo equivalente de independéncia. Se X e Y sdo independentes
se, € somente se,

PX =xY =y)=P(X =x) (12.2)

para todo par (x,y).

Este teorema mostra que podemos definir a independéncia de v.a.’s discretas de uma maneira
(como em 12.1) ou de outra (como em 12.2). Uma implica a outra. Para provar o resultado, vamos
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comegar assumindo que (12.1) é vélido para todo par (x,y). Entdo, pela defini¢do de probabilidade
condicional, podemos concluir que
PX=xY=y) PX=x)P¥=y)

PX =x|Y =y) = PV =) = PY =) =P(X =x)

e portanto (12.2) é valida se (12.1) € vélida.
Por outro lado, se (12.2) é vélida para todo par x e y entdo, usando novamente a defini¢do de
probabilidade condicional, concluimos que

PX =xY =y) =P(X =x|Y =y) P(Y =y) =P(X =x) P(Y =)

e (12.2) sendo vélida implica que (12.1) € vdlida também. Em suma, podemos definir a independén-
cia de v.a.’s discretas como (12.2) ou (12.1).

m Example 12.7 — 70 e TR ndo séo independentes. Apresentamos anteriormente no exemplo
12.5 a distribui¢do conjunta do vetor X = (70, TR). Vamos verificando dois casos:

P(TO=1,TR=1)=0.38+0.23 = (0.03+0.38) x (0.19+0.38) = P(TO=1) P(TR=1)

P(TO =0,TR = 0) = 0.40 # 0.25 = (0.40+0.19) x (0.40+0.03) = P(TO = 0) P(TR = 0)

Se TO e TR fossem independentes, 7O = 1 ocorreria junto com TR = 1 apenas 23% das vezes
mas eles ocorrem juntos 38% de acordo com a tabela. TO = 0 e TR = 0 ocorreriam juntos 25%
das vezes se independentes mas a tabela fornece 40%. Os dois testes tendem a concordar muito
mais frequentemente do que se fossem independentes. Isto é esperado, claro. Os dois testes servem
para diagnosticar a mesma doenca. Mesmo o teste rapido TR sendo pior que o teste-ouro 70, 0s
dois testes devem ter uma concordancia al’em do mero acaso.

m Example 12.8 — Defeitos em produtos. Imagine que aparelhos eletronicos saindo da linha de
producdo podem ter dois tipos de defeitos: defeitos graves (que inviabilizam o seu uso) e defeitos
menores (de acabamento, que permitem seu uso normal). Sejam as v.a.’s X e Y que indicam a
presenca ou ndo desses defeitos num produto @. Se a distribui¢do conjunta de X e Y é dada na
tabela abaixo, mostre que elas sdo independentes:

X Y| PX=xY=y)
0 0 0.075
0 1 0.225
1 0 0.175
1 0.525
Total 1

Primeiro, obtemos as marginais:

P(X=0) = P(X=0AY=0)+P(X=0AY=1)=0.075+0.225 = 0.300
P(Y=0) = P¥=0AX=0)+P(Y =0 A X=1)=0.075+0.175 = 0.250

comPX=1)=1-P(X=0)=0.700e P(Y =1) = 1—-P(Y =0) = 0.750. Nos quatro casos
possiveis para X e Y, temos a probabilidade conjunta como o produto das marginais.

P(X =0,Y =0) =0.075 = 0.30 x 0.250 = P(X = 0) P(Y = 0)



12.5

12.5 Marginal discreta com varias v.Q.’s 289

P(X =0,Y =1)=0.225=0.30 x 0.750 = P(X =0) P(Y = 1)
P(X =1,Y =0)=0.175=0.70 x 0.250 = P(X = 1) P(Y = 0)
P(X=1,Y=1)=0525=0.70x0.750 =P(X = 1) P(Y = 1)

Precisamos verificar, como fizemos aqui, a igualdade da conjunta como produto das marginais para
todos os valoresde X e Y.

Marginal discreta com vdrias v.a.’s

A defini¢do de independéncia estende-se para mais de duas varidveis discretas. Por exemplo,
suponha que X = (X1, X5, X3,X4) onde

e X = diagnéstico de uma doenca, presente (1) ou ausente (0)

e X, = sexo, masculino (1) ou feminino (0)

e X3 = idade, classificada em trés categorias: crianga (1), adulto jovem (2) , idoso (3)

e X, = fumante (1) ou ndo-fumante (0)
Existem 2 x 2 X 3 x 2 = 24 valores possiveis para X. Precisamos alocar probabilidades aos 24
valores possiveis, todas ndo-negativas e somando 1. Esta alocacio constitui a distribui¢do conjunta
das varidveis no vetor X. Por exemplo, imagine que tenhamos o seguinte:

X1 Xz X3 X4 100% x P
0O10]|11]0 4.6
0101 1 6.7
010|210 4.1
0]0]2]|1 5.3
010]31]0 5.2
0O[0]3 1 6.6
0|1 10 1.6
0 1 1 1 1.8
o(1]2]0 4.9
O 1|21 0.2
o(1]3]0 3.1
O 11|31 4.4
1101 11]0 1.1
110111 6.8
1101210 0.5
110121 4.0
1 01310 4.0
11013 1 2.9
1 1 1 0 3.6
1 1 1 1 3.7
1111210 6.6
1 121 6.8
11130 6.6
1 1|3 1 4.9
Total 100.0

A distribui¢do marginal de X; € obtida como antes: para cada valor possivel de X, somamos
sobre todas as combinacdes das demais varidveis. Por exemplo, para obter P(X; = 0) somamos
todas as probabilidades em azul, que sdo aquelas em que X; = 0:
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2

100% x P

PX;=0) = Y PXi=0X=iX3=/X4=k)

i,j.k

(4.64+57+4.1+53+52+6.6+
+1.6+1.8+4.9+0.2+3.1+4.4) /100

=0.475

_— e, e, e, ,, 000000000000
e e Y e =R =R R=R=] e

WWRRR = WWRR——WWWRN—— W — —| 2
— O~ 0O~ O~ O~ 0O —~O0—~ 0O —~0—~0—0O—0O— olX

1

4.6
6.7
4.1
53
5.2
6.6
1.6
1.8
4.9
0.2
3.1
4.4
1.1
6.8
0.5
4.0
4.0
29
3.6
3.7
6.6
6.8
6.6
4.9

Em seguida, obtemos P(X; = 1) por subtragéo jd que X; s6 pode ser 0 ou 1:
PX;=1)=1-P(X; =0)=1-0.475=0.525

Vamos saltar X, e obter a distribuicdo marginal de X3. Para obter P(X; =
probabilidades das linhas em azul, que sdo aquelas em que X3 = 1:

1) somamos as

=

&
|
I

Z IP)()(1 = i7X2 = j7X3 = 17X4 :k)
i,j.k
(4.6467+16+1.8

1.1 +6.843.643.7) /100

=0.299

X | X | X3 | Xy | 100% x P
0 0 1 0 4.6
0 0 1 1 6.7
0 0 2 0 4.1
0 0 2 1 53
0 0 3 0 5.2
0 0 3 1 6.6
0 1 1 0 1.6
0 1 1 1 1.8
0 1 2 0 4.9
0 1 2 1 0.2
0 1 3 0 3.1
0 1 3 1 4.4
1 0 1 0 1.1
1 0 1 1 6.8
1 0 2 0 0.5
1 0 2 1 4.0
1 0 3 0 4.0
1 0 3 1 2.9
1 1 1 0 3.6
1 1 1 1 3.7
1 1 2 0 6.6
1 1 2 1 6.8
1 1 3 0 6.6
1 1 3 1 4.9
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Ja temos P(X3 = 1) = 0.299. Obtemos em seguida P(X3 = 2) somando as probabilidades das
linhas em azul, que sdo aquelas em que X3 = 2:

100% x P
4.6
6.7
4.1
53
5.2
6.6
1.6
1.8
4.9
0.2
3.1
4.4
1.1
6.8
0.5
4.0
4.0
29
3.6
3.7
6.6
6.8
6.6
4.9

Tendo calculado P(X3 = 1) = 0.299 e P(X3 = 2) = 0.324, podemos obter P(X3 = 3) por
subtracao:

B

P(X;=2) = Y PXi=iXo=jXs=2Xs=k)
i,j.k

= (41453=49+02+
+0.544.0+6.6=6.8) /100
=0.324

e N N - = = R =R R=E=] e
uuww-~uuww-uwww~—uwww—t—35
— O~ O~ O~ O~ 0O~ 0O —~0—~ 0 —~0—~0 O~ oKX
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P(X;=3)=1-P(X3=1)—P(X3 =2) = 0.377.

Vocé deve ter percebido como funciona a marginaliza¢do, em geral. Seja X = (X1,Xa, ..., X;)
um vetor de v.a.’s discretas. Suponha que X; tenha n; valores possiveis. Queremos P(X; = x) onde
x é um dos seus n; valores possiveis. Para cada valor de x, a probabilidade P(X; = x) é uma soma
de np x n3 X ... X ny termos da tabela de distribui¢do conjunta. Se todas as v.a.’s sdo bindrias temos
2k=1 parcelas para cada valor de x. Se quisermos P(X| = x) para todos os n; valores x possiveis
para X, precisamos fazer o calculo anterior n; vezes. Na verdade, n; — 1 vezes pois o dltimo é
obtido por subtragdo:

PX) =2,,) = 1=P(Xi =x1) ... = P(X; =2, 1)

As vezes, falar em distribui¢do marginal ou conjunta pode soar ambiguo. No exemplo que estamos
considerando com X = (X}, X;, X3,X4), podemos estar interessados na distribui¢do marginal (ou
conjunta?) de X; e X», apds somarmos sobre as possibilidades para X3 e X4. Sem nos prender em
terminologia, o que queremos € a distribui¢do de probabilidade das v.a.’s X; e X, e isto é facilmente
obtido. Por exemplo, para obter P(X; = 0,X, = 1) somamos sobre todas as linhas azuis da tabela
abaixo, que sdo aquelas em que temos X; =0e X, = 1:
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X1 X2 X3 X4 100% x P
ojfo[17]0O 4.6
0|0/ 1]1 6.7
0|0/|2]0 4.1
00|21 53
0|0/|3]0 52
0|0]3]1 6.6
0|1 ]1]0 1.6
0| 1] 1]1 1.8
0| 1]2]0 4.9
0|1 ]2]1 0.2
0| 1]3]0 3.1
0| 1]3]1 4.4
10| 1]0 1.1
PXi=0X=1) = YPX =0X=1X;=iXs=]) 1o ] 1|1 6.8
ivj 110|210 0.5
= (1.6+1.8449+02+3.1+44)/1000 1 | 0 | 2 | 1 4.0
— 016 110]3]0 4.0
10|31 2.9
1| 1]1]0 3.6
1111 3.7
1| 1]2]0 6.6
1121 6.8
1| 1]3]0 6.6
1| 1]3]1 4.9

Definition 12.5.1 — Independéncia de v.a’s discretas. Seja X = (Xj,...,X;) um vetor
aleatério composto de v.a.’s discretas. Elas sdo independentes se

PX)=x1,.... X =x) =P(X; =x1)...P(Xp = xz)

para qualquer configurac@o de valores possiveis (xj,...,xx).

Theorem 12.5.1 — Independéncia: outra maneira. Se o vetor X é composto de v.a.’s inde-
pendentes entdo

]P)(Xl = X1 ’Xz = X2y ,Xk :Xk) = P(Xl :Xl)

para qualquer configuragdo de valores possiveis (xj,...,X).

Este resultado € vdlido se X; trocar de posi¢do com qualquer outra v.a.

Simulacdo de X discreto

Suponha que queiramos simular, via Monte Carlo, um vetor de v.a.’s discretas com distribuicao
conjunta dada pela tabela abaixo. Como fazer? Nao podemos gerar as v.a.’s separadamente ja
que elas tipicamente nao sio independentes. O método € simples e, fundamentalmente, equivale
ao método da transformada inversa. Podemos usar o mesmo procedimento aprendido para uma
v.a. discreta. Simule U ~ U(0,1) e veja em que segmento U caiu na coluna de soma acumulada.
Este segmento determina o vetor X gerado. Por exemplo, se U = 0.3215 entdo X = (0,0,3,1)
é selecionado. A geracdo ndo é feita separadamente para cada v.a. do vetor com base na sua
distribuicdo marginal, a menos que as v.a.’s sejam independentes.
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X | Xo | X5 | X4 | 100% x P | Soma Acum.
0,01 11]0 4.6 4.6
01011 1 6.7 11.3
01011210 4.1 154
010|211 5.3 20.7
00|30 5.2 25.9
010131 6.6 32.5
0|1 110 1.6 34.1
01 1 1 1.8 359
O] 120 4.9 40.8
O] 1|21 0.2 41.0
0| 1]131]0 3.1 44.1
O] 1|31 4.4 48.5
110 11]0 1.1 49.6
1 ]0 |1 1 6.8 56.4
110210 0.5 56.9
110121 4.0 60.9
110]31]0 4.0 64.9
1103 |1 2.9 67.8
1 1 110 3.6 71.4
1 1 1 1 3.7 75.1
1 11210 6.6 81.7
1 1|21 6.8 88.5
1 11310 6.6 95.1
1 1|31 4.9 100.0

12.7 Um outro arranjo no caso bi-dimensional

As vezes, temos um arranjo bi-dimensional. No caso de termos apenas duas v.a.’s discretas, é
comum apresentar a distribuicdo conjunta de probabilidade como um array de duas entradas.
Vamos voltar ao exemplo 12.5, aos dois testes de diagnésticos: teste-outo e teste-rapido. Temos a
probabilidade conjunta abaixo:

TR=0 TR=1
70=0 040 0.19
70=1 0.03 0.38

Colocamos os valores possiveis de X nas linhas. Colocamos os valores de X, nas colunas. Na
posicdo (i, j) do array colocamos a probabilidade P(X; = x;,X» = x;) E nas marginais (ou margens)
da tabela, temos as distribui¢des marginais da varidvel coluna e da varidvel-linha. A marginal de
T0 é obtida somando as colunas:

TR=0 TR=1 Total
T0=0 0.40 0.19 P(TO=0) =
0.40+0.19 =0.51
T0=1 0.03 0.38 P(TO=1)=
0.034+0.38=0.49

Isto explica o nome distribui¢do marginal para a distribuicdo de uma tnica varidvel: elas ficam nas
margens da tabela.
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Somando as linhas encontramos a marginal de TR:

TR=0 TR=1 Total

T0=0 0.40 0.19 0.51

T0=1 0.03 0.38 0.49
Total P(TR=0) = P(TR=1)=

0.404+0.03=0.43 0.1940.38=0.57 | 1.00

A soma dos valores na marginal-linha ou na marginal-coluna € o total das probabilidades: 1.

Um longo exemplo: Mobilidade social no Brasil em 1988

Selecione um adulto brasileiro @ ao acaso em 1988. Para cada w, vamos definir duas v.a.’s:

e SF(m) : o status sécio-econdmico da sua ocupagdo (6 valores): 1,2, ..., 6. As ocupacdes
estdo categorizadas de acordo com caracteristicas de renda e educacdo: Baixo inferior, Baixo
superior, Médio inferior, Médio, Médio superior, Alto.

e SP(w) : status social da ocupagdo de seu pai quando o pai tinha 45 anos (6 valores): 1,2, ...,
6. Usa-se as mesmas categorias que n caso do filho.

Nesta categorizacio, executivos e juizes de tribunais superiores estavam na categoria Alfo J& os
trabalhadores bracais, em ocupacdes que exigiam nenhuma instrucdo, estavam na categoria Baixo
inferior.

O arcabouco tedrico para a mobilidade social € o seguinte. Selecione um individuo  ao acaso

em 1988. Para cada individuo o selecionado, mega o vetor X(@) = (SF(®),SP(w)). Existem 36
valores possiveis para o vetor aleatério X e as probabilidades associadas sdo

0;; = IP( pai ter status i A filho ter status j) = P(SP =i,SF = j).

Niao esperamos que as v.a.’s SP e SF sejam v.a.’s independentes. Existe uma grande inércia na
sociedade: filhos de pais de status baixo tendem a continuar com status baixo e filhos de pais
de status alto geralmente possuem status alto. Como quantificar esta inércia? Como comparar
diferentes sociedades quanto ao seu grau de mobilidade social? Este ¢ um assunto fascinante e
estudado por vdrios autores [16].

Vamos estimar as probabilidades 6;; usando os dados de uma pesquisa do IBGE. A Pesquisa
Nacional por Amostra de Domicilios, em 1988, entrevistou uma amostra de 42137 homens chefes
de familia entre 20 e 64 anos e a partir dessa amostra, usando proporcdes, a tabela 12.8 foi criada.
Nela, os valores aproximados de 6;; estdo multiplicados por 100.

SF': status do individuo em 1988.
Baixo | Baixo | Médio ... | Médio
5%6%35“5 Inf. Sup. Inf. Médio Sup. Alto
BI 21.7 12.8 13.2 4.6 2.1 1.0
BS 0.7 4.2 3.6 2.5 2.5 1.3
MI 0.6 3.7 7.1 2.7 2.7 1.5
M 0.6 1.9 2.0 2.2 1.2 0.9
MS 0,3 0.6 0.6 0.7 0.7 0.5
A 0.1 0.3 0.3 0.6 0.6 0.9

Algumas das questdes de interesse associadas com esta tabela sdo as seguintes: Como mudou a
distribuicao do status entre duas geracdes? Existe uma maior proporcao de pessoas empregadas
no status alto na geracdo mais recente? Filhos de pais com status muito baixo passam com
facilidade para um status mais alto? A estrutura de ocupac¢do mudou drasticamente na década
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de 70 no Brasil devido ao milagre econémico nos anos dos governos militares. Houve uma
expansio acelerada da industria e do setor de servigos neste periodo. O Brasil deixou de ser
uma sociedade agraria e foram abertos novos postos de trabalho qualificados, requerendo mais
qualificacdo profissional. Engenheiros ainda na faculdade eram recrutados com altos saldrios.
No setor de servigos administrativos isto também ocorreu. Como resultado, houve a necessidade
de recrutar pessoas vindas de pais com status mais baixos para preencher estas novas vagas de
empregos nos estratos superiores. Quanto da mobilidade social pode ser explicada por esta expansio
ou deslocamento temporal da estrutura de emprego?

Vamos comegar obtendo as distribui¢des marginais de SP e SF, a estrutura de status das
ocupagdes para a geracdo dos pais e dos filhos. No caso desse arranjo bi-dimensional, basta somar
as probabilidades ao longo das linhas e das colunas para encontrar os valores nas margens da tabela:

SF': status do individuo em 1988 .
S}Zié) sIt)%‘ius BI??O BSEE;;O l\/iic;lo Médio NSI‘?]T)I.O Alto || TOTAL
BI 21.7 12.8 13.2 4.6 2.1 1.0 554
BS 0.7 4.2 3.6 2.5 2.5 1.3 14.8
MI 0.6 3.7 7.1 2.7 2.7 1.5 18.3
M 0.6 1.9 2.0 2.2 1.2 0.9 8.8
MS 0.3 0.6 0.6 0.7 0.7 0.5 34
A 0.1 0.3 0.3 0.6 0.6 0.9 2.8
TOTAL 24.0 23.5 26.8 13.3 9.8 6.1 100%

Focando apenas nos nimeros que estao nas marginais, vemos que, na geracdo dos pais, 55%
das ocupagdes estavam no estrato Baixo inferior ¢ isto foi reduzido a apenas 24% das ocupagdes na
geracdo dos filhos. Nos dois niveis de status mais elevados, a porcentagem passa de 6% para 16%
entre as duas geracdes. H4 um deslocamento de ocupagdes em direcdo aos status mais elevados.

Vamos fazer alguns célculos com a distribui¢do conjunta de (SP,SF). Seja A o evento “pai
pobre, filho rico”: o individuo tem status pelo menos Médio superior € seu pai tem status menor ou
igual a Baixo superior. Este evento corresponde ao par (SP(®),SF(w) cair em uma de 4 células
da tabela: (1,5), (1,6), (2,5) e (2,6). Temos

21+1.0+25+1.3

P(A) =P(SF > 5ASP <2) == 00 =0.069

ou 6.9%.
Seja B o evento reverso, “pai rico, filho pobre”: o individuo tem status menor ou igual a Baixo
superior e seu pai tem status pelo menos Médio superior. Temos

0.3+0.64+0.1+0.3 1.3
P(B) = P(SP > SASF < 2) = 2 130 + =2 = 0013

ou 1.3%. Era mais facil que um filho de pobre se tornasse muito rico que um filho de rico ficasse
muito pobre.

Condicional discreta

Vamos ver como como obter a distribui¢do de uma v.a. condicionada nos valores de outras no vetor
no caso discreto '. Vamos voltar ao exemplo em que temos X = (X1, X>,X3,X4) um vetor aleatério
composto de v.a.’s discretas com a distribuicdo conjunta dada na tabela abaixo:

! A maneira de apresentar a distribui¢io condicional nesta seciio é igual a de Daphne Koller em seu curso Probabilistic
Graphical Model na plataforma Coursera.
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X1 X2 X3 X4 100% x P
0O10|17]0 4.6
0101 1 6.7
010|210 4.1
0O[0] 2|1 5.3
0[]0 |3]0 5.2
00|31 6.6
01 1|0 1.6
0 1 1 1 1.8
Oo[1]2]0 4.9
O 11|21 0.2
o(1]3]0 3.1
O 11|31 4.4
1101 11]0 1.1
1101 1 6.8
1101210 0.5
11021 4.0
1101310 4.0
110] 3|1 2.9
1|{1]1]0 3.6
1 1 1 1 3.7
11120 6.6
1 121 6.8
11130 6.6
1 1 3|1 4.9
Total 100.0

Aprendemos a obter a distribuicdo marginal de uma ou mais v.a.’s: some sobre os valores das
demais v.a.’s. Queremos agora a distibui¢do de algumas v.a. condicionada nos valores de uma ou
mais das outras v.a.’s. Por exemplo, queremos a distribuigdo do vetor (X;,X>,X4) dado que X3 = 2:

PX,=i,X,=j,X3=k|X3=2)

para diferentes valores de i, j,k. A partir da tabela da distribuicao conjunta, nés simplesmente
eliminamos as linhas em que X3 # 2. A razdo é simples: fomos informados que X3 = 2 e portanto
os demais casos ndo importam mais, estamos restritos ao mundo em que X3 estd fixadoem 2 e
apenas as outras v.a.’s estdo liberadas podem assumir valores. Em suma, queremos

P(X)=i,X2 = j, Xz =k|X3=2)

Como X3 = 2, podemos eliminar de consideragdo todos os outros resultados em que X3 = 2. Este
é novo conjunto de valores possiveis para o vetor X, apenas aqueles em que X3 possui o valor 2.
Dentro deste novo “mundo”, as probabilidades devem somar 1. Basta normalizarmos: divida os
valores originais das probabilidades pela soma dos seus termos.
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X1 X2 X3 X4 100% x P

010] 2|1 53
0| 1]2]0 4.9
O 11|21 0.2
11012 0.5

Renormalize a tabela resultante para que suas probabilidades somem 1. Isto €, dividimos cada
probabilidade que restou pela sua soma de forma que os valores agora vdo somar 1. A tabela
resultante € a distribui¢do condicional de (X;,X>,X4) dado que X3 = 2. A distribui¢do de qualquer
conjunto de v.a.’s condicionado nos valores das demais € obtido do mesmo modo.

X1 | X2 | Xu 100% x ]P)( .. ‘X3 = 2)
0| 00| 100% 4.1/32.4)=12.7
0] 0] 1 |100% (5.3/324)=16.4
0| 1| 0| 100% (4.9/32.4)=15.1
0] 11| 1| 100% (0.2/32.4) =0.6
1|10 ]| 0| 100% (0.5/32.4)=1.5
1 | 0] 1 |100% (4.0/32.4)=12.3
1 1 0 | 100% (6.6/32.4) =20.4
1 1 1 | 100% (6.8/32.4) =21.0

Total 100%

Vamos obter agora a distibui¢do de (X, X4|X> = 0,X3 = 2). Elimine todas as linhas da tabela
original com a distribui¢do conjunta em que X # 0 OU que X3 # 2. A seguir, renormalize as linhas
restantes e simplifique a tabela.
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X1 X2 X3 X4 100% x P

Renormalizando as linhas restantes e simplificando a tabela, temos:

X] | Xy IOO%X]P)(Xl :i,X4:j|X2:O,X3 :2)
00 4.1/13.9=29.5

011 5.3/13.9 =38.1

110 0.5/13.9=3.6

1|1 4.0/13.9 =28.8

Total 100

Podemos obter uma visdo um pouco mais algébrica da distribui¢do condicional. Queremos a
distibuicdo de (X;,X4|X> = 0,X3 = 2). Isto é, queremos as probabilidades P(X; =i, X4 = j|X» =
0,X3 = 2) para toda combinag@o de i, j. Pela defini¢do de probabilidade condicional:

P(X; =i, X3 = j, X, =0,X3 =2)
P(X, = 0,X; = 2)

P(X, =i, X4 = j|X, =0,X3=2) =

O numerador sdo o elementos que restam na tabela das probabilidades originais,da distribui¢do
conjunta, apés eliminarmos as linhas em que ndo temos [X> = 0,X3 = 2|. O denominador é o fator

de normalizacdo j& que

P(X; =0,X3=2) =) P(X; =k, X4 =1,X, =0,X3 =2)
k,l

Assim, esta visdo gréfica de eliminar as linhas da tabelas e etc corresponde a esta operagdo algébrica.
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De volta a mobilidade social

Vamos obter a distribui¢@o condicional do status SP do pai dado que que o status SF do filho € Alto.
Dado que o filho estd na elite, de onde ele veio? Pela definicdo de probabilidade condicional,

P(SP = i,SF = 6)
P(SF = 6)

P(SP = i|SF = 6) = = cte P(SP = i,SF = 6)

O numerador da fragdo acima € dos elementos na coluna 6 da tabela da distribui¢ao conjunta,
a coluna em que SF = 6. Assim, para termos P(SP = i|SF = 6) basta tomar os os nimeros da
coluna 6, P(SP = i,SF = 6), e normalizé-los para que somem 1 (isto é, dividi-los pela sua soma
P(SF =6) =Y,P(SP=1i,SF = 6)): para que somem 1:

ALTO ALTO
1.0 .80.16
1.3 .8 0.21 | Esses valores finais sdo os valores de
1.5 — .80.25 | P(Y; =i|Y>, =6)
0.9 .8 0.15 | para os diferentes valores de i.
0.5 .80.08
0.9 .80.15

Yy =6.1 Yy =

Note que P(SP = 1|SF = 6) = 0.20, isto é, 20% da elite veio dos estratos mais baixos da
sociedade daquela época. Vamos ver na outra direcdo agora. Vamos olhar para P(SF = j|SP = 1):
dado que o pai era lavrador manual ou similar, aonde foram parar seus filhos? Ests probabilidades
s@o proporcionais aos elementos da linha 1 da tabela da distribui¢do conjunta:

P(SF = j,SP=1)

P(SF = jISP=1) = ——prp=;

o< P(SF = jlSP=1)

Basta normalizar os nimeros da linha 1 da tabela de probabilidade conjunta para obter estas
probabilidades condicionais:

y BI [217 128 132 46 21 1.0 |

=1 =2 =3 j=4 j=5 j=6
| P(SF=j|SP=1)][039 023 024 0.08 0.04 002 ]

Assim, P(SF = 6|SP = 1) = 0.02, mas P(SP = 1|SF = 6) = 0.20, uma ordem de grandeza de
diferenca. Como explicar esta disparidade? A enorme massa de 55% de pais de baixo status enviou
apenas 2% de seus filhos para a elite. Mas 2% de 55% formam 1% da populaca total. A elite da
geracdo dos filhos forma 5% da populagao total. Estes 5% da populacdo total dividem-se em 1%
vindos de pais de status baixo e os outros 4% vindos de pais com status maior. Assim, estes 1%
dentre os 5% da elite de hoje formam os 20% da elite que veio de baixo na pirdmide social.
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12.11 Distribuicdo condicional de X

Vamos ver agora a defini¢do mais formal de distribui¢do condicional. Seja X = (X1,X>,...,X;) um
vetor aleatério. Queremos a distribuicdo de probabilidade da v.a. X; dados os valores das demais.
Por exemplo, queremos a distribui¢do de X; quando X, =0,...,X; = 2.

(XX =0,...,X =2) ~2?

O que € a distribuicdo de uma v.a. discreta? Duas coisas...

e Uma lista {ay,...,a,} dos valores possiveis de X; quando X, =0,..., X =2
e Uma lista com as probabilidades associadas quando X, =0,... . X; = 2:

P(X; = a;|X =0,...,X; = 2)

Ao mudar os valores condicionados de X, ..., X esta distibuicdo também muda. Por exemplo, as
probabilidades de P(X; = a;|X, = 1,...,X; = 0) usualmente sdo diferentes das de P(X; = a;|X, =
0,...,Xx =2). A distribui¢do é fungdo dos valores em que estamos condicionando as demais
variaveis Xo, ..., X;.

Vamos nos fixar em obter P(X; = a;|X; = 0,...,Xx = 2). Para estes valores fixos X, =
0,...,X; = 2 das varidveis condicionantes, a distribuicdo € encontrada pela férmula de proba-
bilidade condicional:

P(Xl - a,-,Xz == 0, e ,Xk = 2)

PXi=ailX2 =0..... X% =2) = =5 % 2

O denominador ndo depende de a; e portanto ndo varia com o valor de g;. Isto é, se a; # a;, temos

P(X] = al“Xz = 0, Ce ,Xk = 2) [P>(X2:0__,,7Xk;2)_ ]P’(X] = a,‘,Xz = 07 e ,Xk = 2)

PXi=ai|Xx=0,.... Xy =2 PX,=a;,X,=0,....X,=2) PXi=a;,X=0,....X;, =2
( 1 a]‘ 2 ’ s Ak ) ]%’(ng:07...,Xk:2k) ( 1 aj, A2 ) s Ak )

Podemos enxergar a distribui¢do condicional de uma v.a. diretamente da tabela original de
probabilidade conjunta. X3 possui 3 valores possiveis: 1, 2, 3. Comparando a chance (condicional)
de X5 =1 versus X3 =2

P(X;=1|X; =0,X, = 1,X4 = 0)

P(X;=2X; =0,X,=1,X4,=0)

P(X;=1,X; =0,X = 1,X; =0)

P(X;=2,X; =0,X, = 1,X, =0)

1.6
=19 0.33

Se x; e x; sdo dois dos vetores-valores possiveis para o vetor X e se P(X = x;) for duas vezes
maior que P(X = x;) entdo esta razdo ainda serd respeitada entre as condicionais correspondentes.
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X1 X2 X3 X4 100% x P
0O10|17]0 4.6
0101 1 6.7
010|210 4.1
0O[0] 2|1 5.3
0[]0 |3]0 5.2
00|31 6.6
01 10 1.6
0 1 1 1 1.8
o(1]2]0 4.9
O 11|21 0.2
o(1]3]0 3.1
O 11|31 4.4
1101 11]0 1.1
1101 1 6.8
1101210 0.5
11021 4.0
1101310 4.0
110] 3|1 2.9
1|{1]1]0 3.6
1 1 1 1 3.7
11120 6.6
1 121 6.8
11130 6.6
1 1 3|1 4.9
Total 100.0

Exemplos de distribuicoes condicionais discretas

Nesta secdo, vamos apresentar alguns exemplos ilustrando o conceito de distribui¢do conjunta,
marginal e condicional de variaveis discretas.

m Example 12.9 — Sementes de macas. A maioria das magas possuem cinco cdamaras (ou
carpelos) contendo suas sementes. Cada carpelo contém até duas sementes e portanto cada maca
tipicamente tem um méaximo de 10 sementes. O nimero de sementes vidveis, de boa qualidade,
depende da variedade de maci e do vigor e satde da planta. Arvores mais sauddveis produzem
frutos melhores com mais e maiores sementes.

A tabela 12.4 mostra a distribuicdo do nimero de magas por quantidade de sementes vidveis em
trés diferentes variedades de macas [crandall1917seed]. A partir desses dados, podemos ajustar
uma distribuicio binomial para a v.a. X que conta o nimero de sementes de uma maga. Dividindo
o nimero médio de sementes em cada variedade por 10 teremos a chance de cada uma das 10
possiveis semeentes de uma macga tornar-se uma semente vidvel. Este valor estéd representado na
ultima coluna, rotulada como 6 na tabela abaixo.

] # of Seeds \

Applef O 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0
BenDavis || 9 18 27 54 67 61 72 55 36 11 40495
Collins | 12 22 40 26 26 12 8 4 0 0 0]0.280
Grimes || O 0 6 22 50 47 49 39 21 11 7 ]0.562
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Figure 12.4: O nimero de sementes numa maca depende da sua variedade.
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Figure 12.5: Frequéncia relativa (linha sélida) e tedrica (linha tracejada, derivada de um modelo
binomial) para o nimero de sementes de trés variedades de magas.

Seja C a classe de magd considerada, com C € {Ben, Col, Gri}. Estamos sugerindo que

(X |C= Ben) ~ Bin(10,0.495)
(X |C= Col) ~ Bin(10,0.280)
(X |C= Gri) ~ Bin(10,0.562)

A Figura 12.5 mostra um ajuste binomial aos dados da tabela acima. O eixo horizontal mostra os
possiveis valores do nimero x de sementes. O eixo vertical mostra as probabilidades mathbbP(X =
x). A linha sélida é a estimativa empirica simples, a propor¢do de magéds com x semesntes em cada
variedade. A linha tracejada s@o as probabilidade derivadas do modelo binomial. Enquanto o ajuste
para as variedades Collins e Grimes parecem razoaveis, a variedade Ben Davis parece ndo seguir a
distribui¢do binomial. Comparado com o esperado (a linha tracejada), esta variedade possui mais
magcds nos dois extremos, com poucas € com muitas sementes. Entretanto, como a comparacio
visual entre as duas curvas mostra bastante similaridade entre elas, vamos seguir com este modelo
binomial nas trés variedades.

ben = c(9, 18, 27, 54, 67, 61, 72, 55, 36, 11, 4)
collins = c(12, 22, 40, 26, 26, 12, 8, 4, 0, 0, 0)
grimes = c(0, 0, 6, 22, 50, 47, 49, 39, 21, 11, 7)

benp = ben/sum(ben); collinsp = collins/sum(collins); grimesp= grimes/sum(grimes)
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Figure 12.6: ...

mb = sum((0:10)*benp)/10; mc = sum((0:10)*collinsp)/10; mg = sum((0:10)*grimesp)/10

par (mfrow=c(1,3)); aux = range(benp, collinsp, grimesp)

plot(0:10, benp, type="1",ylim=aux, main="Ben Davis", xlab="no. sementes")
lines(0:10, dbinom(0:10, 10, mb),lty=2)

plot(0:10, collinsp, type="1", ylim=aux, main="Collins", xlab="no. sementes")
lines(0:10, dbinom(0:10, 10, mc), 1lty=2)

plot(0:10, grimesp, type="l1", ylim=aux, main="Grimes", xlab="no. sementes")
lines(0:10, dbinom(0:10, 10, mg), lty=2)

s Example 12.10 — Apartamentos em Belo Horizonte. numero de quartos versus vaga de
garagem, por idade do apto.

» Example 12.11 — Infec¢do conjunta. Este exemplo veio das notas de aula do professor
Jonathan Jordan, da unlversidade de Sheffield, na Inglaterra. Duas pessoas moram em uma casa e,
na semana 1, ambas estdo sob risco de pegar um resfriado. Suponha que cada pessoa tenha uma
probabilidade de 0.1 de pegar um resfriado na semana 1, independentemente um do outro. Se
ninguém pegar um resfriado, as probabilidades de pegar um resfriado ndo mudam na semana 2.
Se exatamente uma pessoa pegar um resfriado na semana 1, o outro ocupante da casa que estava
infectado passa a ter uma probabilidade de 0.2 de pegar um resfriado na semana 2. Suponha que
ninguém vai pegar um resfriado duas vezes. Por exemplo, se ambos pegarem um resfriado na
semana 1, ninguém pode pegar um resfriado na semana 2. Crie uma tabela com a distribui¢do
conjunta de W; e W, o nimero de pessoas refriadas nas semanas 1 e 2, respectivament.

Comecamos encontrando a distribuicdo marginal de W;. Esta varidvel conta o nimero de
infectados (sucessos) na primeira semana. Temos dois individuos, ambos cm probabilidade de
infeccdo 0.1 e independentes. Portanto, W; ~ Bin(2,0.1) e assim encontramos P(W; = k) =
2/(k!(2—k)")0.1%0.92~*, A coluna marginal da tabela 12.1 mostra estas probabilidades marginais.

Para encontrar as células internas da distribui¢do conjunta, vamos obter uma linha por vez.
Comegando da tltima linha, queremos

P(W), = 2,Ws = k) = P(Wo = k|W; = 2)P(W; = 2) = P(W> = k|W; = 2)(0.1)°

Pela descricao do problema, se os dois tiverem se infectado na primeira semana, ninguém mais
vai se infectar na segunda semana e portanto P(Wo = k|W; =2) =0sek=1ouk=2e P(W, =
0|W; =2) = 1. Assim, a terceira linha estd completa.
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Week 2
Week 1 | 0 1 2 Total
0 (0.9)* 2(0.1)(0.9)3 ((0.1)(0.9))* | (0.9)2=0.81
1 2(0.8)(0.1)(0.9)  (0.2)2(0.1)(0.9) 0 2(0.1)(0.9) = 0.18
2 (0.1)? 0 0 (0.1)2=0.01
Total | 0.8101 0.1818 0.0081

Table 12.1: Distribuicdo conjunta do nimero de infectados na primeira e segunda semanas.

Passando para a segunda linha, se um deles estiver infectado, ndo poderemos os dois infectados
na segunda semana e portanto a célula P(W; = 1,W, = 2) = 0. O individuo infectado na primeira
semana estard sadio na segunda semana e portanto W, depende simplesmente do individuo nao-
infectado na primeira semana. Ele fica infectado com probabilidade 0.2 e portanto

P(W, = 1,W, = 1) =P(W, = 1|[W; = DP(W; = 1) = (0.2) x 2(0.1)(0.9)

P(W; = 1,W, = 0) = P(W, = 0|W; = DP(W; = 1) = (0.8) x 2(0.1)(0.9)

Finalmente, para a primeira linha, se ninguém se infectou na primeira semana, a segunda
semana segue a mesma distribui¢do binomial de W;. Isto é, (W»|W; = 0) ~ Bin(2,0.1) e portanto

2
P(W; =0,W, =k) =P(W, =k|W; = 0)P(W; =0) = <k> 0.1%0.9%7%) % 0.92

Existem duas maneiras de obter a distribuicdo condicional. A primeira delas é derivando a
distribui¢do condicional a partir da distribuicdo conjunta do vetor aleatdrio. A segunda maneira
é quando, ao invés de fornecermos a distribui¢cdo conjunta para que a condicional seja deduzida,
n6s fornecemos diretamente a distribuicdo conjunta sem nunca nos preocuparmos em fornecer a
conjunta. Muitos modelos de anélise de dados, tais como os modelos de regressdo, sdo dessa forma,
baseados apenas na especificacio da distribuicdo condicionada. Eles sdo chamados de modelos
discriminativos e serdo estudados nos capitulos ??, ?? e ??. O préximo exemplo ilustra como este
tipo de modelagem estatistica funciona.

m Example 12.12 — Besouros e morte. [Bliss1935] é um paper classico que introduziu a técnica
de regressdo logistica, assunto do capitulo ??. Num experimento para desenvolver novos produtos
para controle de pragas agricolas, besouros adultos foram expostos por cinco horas a um concentrado
de dissulfureto de carbono gasoso (CS>) em concentracdes crescentes. Espera-se que a chance de
morte por exposicdo aumente com a dose aplicada. A propor¢do de besouros mortos em cada um
dos cinco niveis do concentrado estd na tabela a seguir:

Dose # Expostos # Mortos Propor¢do | Modelo (Y|D = d)
49.1 59 6 0.102 Bin(59, p49 1)
53.0 60 13 0.217 Bin(60, ps3.0)
56.9 62 18 0.290 Bin(62, pse.9)
60.8 56 28 0.500 Bin(56, peo.s)
64.8 63 52 0.825 Bin(63, pesg)
68.7 59 53 0.898 Bin(59, pes.7)
72.6 62 61 0.984 Bin(62, p726)
76.5 60 60 1.000 Bin(60, p765)
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Figure 12.7: Esquerda: Proporcdo de besouros mortos versus dose aplicada. Direita: Curva obtida
por modelo de regressdo logistica fornecendo uma estimativa da probabilidade de morte para
qualquer dose d num intervalo continuo.

A medida que a dose aumenta, a propor¢do de besouros que morrem aumenta também. No
nivel mais baixo de concentragdo, 49.1, temos apenas 10% dos besouros morrendo mas mais de
95% morrem se a dose é 72.6 ou maior. Suponha que a dose é uma v.a. D a ser escolhida pelo
produtor e dependente de condi¢des climdticas (vento, umidade, etc.). Seja Y a varidvel que conta o
numero de “sucessos” (besouros mortos) apds a exposi¢do prolongada ao CS;. A partir da tabela
podemos obter um modelo para a distribui¢do condicional de Y condicionada na dose aplicada.
Precisamos especificar a probabilidade de morte de cada besouro. Ela depende da dose D. Por
isto vamos escrever p, para esta probabilidade quando a dose aplicada for D = d. Supondo que os
besouros morrem independentemente uns dos outros (fixada a dose), temos um modelo binomial
para as contagens em cada linha da tabela acima. Este modelo est4 na dltima coluna da tabela. Isto
<,

(Y|D =d) ~ Bin(Ng, pa)

onde N, é o niimero de insetos expostos a dose d e p, € a probabilidade de morte a dose d. Como
é a probabilidade p; varia como func¢do da dose d? Usando a ideia de frequéncia relativa em do
evento morte em cada dose aplicada, podemos obter um valor aproximado para p; simplesmente
olhando para a propor¢do de besouros mortos em cada dose. A Figura 12.7 mostra a propor¢do de
besouros mortos para cada dose d. Neste grafico, mostramos também uma curva em forma de S
derivada pelo modelo de regressao logistica (a ser estudado no capitulo ?7?).

dose=c(49.1, 53.0, 56.9, 60.8, 64.8, 68.7, 72.6, 76.5)
number=c(59,60,62,56,63,59,62,60)

killed=c(6,13,18,28,52,53,61,60)

proportion =killed/number

aux = glm(cbind(killed,number-killed) ~ dose, family=binomial(link=logit))$coef
dd = seq(47, 79, by=0.1)

pr = 1/(1+exp(-(aux[1]+ aux[2]*dd)))

par (mfrow=c(1,2))
plot(dose,proportion,ylim=c(0,1))
plot(dose,proportion,ylim=c(0,1))
lines(dd, pr)
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Figure 12.8: Esquerda: Proporcdo de besouros mortos versus dose aplicada. Direita: Curva obtida
por modelo de regressdo logistica fornecendo uma estimativa da probabilidade de morte para
qualquer dose d num intervalo continuo.

= Example 12.13 — Caranguejos-ferradura. Este exemplo usa dados do livro Foundations of
linear and generalized linear models [1]. Os caranguejos-ferradura (horseshoe-crab, em inglés)
sdo animais que praticamente ndo mudaram durante as Ultimas centenas de milhdes de anos, ja
existindo na forma atual 200 milhdes de anos antes dos dinossauros aparecerem, o que € um fato
surpreendente do ponto de vista evolutivo. Eles possuem uma forma que lembra a ferradura de
um cavalo e isto deu origem ao seu nome (Figura 12.8). Eles se reproduzem nas praias formando
imensos ninhos com centenas de milhares deles ao longo da costa. Os machos chegam primeiro e
aguardam as fémeas para reproducdo. Quando as fémeas vém para a praia, elas liberam feromonios
que atraem os machos. Os machos s3o menores que as fémeas e eles interceptam aquelas que
passam por perto deles, agarrando-se as sua costas suas garras dianteiras especializadas (Figura
12.8). A fémea cava de 4 a 5 buracos na areia e deposita milhares de ovos em cada um deles. O
macho procura fertilizar estes ovos. Tipicamente, de 2 a 6 machos, chamados machos satélites, ndo
conseguem agarrar-se as fémeas mas ficam a sua volta conseguindo muitas vezes ser bem sucedidos
em fertilizar os ovos.

Este estudo contou o nimero de machos satélites para cada uma de 173 fémeas e procurou
determinar os fatores que afetam este nimero. Como isto foi feito € um mistério para mim dada a
confusdo orgidstica que parece reinar na praia (Figura 12.8). As caracteristicas do caranguejo-fémea
que poderiam afetar este nimero de satélites incluem a sua cor, a condi¢@o da espinha, o peso e a
largura da carapaca.

Suponha que um modelo inicial para estes dados seja adotar uma distribuicio de probabilidade
Poisson para o nimero de satélites ¥ de uma fémea dado intervalo em que cai a largura da sua
carapaca. Seja X uma varidvel discreta valendo 1,2, 3 ou 4 dependendo da carapaca da fémea cair no
intervalo (20,24], (24,26], (26, 28] ou (28,35], respetivamente. Assim, temos o vetor (¥, X) medido
no mesmo caranguejo-ferradura fémea. Nosso modelo inicial é que (Y|X = x) ~ Poisson(A,) onde
o valor esperado A, vai mudar com o valor assumido pela v.a. X.

A Figura 12.9 mostra um boxplot das contagens Y para cada categoria de carapacga. O valor
mediano de Y cresce com X. Talvez um modelo inicial pudesse ser, por exemplo, (Y |X = x) ~
Poisson(A,) com A, = 0.3+ x. Este é apenas um exemplo ilustrativo, sem querer dizer que a andlise
mais apropriada para estes dados seja este modelo. Varias modificagdes podem ser feitas para
melhorar o modelo. Por exemplo, podemos usar as demais caracteristicas da fémea propondo um
modelo em que distribui¢cao Poisson de Y dependerd também da cor, espinha e peso da fémea.
Podemos também dispensar a categorizacdo da varidvel largura, usando-a da forma continua como
ela foi coletada originalmente. Veja o capitulo ?? para estas modificagdes.

crabs = read.table("http://www.stat.ufl.edu/"aa/glm/data/Crabs.dat", header=T)
aux = cut(crabs$width, c(20, 24, 26, 28, 35))
levels(aux)
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Figure 12.9: Esquerda: Gréafico do nimero Y de machos satélites versus a largura da carapaca da
fémea. Direita: Boxplots de Y versus a categoria X de carapacga.

# [1]1 "(20,24]1" "(24,26]" "(26,28]" "(28,35]"

par (mfrow=c(1,2), mar=c(4,4,1,1))
plot(crabs$width, crabs$y)

boxplot(crabs$y ~ aux, ylab="y", xlab="width")

Esperanca condicional discreta
Considere o vetor Y = (Y1,Y,,...,Y,). Mostramos como obter a distribui¢do condicional de Y;
dados os valores de Y3, ...,Y),. Se temos uma distribui¢do de probabilidade (condicional), temos as

duas listas: valores possiveis e probabilidades associadas. Todas as coisas que fizemos com uma v.a.
usual, nés podemos fazer também com a distribui¢do condicional. Por exemplo, podemos calcular
o valor esperado de Y7 dados (ou fixados) os valores de 1>,...,Y),. E simplesmente a definicdo usual
de esperanca de v.a.’s discretas mas agora usando a a distribui¢do condicional: a soma dos valores
possiveis vezes as probabilidades condicionais associadas.

Definition 12.13.1 — Esperang¢a condicional discreta. Seja Y = (Y,Y2,...,Y,) um ve-
tor aleatério de varidveis discretas. O valor esperado de Y| condicionado nos valores Y, =
az,...,Y, = a, das demais v.a.’s € definido como

E(Y1|Y2:a2,...,Yp:ap):ZyIF’(Yl :y|Y2:a2,...,Yp:ap).
y

O valor esperado de qualquer das outras v.a.’s condicionado nas demais é definido de forma
andloga.

Assim, a esperanca condicional é simplesmente a média ponderada dos valores possiveis de Y
mas usando a distribui¢do condicional P(Y; = y|Y> = ay,...,Y, = a,) de ¥; como peso, ao invés
de usar a distribui¢do marginal P(Y; =y) de Y.

m Example 12.14 — Caranguejos-ferradura, de novo. No exemplo 12.13, nés modelamos
os dados dizendo que o nimero Y de machos-satélites em volta de uma fémea com carapaga de
largura X = x seguia uma distribui¢do (Y|X = x) ~ Poisson(A,) com A, = 0.3 +x. Assim, como
a esperanca de uma v.a. Poisson é o seu parametro, temos E(Y|X = x) = A, = 0.3 +x. Isto &,
E(Y|X = x) é uma fungio linear da categoria x de tamanho de carapaga. .
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Variancia condicional discreta
Relembre: Se u = E(Y) entdo

V(r)=E(y - ) = ¥ (y— 0B =)

y
Podemos calcular a variabilidade de ¥; em torno de sua esperanca E(Y;|Y, = ay,... Yp = ap)
condicionada em valores das outras v.a.s (Y2,...,Y,):

VN =a,....Y,=a,) :Z(y—m)2IP’(Y1 =y\a=a,....Y,=a,)
y

onde m = E(Y|Y> = a2,...,Y, = a,) ¢ a esperanca condicional. Pode-se mostrar que
V(| =a,....Y,=a,) =R |a=ay,....Y, = a,) —m?

m Example 12.15 — Caranguejos-ferradura, mais uma vez. No exemplo 12.13, o niimero Y
de machos-satélites em volta de uma fémea com carapaga de largura X = x seguia uma distribuicio
(Y|X = x) ~ Poisson(A,) com A, = 0.3 +x. No caso de uma v.a. Poisson temos a sua esperanga
igual a sua variancia, e ambas iguais ao pardmetro. Isto é, V(Y |X =x)A, = 0.3 +x. "

Distribuicdo conjunta continua

Para explicar a distribui¢do conjunta no caso em que todas as v.a.’s sdo continuas, vamos considerar
o caso bivariado inicialmente. Seja (Y},Y2) um vetor aleatério bivariado de v.a.’s continuas. Assim,
Y| é uma v.a. continua e ¥, também é uma v.a. continua: ambas possuem densidades marginais
fiy) e fa(y). Mas ao invés de analisarmos as v.a.’s isoladamente, queremos estudar o modo
como elas interagem. Existe uma versdo bivariada da densidade. Vamos ver o seu significado
empirico olhando para histogramas tri-dimensionais sem nos preocuparmos por enquanto em definir
formalmente a func¢do densidade.

Relembre a relac@o entre o histograma feito com uma amostra de uma v.a. Y e a densidade
subjacente. O histograma “imita” a densidade f(x). A probabilidade ¢ igual a drea debaixo da curva
densidade. No caso bivariado, suponha que tenhamos uma amostra de tamanho » do vetor aleatdrio
bivariado (Y1,Y2):

O11:312), O021,522), (031,¥32) 5 - -+ s Vel s Vn2)

A amostra é composta por n vetores (yi,y;) selecionados no plano de acordo com uma fungéo
densidade f(y1,y2). Um histograma tri-dimensional tem aproximadamente a mesma forma que a
superficie continua f(y;,y2) de modo que ao ver o histograma 3-dim estamos praticamente vendo a
densidade f(y1,y,). Para fazer o histograma tri-dimensional, crie uma grade regular sobre o plano e
conte nimero de vetores (¥1,Y2) que caem em cada célula. A seguir, levante uma pilastra de altura
proporcional a esta contagem. Regides com mais pontos terdo pilastras mais altas. Podemos dividir
as alturas das pilastras por uma constante para que o volume total das pilastras seja igual a 1.

Outro exemplo ilustrativo segue na Figura 12.11.

Na Figura 12.12 temos uma amostra de 250 dados de (Y},Y>) com o histograma 3d, a densidade
f(y1,y2) e suas curvas de nivel.

Uma distribuicao bi-dimensional mais complexa pode ser vista na Figura 12.13. Ela mostra
dados do dataset quakes. Ele fornece informagdes sobre 1000 terremotos com magnitude maior
que 4.0 na escala Richter em torno da ilha Fiji na Oceania a partir de 1964. No gréfico a esquerda,
temos a longitude e latitude do epicentro desses 1000 eventos. Podemos ver a posi¢do do epicentro



12.15 Distribuicdo conjunta continua 309

y2

2!

L

40
L

Figure 12.10: Esquerda: Amostra de 100 instincias do vetor aleatdrio (Y;,Y,) e grade regular
sobreposta. Direita: Histograma tri-dimensional baseado em amostra de vetor (X,Y).
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Figure 12.12: Amostra de 250 dados de (Y;,Y,) com histograma 3d, densidade f(y;,y>) e suas
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Figure 12.13: Esquerda: longitude e latitude do epicentro de 1000 terremotos. Direita: Histograma
construido com hist3D(x = xmid, y = ymid, z = xy).

como um vetor aleatério (X,Y) com certa densidade de probabilidade f(x,y). Para visualizar
mentalmente esta densidade de probabilidade, veja o histograma do lado direito da Figura 12.13.

Em cada estrela, medem-se duas v.a.’s continuas: Y] = log(intensidade da luz) e Y, = log(temperatura
a superficie). O vetor aleatério Y = (Y),Y,) possui uma densidade de probabilidade f(y;,y>) rep-
resentada na Figura 12.14. Através dessa superficie f(y;,y2), podemos responder: quais as
combinagdes de Y] e Y que sdo mais provaveis? Quais as regides do espaco das medicdes em
Y = (Y1,Y>) onde existe chance razodvel de se observar uma estrela?

Old Faithful é o nome de um geiser localizado no Parque Nacional Yellowstone, no estado de
Wyoming, nos Estados Unidos (Figura 12.15). Ele ganhou este nome pela regularidade com que
emana seus gases. O tempo de espera pela proxima erup¢do pode demorar aproximadamente 50
minutos ou 90 minutos. Isto depende da duracdo da dltima erup¢do. Uma erupc¢do mais prolongada
leva a um tempo maior de espera pela proxima. Por exemplo, uma erupcio de 2 minutos leva a uma
espera de aproximadamente 50 minutos enquanto que um erupg¢ao de 4.5 minutos resulta numa
espera de 90 minutos.

A Figura 12.16 mostra dados do vetor (X,Y) com a durac¢do X em minutos de uma erupgdo e
o tempo Y de espera pela préxima erup¢do. Do lado direito a densidade de probabilidade f(x,y)
desse vetor.

A Figura 12.17 mostra uma visdo tri-dimensional da densidade f(x,y) e dos pontos aleatdrios
vindos dessa densidade.

Amostra e densidade

Embora bonitos, graficos ti-diemnsionais ndo sdo muito uteis. NOs nunca conseguimos ver o
que fica atrés dos picos e, por efeito de perspectiva, é dificil avaliar as alturas da superficies f(x,y)
em diferentes posi¢des do plano. Por isto, o melhor € usar as curvas de nivel ou uma imagem com
um mapa de calor para visualizar a superficie f(x,y) no plano, como na Figura 12.18.

12.16 Definicdo formal de densidade

Seja Y = (Y;,Y,) um vetor bivariado de v.a.’s continuas. Uma funcéo densidade de probabilidade é
qualquer funcio tal que:

hd f(yl>y2) >0

//f(yla)’2)dy1dy2:1

No caso uni-dimensional, probabilidades s ao dreas debaixo da curva-densidade f(x). No caso
bi-dimensional, probabilidades sdo volumes debaixo da superficie-densidade f(x,y). A probab do
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Figure 12.14: Densidade do vetor com Y] = Intensidade da luz e Y, = Temperatura de estrelas.

Figure 12.15: Old Faithful geyser.
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Figure 12.16: Old Faithful geyser: waiting time and eruption duration
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Figure 12.17: Old Faithful geyser: tempo de espera e duracio de erupgao.
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Figure 12.18: Old Faithful geyser: waiting time and eruption duration
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Figure 12.19: Probabilidade de (X,Y) cair em D é igual ao volume sob a superficie.

vetor (X,Y) cair numa regido D do plano é

P(x.¥) D)= [ [ rlxydsdy
D
A Figura 12.19 ilustra a situagao.
No caso geral de um vetor aleatério k-dimensional Y = (Y}, ...,Y;) com k v.a.’s continuas, a
densidade de probabilidade € qualquer fungao tal que:

e f(y)=f(1,...,y) > 0 para todo ponto y € RF

[ ]
1 Z/ / FO1s- - y)dyr .. dyg
A probabilidade do vetor Y cair numa regido D de R* é dada por

P((Yl,...,Yk)ED)=/.../Df(yl,...,yk)dyl...dyk

12.16.1 Jointly distributed random variables
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Definition 12.16.1 — Joint distribution. Two random variables X,Y have joint distribution
F :R? — [0,1] defined by

Fx,y) =PX <x,Y <y).
The marginal distribution of X is

Fx(x) =P(X <x) =P(X <x,Y <) =F(x,0) = lim F(x,y)

Yoo

Definition 12.16.2 — Jointly distributed random variables. We say Xi,---,X,, are jointly
distributed continuous random variables and have joint pdf f if for any set A C R”"

P X) €)= [ ) xiex,

(x1,-+xn)EA

where

f(-xlu"' 7-xn) ZO
and

/ f(xlv"' ,)Cn) Xp X, = 1.

]Rn
In the case where n = 2,
Xy
Fley) =P <xy <= [ [ fea)xy,

If F is differentiable, then
(92
= F ,
f(xy) Txdy (x,y)

Theorem 12.16.1 If X and Y are jointly continuous random variables, then they are individually
continuous random variables.

Proof: We prove this by showing that X has a density function.
We know that

m

P(X €A) =P(X €A,Y € (—oo,+))

So
s = [ 1)y

is the (marginal) pdf of X.
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Definition 12.16.3 — Independent continuous random variables. Continuous random vari-
ables X, ---,X, are independent if

P(X, €A, X €Ay, X, €A,) =P (X1 €A))P(X; € Ay)---P(X, €Ap)

forall A; C Qy,.
If we let Fy, and fx, be the cdf, pdf of X, then

F(x17"' ’xn) :FXl(xl)"'FXn(xn)

and

FOers e x0) = fi, (x1) - fx, ()
are each individually equivalent to the definition above.

To show that two (or more) random variables are independent, we only have to factorize the
joint pdf into factors that each only involve one variable.

If (X;,X;) takes a random value from [0, 1] x [0, 1], then f(x;,x2) = 1. Then we can see that
f(x1,x2) =1-1= f(x1)- f(x2). So X; and X, are independent.

On the other hand, if (¥;,Y>) takes a random value from [0, 1] x [0, 1] with the restriction that
Y| <Y, then they are not independent, since f(x;,x;) = 2I[Y; < Y»], which cannot be split into two
parts.

Proposition 12.16.2 For independent continuous random variables X;,
L. E[[1X:] = [TE[X]]
2. V(XX;) =L V(X;)

12.16.2 Geometric probability
Often, when doing probability problems that involve geometry, we can visualize the outcomes with
the aid of a picture.
m Example 12.16 Two points X and Y are chosen independently on a line segment of length L.
What is the probability that |X — Y| < ¢? By “at random”, we mean
1
f('xay) = ﬁa

since each of X and Y have pdf 1/L.
We can visualize this on a graph:

14 L

Here the two axes are the values of X and Y, and A is the permitted region. The total area of the white
part is simply the area of a square with length L — ¢. So the area of A is L? — (L — £)?> = 2L{ — {2,
So the desired probability is

2Ll 17

[ ) xy= =5
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Figure 12.20: Grifico de f(x,y) = 60/13 (x?y +x*y*) no suporte [0, 1] x [0, 1].

12.17 Marginal continua

Distribui¢do marginal

No caso discreto, a distribui¢cdo marginal de uma v.a. é obtida somando-se sobre todos os
valores das demais variaveis. No caso coninuo, substituimos a soma por uma integral. No caso
bi-dimensional (X,Y), a densidade de probabilidade da v.a. continua X é obtida integrando sobre
os valores de Y. Para diferenciar as densidades, vamos escrever fx(x) para a densidade marginal
de X no ponto x e fxy(x,y) para o valor da densidade conjunta de (X,Y) no ponto (x,y). Por
exemplo, fx(0) e fx(1.2) sdo os valores da densidade marginal de X nos pontos x =0 e x = 1.2.

fxr(0.2,1.5) é o valor da densidade conjunta no ponto (x,y) = (0.2,1.5). Para um ponto genérico
x

fi) = [ flxndy

Exercicio basico

Vetor continuo (X,Y) com suporte em [0, 1] x [0, 1] (isto é, densidade é zero fora desta regido).
Densidade: f(x,y) = k(x*y +x°y*) para (x,y) € [0, 1]?. Encontrar a constante de normalizagio k:

1:// K(Py+%y") dxdy = k <x+x>d
o (x"y +x7y") dxdy o\ 275 )&
11\ 13k
= k<6+20>_60

e portanto k = 60/13
Exercicio basico

Encontrar a marginal fy(y) paray € [0,1]:

_ 60 , 3.4 _ 5 4
fry) _/[0,1} 13(x y+x'y") dx = 13(4y+3y )

Veja que, avaliada no ponto y = 0.1, temos fy (0.1) = 5/13 (4(0.1) 4+ 30.1?) = 0.165 enquanto que,
no ponto y = 0.9, temos fy(0.9) = 5/13 (4(0.9) +30.9%) = 2.319.
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Figure 12.21: Grifico de fy(y) = 5/13(4y + 3y*) no suporte [0, 1].

12.18 Condicional continua
Distribui¢do Condicional

No caso bi-dimensional (X,Y), a densidade de probabilidade de X CONDICIONADA ao
evento Y =y é dada por

_ fxr(x,y)
fX\Y(x‘y)_ fY(y)

Por exemplo, fX|Y(x| y=0.2) é adensidade da v.a. X condicionada ao evento Y = 0.2 e avaliada
num ponto x genérico:

fXY ()C, 02)
fr(0.2)
Observe que esta ¢ uma densidade da v.a. X (variando em x) e que o denominador ndo depende
de x. O valor fy(0.2) € o mesmo para qualquer valor x. fy|y(x = 0.3]y = 0.2) € esta densidade
condicional de X avaliada no ponto x = 0.3:

fX\Y(xb’ =0.2) =

ot fxr(03,02)

Exercicio basico
Densidade: f(x,y) =60/13 (x*y+x>y*) para (x,y) € [0,1]%. Marginal fy(y) = 5/13 (4y+3y*)
paray € [0,1]: Densidade de X condicionada ao evento Y = 0.2:

fxr (x,0.2)  60/13 (0.2 x> +0.2* x?) 12
fX\Y(x\y =0.2)= = N
fr(0.2) 5/13(40.2+30.2%)  0.8048
Exercicio basico

Comparando duas densidades condicionais de X: condicionada ao evento ¥ = 0.20 e ao evento
Y =0.95.

(0.2x* 4-0.0016x°)

fxy(x,0.95)
fr(0.95)

60/13 (0.95x*+0.95*x) 60
5/13 (40.95+30.954)  31.217

fx\y(x\y =0.95)

(0.95 x* +0.95% x*)
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densidade condicional fix|y=0.2}
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Figure 12.22: Grafico de fyy (x[y = 0.2) = 12/0.8048 (0.2x* +0.0016x?) no suporte [0, 1].
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Figure 12.23: fxy (x|y = 0.20) e fx)y (x[y = 0.95).

Nao sdo muito diferentes neste exemplo particular.
Mais um exemplo - gaussiana
Densidade para (X,Y) é

1 x2+y2—1.4xy)
xXy)=——exp| - —F—F— ——
fxr(x,y) WS P( 02

com suporte em R2. Esta é a densidade de uma gaussiana bivariada onde a correlagio é igual a
p = 0.7 e as marginais sio X ~ N(0,1) e Y ~ N(0,1). Marginal fy (y) = 1/v2mexp (—y*/2) para
yeR.

Densidade (XY = —2):

S _ 2yl
Jxy(x,=2)  2m/051 exP( 102

fr(=2)  1/Vamexp(—(-2)?/2)

1/vV1.02mexp < (’CJ;(I)‘;)Z)

fX\Y(xb’ =-2) =

De forma similar, obtemos fyy (x|y = +2). Graficos abaixo.
Vendo a condicional na conjunta
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Figure 12.24: Densidade gaussiana bivariada fxy (x,y).
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Figure 12.25: Grifico de fxy (x|y = —2) e fx|y (x[y = +2).
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Figure 12.26: Grifico de fxy (x,—1.0), que é proporcional a fxy (x[y = —1.0).

Olhar a superficie da densidade f(x,y) mostra imediatamente a forma (shape) da densidade
condicional. Por exemplo,

fXY ()C,Oz)
fX\Y(xb’ =0.2)= W o< fxy(x,0.2)

pois o denominador é uma constante COM RESPEITO A x. Assim, se quisemos saber como
fx|y (x[y = 0.2) varia como fung@o de x, basta olharmos na superficie f(x,y) a curva obtida se
fixarmos y = 2.

Vendo a condicional na conjunta

f(x|y = 1.0) tem a mesma forma(shape) que a curva em vermelho, que é fxy(x,—1.0), os
valores da densidade conjunta com y = —1.0 fixo. A densidade condicional é esta curva multiplicada
por uma constante positiva.

Esperanca condicional

Considere o vetor Y = (¥1,Y>,...,Y,) Calculamos a distribuicdo condicional de ¥; dados os valores
de Y>,...,Y, Podemos calcular o valor esperado de Y; dados (ou fixados) os valores de Y>,...,Y), E
simplesmente como na definicdo usual de esperanca de v.a.’s discretas:

EM=a....Y,=ay) = /y .y, 02 =a,....yp =a,) dy

Média ponderada dos valores possiveis de Y1 MAS USANDO a densidade condicional de Y;
como peso, ao invés de usar a distribuicdo marginal de Y.

Varidncia condicional
Relembre: Se u = E(Y) entdo

V) =B~ = [ = nP ) dy

Podemos calcular a variabilidade de Y; em torno de sua esperanga CONDICIONADA nos
valores das outras v.a.s (Y2,...,Y)):
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Figure 12.27: Grifico de fxy(x,y), de onde queremos simular.

VM| =a,....Y,=ap) = /(yfm)zfyl\yzu.y,, Oly2 = az,...,yp =ap) dy

onde m = E(Y;|Y> = a»,...,Y, = a,) é a esperanga condicional.
Pode-se mostrar que

V(|2 =ay,....Y,=a,) =R a=ay,....Y, = a,) —m?

Simulacdo de um vetor continuo

Simulando um vetor continuo o )
Queremos simular uma amostra do vetor aleatério bivariado (X,Y) com densidade f(x,y).

Existem varios métodos (ver disciplina PGM - Probabilistic Graphical Models) Um método simples
€ o de aceitacdo-rejeicdo. Obtenha uma densidade g(x,y) de onde vocé saiba simular. Encontre M
tal que f(x,y) < Mg(x,y) para todo ponto (x,y).
while(contador < nsim){
gere (x,y) de g(x,y)
jogue moeda com P(cara) = f(x,y)/(M*xg(x,y))
Se cara:

aceite (x,y)
contador = contador + 1

Exemplo: Simulando um vetor continuo
Queremos simular 100 pontos aleatdrios (x,y) seguindo a densidade fxy (x,y) com suporte em
[—10,10]? e dada por

[sin(r(x,y))|

fXY(xvy): 447‘()(? y)

onde r(x,y) = y/x?>+y? é a distancia de (x,y) a origem. O mdximo de fxy(x,y) ocorre em
(x,y) = (0,0) e é igual a 1/44 ~ 0.0228.

Exemplo: Simulando um vetor continuo

Vamos simular (X,Y) em [—10, 10]> com uma distribuigao uniforme. Isto &, a densidade é igual
a g(x,y) = 1/20? em [—10,10]? e igual a zero fora dessa regido. Gerar desta g(x,y) é muito ficil
pois X e Y sdo independentes e cada uma delas segue uma uniforme em [—10, 10]. Assim, gere a
coordenada X ~ U(—10, 10) e independentemente a coordenada ¥ ~ U(—10, 10).
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runif (1000, -10, 10)
runif (1000, -10, 10)

X

y

A seguir, retenha ou descarte estes valores com probabilidade f(x,y)/(Mg(x,y)). Quem é M?
Exemplo: Simulando um vetor continuo
Temos g(x,y) = 1/400 para todo (x,y) naregido. Queremos 1 > f(x,y)/(Mg(x,y)) =400f(x,y)/M.
Como o médximo de f(x,y) ocorre na origem e é igual a 1/44, podemos ter certeza que
f(ry) _400f(x.y) _ 400f(0,0) _ 400

= = 1
Mg(x,y) M - M 44M <

se tomarmos M > 400/44 = 9.090909. Vamos tomar M = 10. Assim, basta reter os pontos (x,y)
tais que a sua “moeda” resulte em cara onde

400fXY(x7y)

P(cara) = 10

=40 fxy (x,y)

Exemplo: Simulando um vetor continuo

n = 1000; contador = 0
amostra = matrix(0, ncol=2, nrow=n)
while(contador < n)

{
x = runif (1, -10, 10)
y = runif(1, -10, 10)
r = sqrt(x"2+y~2)

fxy = abs(sin(r))/(44%r)
prob = 40 * fxy
if (runif (1) < prob){
contador = contador + 1
amostral[contador, ] = c(x,y)
}
}
plot(amostra, asp=1)

Amostra gerada de f(x,y)
Amostra gerada de f(x,y)
Amostra gerada de f(x,y)

x <- seq(-10, 10, length= 30)
y <- X
f <- function(x, y) {
r <- sqrt(x"2+y~2);
abs(sin(r))/(44*r)
}
z <- outer(x, y, f)
image (x,y,log(z), asp=1)
points(amostra)

777 FUNCOES DE MAIS DE UMA V.A. 77 MINIMUM E MAXIMUM ??? PROPRIEDADES
DE ESPERANCA E VARIANCIA
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amostral,2]

Figure 12.28: Amostra gerada de f(x,y) por aceitagdo-rejeicao

Figure 12.29: Amostra de f(x,y)e imagem heatmap da densidade.
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13.1

Normal bivariada: infroducédo

A distribui¢do gaussiana multivariada é extremamente importante para a andlise de dados por causa
do Teorema Central do Limite. Vamos comecar estudando o caso bi-dimensional, em que temos
um vetor aleatério Y = (¥;,Y,). Cada uma das v.a’s separadamente segue uma gaussiana com sua
propria esperanca (; e varidncia 0'1-2. Isto é, Y1 ~ N(u1,07) e Ya ~ N(up,0%). No caso de uma
gaussiana bivariada, as amostras do vetor bivariado ¥ formam nuvens de pontos no plano em forma
de elipses centradas em (U, Up). Além disso, elas ndo sédo (em geral) independentes: A distribuigéo
de Y, muda se soubermos o valor d v.a. Y;. Um unico pardmetro p € [—1, 1] controla como ocorre
esta dependéncia. Este parametro p é chamado de indice de correlacio ou associagao linear entre
Y] € Y2.

A Figura 13.1 mostra o grafico da densidade de probabilidade f(y;,y,) de uma distribui¢do
gaussiana com Y ~ N(u; =0, 612 =1),Yh~Nu=0, 622 = 1) e com correlac@o linear p = 0.
Ela mostra também uma amostra aleatéria de n = 100 instancias do vetor aleatério Y = (¥1,Y,)
extraidas desta distribuic@o. Isto é, vemos a amostra composta pelos n = 100 pares de valores
Y, = (Yy,Y2)comi=1,...,100.

#densidade normal bivariada padrao

x = seq(-5, 5, length= 40); y <- x
f = function(x,y) { dnorm(x)*dnorm(y) }
z = outer(x, y, f)

par (mfrow=c(1,2), mar=c(5,5,1,1))
persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "lightblue")
plot(rnorm(200), rnorm(200), xlab="y_1", ylab="y_2")

A Figura 13.2 mostra o grafico da densidade de probabilidade f(y,y,) de uma distribui¢do
gaussiana com Y] e ¥, com as mesmas distribui¢des marginais da Figura 13.1 mas com correlacio
linear p = 0.7. N 1do direito, temos uma amostra aleatéria de n = 100 exemplos de ¥ = (¥1,Y,). O
codigo abaixo mostra como gerar a figura, a superficie da densidade de probabilidade e a amostra.
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Figure 13.1: Esquerda: Densidade f(y;,y;) de uma distribui¢do normal bivariada com Y¥; ~
N(u1 =0,062 =1) e Y, ~ N(ip = 0,067 = 1) e com correlagdo p = 0. Direita: amostra com
n = 100 instancias do vetor Y.

Usamos a biblioteca MASS para gerar a amostra. Os detalhes do cédigo serdo explicados ao longo
deste capitulo.

# densidade normal bivariada (0,1)"2 mas com rho=0.7
f <- function(x,y, rho=0.7){exp(-(x"2 - 2*rhoxx*y + y~2)/(2*x(1-rho~2)))/(2*pi*sqrt(l-rho~2
z <- outer(x, y, f)
par (mfrow=c(1,2), mar=c(5,5,1,1))
persp(x, y, z, theta = 30, phi = 30, expand = 0.5, col = "lightblue")
library(MASS); set.seed(3)
plot (mvrnorm(n = 200, ¢(10,50),
matrix(c(2.572, 0.7*2.5%15, 0.7*2.5%15, 15°2), ncol=2)), xlab="y1", ylab="y2")

A partir das margens do grifico com a nuvem de pontos desta Ultima amostra, podemos
reconhecer facilmente os dois primeiros momentos marginais. Paraa v.a. ¥, temos E(Y;) = u; =~ 10
e 01 ~2.5. Paraava. V5, temos E(Y2) = up =50 e /V(Y2) = 0p = 15.

Os valores de Y; e ¥> medidos num mesmo elemento amostral @ ndo sdo independentes. O
valor da v.a. Y7 dd informagao sobre o valor da v.a. ¥;. Como assim? Vamos ser mais especificos.
Qual a distribui¢do de Y, dado que Y1 = 14?7 O que podemos dizer do valor esperado de ¥, dado
que Y; = 14? Este valor esperado continua igual a esperanga marginal t, = 50? A Figura 13.3
mostra uma linha vertical na posi¢do Y; = 14. Dizer que condicionamos a v.a. ¥; = 14 significa
dizer que o vetor aleatdrio Y é da forma Y = (¥1,Y,) = (14,Y,). A primeira coordenada ja estd
fixada e apenas na segunda coordenada ainda existe incerteza sobre seu valor. A partir da amostra,
vemos que fixando Y] = 14, ndo é mais razodvel esperar que Y, oscile em torno de u, ~ 50. O valor
esperado condicional, E(Y,|Y; = 14), deve ser maior que t, = 50.

Qual a sua estimativa para E(Y»|Y; = 14) no olhdmetro? Suponha que um ponto aleatdrio serd
escolhido da distribui¢c@o condicional de Y> dado que Y; = 14. O ponto aleatério Y estard na linha
vertical (14,y,). Os pontos (y;,y2) da amostra que possuem y; =~ 14 indicam o que deve ser o
comportamento probabilistico da v.a. ¥» dado que Y; = 14.A partir desses pontos com Y; ~ 14,
vemos que E(Y2]Y; = 14) = 70. Assim, E(Y2|Y; = 14) é muito maior que 50 =E(Y2) = 1z , a
esperanga marginal da v.a. Y. A esperanca condicional E(Y,|Y; = 14) é bem maior que a esperanca
marginal E(Y,).
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Figure 13.2: Esquerda: Densidade f(y;,y>) de uma distribui¢do normal bivariada com Y} ~ N(u; =
0,60 =1)eY, ~N(a = 0,05 = 1) e com correlagdo p = 0.7. Direita: amostra com n = 100
instancias do vetor Y.
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Figure 13.3: Amostra de normal bivariada. Se soubermos que o valor da v.a. Y7 € igual a 14, o vetor
vetor aleatério Y é da forma Y = (¥1,Y,) = (14,Y>).
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Se E(Y»|Y; = 14) ~ 70, quanto € o desvio-padrdo /V(Y2|Y; = 14) da distribuigdo de Y> condi-
cionada em Y; = 14? Olhando os pontos (y,y2) que possuem y; =~ 14, qual o tamanho médio
dos desvios de Y» em torno de sua esperanga condicional E(Y,|Y) = 14) = 70? Grosseiramente,
esses pontos estdo no intervalo de [50,80]. Eu chutaria (ou estimaria) que /V(Y2|Y; = 14) ~
(80—30)/4 =17.5 Vejaque 7.5 << 15 = /V(Y2), que é o desvio-padr do marginal de Y.

Estes sdo os dois primeiros momentos condicionais da v.a. (Y»|¥; = 14), a esperanga e variancia
condicionais. Eles sdo apenas resumos da distribui¢do de probabilidade da v.a. (Y,|Y; = 14). Qual
¢ a distribui¢do de probabilidade de (¥»]Y; = 14)? Uma normal? Uma gama? Uma uniforme?
Pode-se mostrar que, se o vetor Y = (¥},Y>) segue uma normal bivariada, entdo (¥»|Y; = 14) é uma
v.a. com distribui¢do normal. Isto &, (Y»|Y; = 14) ~ N(70,7.5%)

E que tal ¥,|Y; =y com y genérico? Conseguimos obter uma férmula geral para expressar qual
é esta distribuicdo genérica. Ela depende do coeficiente de correlacdo p que neste exemplo vale
p =0.7. Temos

(LY =y) ~ N(:uYzlley’ Gl%z\ley)

com

po2
My, |y, =y = M2 + ?l(y— i)

— / 2
Oply=y = 02V 1 = p~.

Por exemplo, com y, = 14 temos

Hy,|y,=14 = M2 + %(14— Hy) =50+ 0715 (14—-10) = 66.8
€

Opyjri—y = G2/ 1— p2 =15/1-0.72 = 10.71
e portanto

V2|V = 14) ~ N(69.2,10.71%)

Como sabemos essa formula? Fazendo o calculo matematico da densidade condicional:

fy(a,y)
Ty (2lyr =a) = —/—=
it 5 )4 (a)
a partir da densidade conjunta da normal bivariada. Até agora ndo mostramos a expressao da densi-
dade conjunta f(y;,y>) de uma gaussiana bivariada. Mostramos apenas graficos dessa densidade.
Para apresentar esta densidade conjunta, vamos comecar definindo a matriz 2 x 2 de covariancia X
dada por

2
Z o (o pPO102
= 2
po102 ()
onde p é um pardmetro com valor no intervalo [—1, 1], e onde 0} e 0, sdo os desvios padrdes de

cada marginal. Esta matriz é simétrica ja que o elemento (1,2) é igual ao elemento (2,1). Esta
matriz ser simétrica terd consequéncias importantes até o final o capitulo.
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Seja o vetor-coluna 2 x 1 das esperancas marginais:

= (1) = (E(),E(Y2))

A férmula geral da densidade de uma normal bivariada € igual a

Ay) = ctexenp (- 3 )

onde d?(y,ut) é uma medida de distancia entre o ponto y = (y1,y2)’ e o vetor esperado u =
(U1, 2)". Quanto mais distante y = (y;,y2)" estiver do vetor esperado y = ({1, 2)’, menor o
valor da densidade. Assim, a densidade é maior em pontos y = (y;,y2)’ que estejam préximos de
i = (U1, )" e decai exponencialmente 2 medida que y = (y1,y,)’ se afasta de = (U1, 42)’.

Esta medida de distincia é muito importante e ela ndo ¢ a distincia euclidiana. Ela é chamda
de distancia de Mahalanobis e é dada por

d*(y,p)=(y—p)= ' (y—p) (13.1)

Vamos estuda-la na se¢do 13.7.

A férmula da densidade da normal bivariada generaliza-se para um vetor de dimensdo p. Um
vetor normal multivariado tem uma densidade conjunta que é proporcional a uma exponencial
que decai com uma medida de distancia entre o vetor y = (yi,...,y,) € o vetor esperado L =

(‘u’la"'uup):
) = ctexexp (= 3 ()

onde d?(y, i) é a distAncia de Mahalanobis dada em (13.1). Antes de estudarmos a distancia de
Mahalanobis, vamos analisar a matriz de covariancia X.

O indice p de correlacdo de Pearson

Podemos resumir a distribui¢do de probabilidade de uma v.a. ¥ com os resumos numéricos e
tedricos representados pela esperanca E(Y) e o desvio-padrdao DPy = 1/ V(Y). Os resumos E(Y)
e DPy = \/V(Y) ndo dependem de dados estatisticos. Séo resultados de célculos mateméticos e
resumem a distribuigdo teérica de uma v.a. E(Y) é um valor em torno do qual os dados tendem a
oscilar e 0 DPy = 1/ V(Y) o valor tipico do afastamento dos dados em relagdo a E(Y).
Vamos agora passar a olhar os dados estatisticos. Suponha que temos uma amostra aleatéria de
Y. Istoé, vaa’s Y1,Ys,...,Y, i.i.d. com a mesma distribuicdo que Y. Estes n nimeros ficam numa
das colunas de nossa tabela de dados. Para ter uma idéia de TODA A distribui¢do de probabilidade
de Y podemos fazer um histograma dos dados. A forma do histograma segue aproximadamente a
densidade f(y).
A contraparte empirica dos resumos: podemos estimar os resumos tedricos E(Y) e 6 = DPy =
V(Y) a partir dos dados. Pela Lei dos Grandes Numeros (ver capitulo 16), se o tamanho
n da amostra € grande, temos a média aritmética Y = (Y +...+Y,) =~ E(Y) e DP amostral

S=1/Y; (Yl- —7)2 /n= c. As vezes, define-se o DP amostral S usando n — 1 no denominador. A

diferenca é minima a ndo ser que n seja muito pequeno. Note que Y # E(Y) € S # 0. As estatisticas
Y e § dependem dos dados e variam de amostra para amostra, mesmo que o mecanismo gerador
das amostras ndo mude.
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Figure 13.4: Relagdo entre forca de preensdo (do aperto de mdo) e for¢a do braco para 147 pessoas
que trabalham em empregos fisicamente extenuantes.

Definition 13.2.1 — Desvio padronizado. O desvio da v.a. Y em relacio a seu valor esperado
u=E()éav.a. Y —pu. O desvio padronizado ¢ definido como Z = (Y —u)/o.

Assim, o desvio padronizado é medido relativamente ao desvio-padrdo ¢ da v.a. Y. Um desvio
padronizado Z = 2 significa um afastamento da v.a. Y de 2 DPs em relagdo a pt. Pela desigualdade
de Tchebyshev, vimos que, qualquer que seja a distribuicdo de Y, temos que o evento Z > 4 € muito
raro (tem baixa probabilidade de ocorrer).

Como medir a associagdo entre duas varidveis Y] e ¥, medidas num mesmo elemento @? Estas
varidveis poderiam ser qualquer par de colunas da nossa tabela de dados. Seja Z; = (Y} — u;)/oj o
desvio padronizado de Y} e Z, = (Y, — p) /0> 0 desvio padronizado de ¥,. Quando Z; é grande
existe alguma tend€ncia de também termos Z, grande? Se sim, diremos que Y; e ¥, possuem um
grau de associacdo ou correlacdo. Como formalizar este conceito?

Vamos comegar com a versdo empirica da associacdo. A Figura 13.4 mostra os dados de uma
amostra de 147 pessoas (os itens) trabalhando em ocupagdes fisicamente demandantes. Em cada
individuo, medimos o par de varidveis (¥;,Y>) onde Y; é a for¢a do aperto de méo (ou grip strength)
e Y, é a forca do braco (ou arm strength). As linhas vertical e horizontal em vermelho indicam
aproximadamente os valores de E(Y;) = u; e E(Y2) = u». A maioria dos pontos estd nos quadrantes
1 e 3. Quando Z; > 0, em geral, temos também Z, > 0. E quando Z; < 0, costumamos ter Z, < 0.

Existem vdrias formas intuitivas de medir a associagado entre Y; e ¥». Uma forma ndo intuitiva
mas que tem excelentes propriedades tedricas € o indice de correlacdo de Pearson. Considere o
produto dos desvios padronizados:

Yi—uw y -
(o3 (o))

VAVARS

Se desvios grandes e positivos de Y; tendem a ocorrer com desvios grandes e positivos de Y;, seu
produto serd maior ainda. Ao mesmo tempo, se os desvios grandes e negativos de Y| tendem a
ocorrer com desvios grandes e positivos de Y», seu produto serd maior ainda. A Figura 13.5 mostra
o comportamento do produto dos desvios padronizados. Tipicamente, em média, o produto dos
desvios padronizados Z,Z, € positivo (esquerda), proximo de zero (centro) e negativo (direita).

Vamos olhar um pouco mais a natureza de Z,Z;. (¥;,Y>) é um vetor aleatdrio, com os valores
de duas v.a.’s sdao medidas no mesmo item. Considere

i —w « Y-
(o] (o))

2172 =

Sabemos que é |1; é uma constante, um valor numérico fixo e te‘orico obtido a partir da distribuicdo
de Y;. O mesmo vale para U, 0] € 6;, todas constantes. E o produto Z,Z,? Este produto é uma
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Figure 13.5: Tipicamente, em média, o produto dos desvios padronizados Z;Z; € positivo (esquerda),
préximo de zero (centro) e negativo (direita).

v.a. Como tal, possui lista de valores possiveis e lista de probabilidades associadas. Ao invés de
obtermos esta duas listas, uma tarefa complicada na maioria dos casos, vamos nos contentar em
obter apenas um resumo tedrico da distribuicdo da v.a. Z;Z,. Como resumir esta v.a. num tinico
nimero? J4 sabemos fazer isto com qualquer v.a.: tomamos o seu valor esperado. Isto &, vamos
calcular

p =Corr(Y,,Y,) =E(Z,Z,) =E (Yl M Y2—,LL2>

(o]] (o))

Este resumo € o indice de correlacdo de Pearson.

13.3 Propriedades de p

e O indice p de correlagdo de Pearson estd sempre entre -1 e 1. Esta ¢ uma das razdes para
usar p como medida de associac@o entre Y] e Y»: ficamos com uma escala fixa em qualquer
problema variando entre -1 e 1 sempre.

e Além disso, pela defini¢do, a correlagdo ndo depende de uma ordem das varidveis:

COI‘I‘(Yl,Yz) =K (lez) = COI‘I‘(YQ,Yl)

e Também temos que Corr(Y,Y) = 1: a correlagdo de uma v.a. consigo mesma é 1.

e Se Y; é uma v.a. independente da v.a. ¥, entdo p = 0. Neste caso, uma amostra de valores
do vetor (Y;,Y,) formard um grafico de dispersdo com forma indistinta, uma nuvem sem
inclinagao.

e Sep~1ousep~ —1entio Y, é aproximadamente uma fun¢do linear perfeita de ;. Isto
¢, uma amostra de valores do vetor (Y},Y,) formard uma gréfico de dispersdo na forma
aproximada de uma linha reta.

A Figura 13.6 mostra como a associagdo entre as varidveis muda quando p muda de valor.

13.4 Matriz de correlagdao

Correlacdo é uma medida de associacio entre duas v.a.’s. E quando tivermos p v.a.’s simultanea-
mente, todas medidas no mesmo item? Suponha que tenhamos um vetor (¥1,Y>,...,Y,) de v.a’s
Podemos fazer uma matriz p x p de correlagdo. Na posi¢do (i, j) teremos

Yi—pi Yji—
O; O;

pij = Corr(Y;,Y;) =E (
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Figure 13.6: Mostrando como a associacdo entre as varidveis muda quando p muda de valor.

Como Corr(Y;,Y;) = Corr(Y;,Y;), a matriz é simétrica. Como Corr(Y;,Y;) = 1, a diagonal principal
é toda de 1°s.

Por exemplo, vamos considerar um vetor aleatério Y = (Y1,Y2,...,Y9) com 9 v.a’s As 9
varidveis aleatdrias sdo escores obtidos em 9 testes de habilidade cognitiva, todos aplicados num
mesmo individuo. As v.a.’s s@o as seguintes:

e 3 v.a’s medindo habilidade verbal: Word Meaning, Sentence Completion, and Odd words;

e 3 v.a’s medindo habilidade quantitativa: Mixed Arithmetic, Remainders, and Missing

numbers;

¢ 3 v.a’s medindo habilidade espacial: Gloves, Boots, and Hatchets.

Como poderia ser a matriz de correlagdo 9 x 9 entre estas v.a’s? A Figura ?? mostra a matriz de
correlagdo entre os pares formados a partir dessas 9 v.a.’s medidas num mesmo individuo em um
teste de personalidade.

No lado esquerdo da Figura 13.8, temos a matriz de scatterplots de pares formados com essas

Variable 1 2 3 4 5 6 7 8 9

WrdMean 1

SntComp 0.75 1

OddWrds 0.78 0.72 1

MxdArit 044 052 047 1

Remndrs 045 053 048 082 1

MissNum 0.51 058 054 082 074 1

Gloves 021 023 028 033 037 035 1

Boots 030 032 037 033 036 038 045 1
Hatchts 031 030 037 031 036 038 052 067 1

WrdMean, word meaning; SntComp, sentence completion; OddWrds, odd words;
MxdArit, mixed arithmetic; Remndrs, remainders; MissNum, missing numbers,
Hatchts, hatchets.

Figure 13.7: Matriz de correlagdo entre pares formados a partir de 9 medidas feitas num mesmo
individuo em um teste de personalidade. Matriz de scatterplots desses 9 varidveis.
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Figure 13.8: Esquerda: Matriz de scatterplots entre os pares formados a partir das 9 medidas de um
teste de personalidade. Direita: Matriz estilizada dos scatterplots. A partir dos dados amostrais
mostra-se o formato da nuvem de pontos de uma amostra de vinhos com 14 varidveis medidas em
cada um dos vinhos. Gréfico feito com o pacote rattle.

9 varidveis onde a matriz de correlagcdo pode ser visualizada. No lado direito, temos uma matriz
estilizada dos scatterplots. Usa-se uma amostra de vinhos. Em cada desses vinhos, 14 varides sdo
medidas. Este € um grafico feito com o pacote rattle. Correlacdes positivas sdo representadas
por elipses rosas e negativas pr elipses azuis. Quanto mais alongada a elipse, maior a correlagdo
(em valor absoluto).

Outras visualizag¢des sdo possiveis. No lado esquerdo da Figura 13.9, temos mais uma visual-
izacdo da matriz de correlagcdo usando o pacote rattle. No lo direito, temos uma visualiza¢do com
0 pacote qgraph. Ela € 1til quando temos um nimero muito grande de varidveis inviabilizando
o uso das matrizes de scatterplots. Neste grafico, as v.a.’s sdo vértices e correlacdes sdo arestas.
Correlacdes poximas de zero ndo sdo mostradas. Correlagdes positivas sdo mostradas em verde e
correlacdes negativas sdo mostradas em vermelho.

Nem sempre as associacdes entre as varidveis sdo simples. Os graficos podem ter formas bem
diferentes temos mostrado até agora, sempre como uma nuvem de pontos em forma de elipse. Na
Figura 13.10, os scatterplots mostram nuvens de pontos altamente concentradas nos canto inferior
esquerdo sem uma clara associacdo entre as varidveis. Vimos anteriormente outros exemplos em
que a coeficiente de correlagdo linear nao captura bem a relagdo entre duas varidveis, se é que esta
associacdo existe. Veja os graficos das Figuras 2.16, 2.17, 2.18 e 2.19. Para medir associacdes
mais complexas como estas precisamos usar outras medidas tais como a informacao mitua e o
coeficiente de informacao maximal. Tratamos dessas outras medidas no capitulo ??.

Um tipo complexo de associa¢do que pode ser decomposto em tipos mais simples € aquele em
que modelamos os dados como um distribui¢do de mistura. A Figura 13.11 ilustra esta situagdo
usando o dataset iris, uma colecdo de 4 medicdes em trés espécies de flor (Iris setosa, Iris
virginica e Iris versicolor). Em cada flor individual foram medidas a o comprimento e a largura
(em centimetros) das pétalas e também o comprimento e a largura das sépalas (uma espécie de
pétala menor, mais rigida e localizada na base da flor). Este dataset € famoso pois, em 1936, Sir
Ronald A. Fisher [11] desenvolveu um modelo discriminante linear (ver capitulo 15) para distinguir
as espécies umas das outras. A Figura 13.11 mostra um matriz de scatterplot das 4 medi¢des. A
relacdo parece complicada por causa da presenca de nuvens claramente distintas em cada gréafico.



334 Chapter 13. Distribuicdo Normal Multivariada

MaxTemp. Rainfall WindSpeedgam

MaxTemp 05 27 87 99 Big 5 correlations

.
dwaren

Rainfall 7 -.31 08 -.07

WindSpeed9am

© Neuroticism
© Extraversion

© Openness
 Agreeableness
 Conscientiousness

WesdwaL | WwegaINSsld WeEPSRGSDUIM  IIeluley

Temp3pm

wdeduwos

Figure 13.9: Esquerda: Mais uma visualiza¢do da matriz de correlagdo com R + rattle. Direita:
Uma visualizacdo com ggraph. V.a.’s sdo vértices e correlacdes sdo arestas. Uma aresta verde
significa uma correlacio positiva e enquanto vermelha significa uma correlagdo negativa. As arestas
mais grossas e saturadas tem |p| grande.
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Figure 13.10: Scatterplot matrix of 4 lab variables to test liver functioning commonly used in
clinical research
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Figure 13.11: Scatterplot matrix de 4 varidveis medidas numa flor: comprimento de pétala, largura
de pétala, comprimento de sétala, largura de sétala. Trés espécies distintas misturadas. Relagcdo
entre as varidveis € diferente, ela depende da espécie.

Isto ocorre porque, em cada grafico, temos a mistura de duas populacdes (ou espécies) de flores,
cada espécie associada com uma nuvem. Se fixarmos o olhar apenas numa Unica espécie, caimos
na situacdo tradicional que temos estudado até aqui. Assim, sob certas condi¢des, uma situagdo que
parece mais complexa pode se transformar na situacao tradicional de nuvens em formas de elipses
se consideramos que o grafico mostra uma mistura de diferentes grupos ou populacdes.

Neste exemplo, a mistura foi 6bvia pois sabemos que existem trés espécies distintas de flores
nos dados e as nuvens estdo claramente separadas. A dificuldade é quando esta informacgdo
adicional sobre a existéncia de diferentes populacdes ndo esta disponivel e quando as nuvens ndo
sdo claramente separadas como na Figura 13.11. Nestas situacdes mais dificeis, temos de inferir
sobre a existéncias dessas diferentes populacdes. Uma técnica para isto é o algoritmo EM, a ser
estudado no capitulo ??. L4, nds voltaremos a tratar os modelos de mistura e suas complicagdes.

Propriedades de p

Se p = —1 ou p = +1, podemos predizer o valor de ¥, como fung¢ao linear de Y, sem erro, de
forma perfeita. Isto é, se p = £1, temos Y» = oc + BY; onde a e B sdo duas constantes. Se p =0
pode acontecer que Y] seja fortemente relacionada a ¥, de uma forma néo-linear. Sdo casos raros
na prética e nao vamos nos ater a eles.

O parametro p € invariante por mudanca linear de escala. Isto significa que a correlagdo entre
Y1 e ¥> ndo muda se trocarmos Y, por Y, = a+ bY, onde a e b sdo constantes com b > 0. Por
exemplo, suponha que Y; € o estoque de café num certo més e Y, € o preco do café em reais no
mesmo més. Seja p = Corr(Y1,Y>). Suponha que outra varidvel seja usada: o preco Y3 do café, mas
agora medido em dédlares. Se a taxa de cambio € fixa e igual a 2.3 teremos Y3 = 2.3Y,. Entdo,

COI'I'(Y],Y3) = COI‘I‘(Y],Z.3Y2) = COI‘I‘(Y],YQ)

Do mesmo modo, se medirmos a temperatura em graus centigrados (¥;) ou em graus Farenheit
(Y3 =32+ 1.8Y,), a correlagdo de temperatura com uma outra varidvel Y7 é a mesma:

Corr(Y;,Y3) = Corr(Y1,32 + 1.8Y2) = Corr(Y1,Y2)
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Estimando p

p € um resumo tedrico da distribuicdo conjunta de duas v.a.’s. Ele ndo depende de dados para ser
obtido, € uma conta matemadtica. Relembre a defini¢ao:

Yi — o -
01 (63)

p= COI’I‘(Yl,YQ) =FE <

Precisamos de p; = E(Y;), 67 = V(Y1), etc. Em seguida, precisamos calcular (usando teoria de
probabilidade) o valor esperado do produto dos desvios. Para vdrias distribuicdes, esta conta
matemadtica € invidvel (ndo-analitica). No entanto, com dados, podemos estimar p facilmente.

Como L (Yj+...4Y,) =Y = E(Y) ecomo S = /Y, (¥; —?)Z/n ~ ¢ podemos aproximar

n

p=E<Y1_“1 xYZ_uz) %E(Yl_Y1 sz_Yz)

(o] o) S1 AY)

onde Y; é a média aritmética dos n valores da varidvel 1, etc. Isto é, ¥; é média aritmética da coluna
associada com a varidvel 1 na tabela de dados. Mas ainda precisariamos calcular uma esperanca
matematica de uma fungdo de varias v.a.’s, o que € invidvel na maioria dos casos.

Solucdo: calcule o desvio observado em cada um dos n valores das duas varidveis. Para
a varidvel 1 com os n valores y;j,...,y,1 da coluna 1 da tabela, calcule uma nova coluna d
comprimento n formada por

:yil—)’T
§1

Zil
Faca o mesmo para a coluna 2, criando uma outra coluna de desvios padronizados empiricos:

Y2 =2
5

2 =

A seguir, multiplique as duas colunas de desvios padronizados e tire a sua média aritmética
calculando

_1¢ e (ya=y1\ (yo—¥
r_f’liZIlele_l’lZ( 51 5

i=1

Pela Lei dos Grandes Nimeros (de novo), teremos r = 1 . zi1zin &~ p se n for grande.
n i=1 g

Distancia Estatistica de Mahalanobis

A pressdo sistlica mede a forca do sangue nas artérias, a medida que o coracdo contrai para
impulsionar o sangue através do corpo. Se ela foralta, ela pode levar a doencas do coracdo, angina
e doencas vasculares nas pernas. Uma pressao sistélica saudavel situa-se entre 120 e 140 mm Hg.
Uma pressdo sistolica maior que 140 mm Hg néo é sauddvel A pressao diastélica € similar e deve
ficar em torno de 80. Acima de 100, ela ndo é saudavel.

Uma amostra de 250 individuos (as instancias, casos ou exemplos) foi selecionada e a pressao
sistdlica e diastdlica foi medida em cada um deles. A Figura 13.12 mostra um grafico com estes dois
atributos para os 250 individuos. Vamos ver estes 250 pontos como realizagdes ou instanciacdes do
vetor aleatdorio Y = (¥1,Y2). O vetor u tem os valores esperados de cada varidvel de Y:

E(Y) =E(Y,Y2) = (E(N),E(Y2)) = (1, ) = 1.

As linhas vermelhas, vertical e horizontal, mostram as posi¢des de u; = 120 e u, = 80.
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Figure 13.12: Amostra de y; = (yi1,y) comi=1,2,...,250.

O centro . = (u;, lp) é o perfil esperado ou tipico para o vetor aleatério Y. Quem estd longe
do perfil tipico u? Quais as instincias y; = (y;1,y2) que sdo andmalas? Podemos usar uma me-
dida baseada na disténcia euclidiana entre um ponto y; = (y;1,y;2) € o vetor esperado t = (Uy, lp) =
(120,80). Esta distancia é dada por d(y, 1) = /(y1 — 1)> + (v2 — t2)2 = /(1 — 120)2 + (3, — 80)2.
Fixe um circulo com centro em u e com raio r. Todos os pontos neste circulo estdo igualmente
distantes do perfil médio, uma distancia igual ao raio r. Isto é, pontos a igual distdncia de u sdo
aqueles localizados num circulo com centro em L. Neste grafico da Figura 13.12, est € uma forma
razoavel de medir o grau de afastamento de um ponto y do perfil esperado . Por este critério, os
trés pontos destacados como estrelas na figura estdo aproximadamente 2 mesma distancia de u e
todos eles sdo razoavelmente andmalos. Eles sdo anomalias estatisticas porque ndo existem outros
individuos com valores y similares aos seus. Estatisticamente, eles estdo igualmente distantes do
perfil médio.

Mas, e se o segundo atributo (pressdo diastdlica) for como na Figura 13.13? O perfil esperado
U1 = (U1, H2) continua o mesmo de antes. Apenas o desvio-padrdo do segundo atributo mudou,
ficando bem mais reduzido agora. Nesta nova situagdo, quem estd distante do centro? Quem ¢é
andmalo? Nao parece mais razodvel considerar todos os quatro pontos estrelados, em vermelho
e localizados no circulo como igualmente andmalos ou igualmente distantes de (. Enquanto os
dois pontos vermelhos localizados perto do eixo vertical, (122,96.9) e (118,63.1), parecem estar
estatisticamente bem distantes de i, os outros dois pontos perto do eixo horizontal, (136.9,81.8)
e (103.2,77.4), parecem pontos moderadamente razodveis. Estes dois tltimos pontos possuem a
pressdo sistélica um tanto distante de (; = 120 mas ndo extrema demais, e a pressdo diastdlica
perfeitamente razodvel. Pela distancia euclidiana estes 4 pontos estio todos a uma igual distancia de
U. A distancia euclidiana ndo € mais uma medida de distincia estatistica razoavel. Qualé a medida
de distincia que estamos usando implicitamente, sem nem mesmo perceber? Nao € a distancia
euclidiana.

Como fazer alguns dos pontos vermelhos mais distantes que os outros? A ideia principal é
que afastar-se do centro por poucas unidades na direc@o norte-sul nos leva para fora da nuvem de
pontos e passamos a ter uma anomalia. Precisamos andar mais unidades na direcdo leste-oeste para
sair fora da nuvem de pontos do que na direcio norte-sul. Entao x unidades na direco leste-oeste
valem o mesmo que que x/k na direcdo norte-sul, onde k é alguma constante maior que 1. Como
achar este k? Como equalizar as distncias nas duas dire¢des? Resposta: medindo distAncias em
unidades de desvios-padrio.

Temos um desvio-padrio ¢ para cada eixo, um ¢ para cada atributo. O DP ¢ mede quanto,
em média, um atributo aleatério desvia-se de seu valor esperado. Por exemplo, um DP ¢ = 10
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Figure 13.13: Amostra de y; = (yi1,y2) com i = 1,2,...,250. A distancia euclidiana continua
sendo uma medida de distancia estatistica razoavel?

significa que, em geral, observacdes desviam-se de 10 unidades em torno de seu valor esperado. As
vezes mais de 10 unidades, as vezes, menos de 10 unidades. Em média, temos um afastamento de
10 unidades. Est € significado préitico do DP o©.

Sendo assim, qual o desvio padrdo o de cada varidvel na Figura 13.13? Temos o centro E(Y) =
w = (u1, ) = (120,80). Visualmente, ndo é dificil aceitar que DP; = 61 = 10 e DP, = 0, = 2.
Voltando aos pontos estrelados em vermelhos na Figura 13.13, vemos que o ponto (136.9,81.8)
afastou-se do centro u praticamente apenas ao longo do eixo horizontal e este afastamento foi de
aproximadamente 136.9 — 120 ~ 17 unidades ou 1.7 x oy. Jd o ponto (122,96.9) afastou-se do
centro apenas ao longo do eixo vertical e este afastamento foi de aproximadamente 96.9 — 80 ~ 17
unidades ou 8.5 x 0,) Portanto, o segundo ponto estd muito mais distante do centro { em termos
de DPs do que o primeiro ponto.

Como generalizar este raciocinio para pontos que afastam-se do centro ndo somente ao longo de
um dos eixos? A ideia é medir distdncias em termos de desvios-padrdo. Como (u;, 1z) = (120, 80)
e (01,02) = (10,2), afastar-se xo; unidades ao longo do eixo 1 é equivalente a afastar-se xo, ao
longo do eixo 2. Por exemplo, 20 unidades ao longo do eixo 1 (ou 2 x 07) € estatisticamente
equivalente a 4 unidades ao (ou 20) longo do eixo 2.

Vamos medir o desvio em cada eixo em unidades de seu desvio-padrdo e calcular a distancia
com estes desvios padronizados. O desvio padronizado ao longo do eixo 1 € z; = % = %.
O desvio padronizado ao longo do eixo 2 € z, = % = @. A distancia € entdo a distdncia
euclidiana desde que os desvios sejam medidos em unidades de desvio-padrdo. Isto é, vamos fazer

dly,u) = \/22+72
120\ 2 B 2
_ \/<y1 0) +<)’2 80>
10 2
2 2
_ \/<y1—u1> +()’2-H2>
O] (02}

Nesta nova métrica, quais os pontos (y;,y2) que estdo a uma mesma distancia do centro
(11, H2)? Tome uma distancia fixa (por exemplo, 1). Eles formam uma elipse centrada em (g;, 1)
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Figure 13.14: Esquerda: Lugar geométrico dos pontos a igual distancia ¢ = 1 do centro: uma elipse.
Estes sdo pontos (y;,y2) que estdo a uma disténcia ¢ igual a 1 do centro (U;, ip). Direita: variando
¢ =1,2,3 obtemos elipses concéntricas. Isto é, os pontos de cada elipse satisfazem d(y, i) = ¢
para diferentes c’s.

e com eixos paralelos aos eixos coordenados. Isto é, os pontos y = (y1,y2) que satisfazem a equagio

—120\?2 —80\?2
d(y,u) = (yl 0 >+<y22 ) —1

formam uma elipse. Esta é a equacdo de uma elipse e o grafico desses pontos estd na Figura 13.14.

Os pontos que estdo a uma distincia ¢ > 0 genérica do centro u = (U;, ip) sdo aqueles que
satisfazem a equagdo

—120\° —80\?
d(y,u) = <y1 T >+(y22 > =c

e eles formam uma elipse. Os eixos desta elipse sdo paralelos aos eixos coordenados e t€ém
comprimentos iguais a co; e co,. O eixo maior da elipse estd na dire¢do da varidvel com maior DP.
Quantas vezes maior € o eixo maior da elipse em relacdo ao seu eixo menor? Se 6] é o maior DP,
entdo

eixo maior c¢O] Oj

eixo menor ¢G, Oy

Assim, se 0] é x vezes maior que 0, entdo o eixo maior da elipse associada com a distancia ¢
serd também x vezes maior que o eixo menor. Esta razdo é constante, ndo depende da distancia c:
variando c, teremos elipses concéntricas. Isto € ilustrado no lado direito da Figura 13.14.

Em matematica, preferimos trabalhar com a distancia ao quadrado. A razdo, ndo 6bvia, € o
Teorema de Pitdgoras: soma dos quadrados dos catetos € igual ao quadrado da hipotenusa. A
generalizacdo deste teorema para espagos vetoriais de dimensdo R” leva naturalmente a trabalhar
com distancias ao quadrado. Vocé€ verd um uso desta versdo generalizada do teorema de Pitagoras
no capitulo 18. Além de jogar fora a raiz quadrada, vamos escrever a formula de distancia de uma
maneira que parece mais complicada. Afinal, se podemos complicar, por qué simplificar?
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Figure 13.15: Amostra de vetor bivariado Y = (¥1,Y2) em que as varidveis aleatérias possuem
correlagdo positiva.

2 2
42 _ yi— M y2—H2
= (BoE) (2ol

_ _ _ /o 0 <)71—.u1 >
- (yl Hi,Y2 ”2) |: 0 1/622 :| V2 — o

’ -1
— _ _ of 0 yi—Hi
= (1 —H,y2— ) [ 0 o? } < V2 — Ll >

_ (yl—ﬂl >,E—1<Y1—IJ1 )
y2— U2 Y2 — M2
= (y-wr'y-p

Se x € R" e Aé uma matriz simétrica n x n, a expressdo x'Ax é chamada de forma quadrdtica.
Como vimos acima, se ¢ >0 e

25

entio d?(y, 1) = (y— u)'’Z "' (y — ) = c é a equagiio de uma elipse centrada no vetor & = (L1, U).
Quando, como acima, a matriz ) é diagonal com elementos positivos (com as variancias o;’s),
entdo esta elipse tem eixos paralelos aos eixos e o tamanho de cada eixo € proporcional ao o; da
varidvel associada.

Numa situag@o mais realista, as v.a.’s sdo associadas, ndo sdo independentes. Dizemos que elas
s@o correlacionadas e isto significa que existe certa redundancia de informacao nas duas varidveis.
O valor de uma varidvel numa certa instancia @ da informacao sobre o valor da outra variavel na
mesma instancia @. Pode-se predizer (com algum erro) uma varidvel em fun¢do da outra.

O grafico da Figura 13.15 mostra um caso tipico onde a correlacio entre as variaveis é positiva:
quando uma varidvel estd acima de sua média, a outra tende a estar também acima de sua média.
Pelo mesmo raciocinio intuitivo que fizemos antes, os pontos na elipse da Figura 13.15 tendem a
estar a igual distancia do perfil esperado E(Y) = u = (u;, it2). Pontos estatisticamente equidistantes
de u ndo estdo mais numa elipse com eixos paralelos aos eixos do sistema de coordenadas. A elipse
estd inclinada seguindo a associagdo entre as varidveis.

A medida de distancia que produz estas elipses de pontos equidistantes do centro € a mesma
forma quadratica anterior:

d*(y,u) = (y—p)E (y—p)

Ela € a mesma expressdo matricial de distdncia que usamos antes, mas a matriz ¥ ndo é mais
diagonal. Quem € }? A matriz ) é uma matriz 2 x 2 simétrica chamada de matriz de covaridncia
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onde p = Corr(Y;,Y,) é o indice de correlagdo de Pearson entre Y; e ¥,. Temos sempre —1 < p < 1.
Os elementos fora da diagonal, p o102, sdo chamados de covaridncia entre Y; e ¥>. Costumamos
escrever Cov(Y1,Y2) = poi0y, = 012

Esta matriz } determina a forma da elipse na Figura 13.15. Os eixos desta elipse estdo na
direc@o dos autovetores da matriz X. O tamanho de cada eixo € proporcional a raiz do autovalor
correspondente. Vamos rever os conceitos de autovetor e autovalor na proxima secdo. Eles sdo
a base de algumas técnicas importantes de anélise de dados tais como a andlise de componentes
principais (capitulo 14) e a andlise discriminante linear (capitulo 15). Depois desta revisdo, vamos
retornar a distincia estatistica e a distribui¢do normal multivariada.

Autovetor e autovalor de ©

Nao vamos fazer uma discussdo geral sobre autovetores e autovalores. Vamos focar apenas nos
resultados relevantes para o que precisamos. Assim, como a matriz de covariincia é simétrica,
vamos considerar apenas os resultados para matrizes simétricas cujas entradas sdo nimeros reais.
Além disso, matrizes de covaridncia tipicamente sao positivas definidas, um conceito que vamos
definir abaixo. Assim, vamos revisar autovetores e autovalores apenas para matrizes simétricas e
positivas definidas.

Formas quadrdticas

Comegamos definindo forma quadratica. Seja v = (vi,...,v,) um vetor em R”. Um vetor serd
sempre um vetor-coluna neste livro. Seja ¥ uma matriz p X p.

Definition 13.8.1 — Forma quadrdtica. A forma quadratica associada com a matriz £ é a
expressao

V/ Yv= ZZijv,-vj
i

Por exemplo, se v = (vi,v2) e £ for uma matriz 2 x 2, teremos
Vi) _ 2 2
(vi,m) £ e Livi+Zivive +Xoivavy + Xoovy

A forma quadrética envolveas combinagdes lineares dos produtos de pares de varidveis (produto de
duas varidveis distintas ou produto de uma varidvel por ela mesma).
Alguns exemplos especificos de forma quadritica com matrizes 2 x 2:

_1 0_ 141
(vi,»m) 01 < )zv%—#—v%

V2

_9 O_ Vi i 2 2
(vi,»m) 0 4 (Vz)—9v1+4v2

"9 3
(vi,»m) ( :; ) :9v%+4v%+3vlvz—l—3v2v1 :9V%+4V%+6V1V2
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Um caso tri-dimensional

9 3 -2 Vi
(vi,v2,v3) 3 10 —6 v | = 9v%+ 10v%+6v§+6v1vz —4v3v; — 12v31,
-2 -6 6 V3

A matriz ¥ de uma forma quadrética pode sempre ser considerada uma matriz simétrica. A raza
é que, se X ndo for simétrica, podemos encontrar outra matriz ¥* simétrica tal que, para todo vetor
v temos

Viv=v v

Por exemplo, no caso bi-dimensional,

VIV = (v,n) [491 42&] <:;>

= 9v% + 4v% + 2vivy +4vovy
= WA 46vin

= (vl,vz)[g i] <Z;>

Vamos deixar o caso geral como exercicio. De agora em diante, a matriz ¥ nas formas quadréticas
é sempre uma matriz simétrica (como sao as matrizes de covariancia).

13.8.2 Matrizes positivas definidas

Queremos que uma medida de distancia mais geral que a euclidiana. Estamos usando a distancia
estatistica

Py, u)=(y—p) =" (y—pn).

Se usarmos a matriz bsA no lugar de X!, a distincia estatistica entre um vetor y e a origem (ou o
vetor nulo) bs0 € uma forma quadrética:

d*(y,0)=(y—0)A(y—0)=y Ay.

Para que esta medida de distancia seja util, queremos garantir que, para todo vetor y que ndo seja o
vetor nulo tenhamos a forma quadrética sempre maior que zero:

d*(y,0)=y Ay=Y Aijyy; >0
ij

Uma matriz A que atende a esta condi¢do é chamada de matriz definida positiva.

Definition 13.8.2 — Matriz positiva definida. Uma matriz p x p real e simétrica A é chamada
positiva definida se sua correspondente forma quadrética for maior que zero para todo vetor
v # 0. Isto é, ndao sendo v o vetor nulo, entdo

Vi
O<V/AV:[V1 Vn]A :ZAi,jvi"j
i,j

Vn

A matriz é chamada de semi-positiva definida se v/ A v > 0 para vetor v # 0.
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Assim, pedir que v A v > (0 para todo v # 0 é o mesmo que pedir que todo ponto v diferente
da origem tenha uma distincia positiva em relacdo a origem. Nao faria sentido termos distancias
negativas. Também nido queremos ter um vetor ndo nulo com uma distancia zero até a origem.
Assim, gostarfamos que a matriz £~ na distAncia estatistica atendesse a esta condicdo de ser uma
matriz positiva definida.

Exemplos de matriz positiva definida:

(9 0 V) o2 2
()’17)’2) _0 4:| <y2>_9y1+4y2>0

9 -3
oo | 2 0 () =9t ek vt dvan =0t 43 - by >0

Vamos ver agora alguns exemplos de matrizes que ndo sdo positivas definidas.

9 0 Y1\ 0.2 42
(yl7y2) |:0 _4:| <y2>_9y1 4y2

ndo é positiva definida pois é menor que zero se, por exemplo, tomarmos (y;,y2) = (0,1). Neste

caso, teremos o resultado igual a 9 x 0 —4 x 12 = —4. Um outro exemplo:
-2 i _ 2,2
(1,y2) [ 1 ] ( - ) =yi+y;—4yiy2,
que é menor que zero se tomarmos (y1,y2) = (1,1). Neste caso, teremos 12 + 12 —4 = —2.

Nao é 6bvio como identificar se uma matriz € positiva definida, especialmente se sua dimensao
p for alta. Ter todas as sua entradas positivas, por exemplo, ndo é um critério valido. Para confirmar
isto, considere o caso abaixo

VAv=]1 —2][; TH;]:—s

Como verificar, em geral, se uma matriz A de dimensdo p X p e simétrica € positiva definida? E
claro que nao podemos checar todos os infinitos v. Temos um resultado que ajuda nesta tarefa, a
ser visto na préxima se¢ao.

Theorem 13.8.1 Seja ¥ uma matriz de ndmeros reais quadrada p x p simétrica e positiva
definida. Entdo existe a matriz inversa X! e ela também é simétrica e positiva definida.

Nio veremos a prova deste teorema.

13.8.3 Autovetores e autovalores
Definition 13.8.3 — Autovetor e autovalor. Seja ¥ uma matriz de ndmeros reais quadrada

p X p simétrica. Um autovetor de ¥ € um vetor v € R” ndo-nulo tal que
Y-v=Av

onde A é uma constante real. A constante A é chamada de autovalor associado ao autovetor v.

Se v € autovetor de X entdo qualquer multiplo cv também € um autovetor se ¢ # 0 pois, pelas
propriedades usuais de multiplicagdo matricial,

L(ev)=c(Ev)=c(Av)=2A (cv).
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Em geral, vamos querer falar da dire¢do determinada por um autovetor. Assim, se v € autovetor,
vamos preferir trabalhar com v/c onde ¢ = ||v|| = v/V/ v € o comprimento (ou norma) euclidiano

do vetor v dado por vV v= \/ v% + v% +...+ V127' Assim, vamos assumir daqui por diante que um

autovetor terd comprimento unitério.

Em geral, transformar um vetor v aplicando-lhe uma matriz ¥ e gerando um novo vetor Xv é
uma operacao cujo resultado final € dificil de ser antecipado. Nao € fécil antecipar o que serd o
vetor Xv a ndo ser ge facamos todas as contas matriciais envolvidas. O autovetor é uma direcao
muito especial em R”. E uma direcéio na qual a operacio Lv é facilmente antecipada. Na diregdo v,
o efeito da matriz X é simplesmente espichar o vetor v se A > 1, encolher o vetor v (se 0 < A < 1).
Veremos que o caso A < 0 ndo ocorre se X é simétrica e positiva definida, as tinicas matrizes que
nos interessam.

No caso geral, mesmo quando uma matriz ¥ possui nimeros reais em todas as suas entradas, é
possivel que um autovetor e o seu autovalor correspondente envolvam niimers complexos. Este ndo
é o caso quando X for uma matriz simétrica.

Theorem 13.8.2 — Autovetores de X. Seja X uma matriz quadrada p x p simétrica. Entdo os
autovalores de X sdo nimeros reais.

Nao veremos a prova deste teorema. O importante é podemos daqui por diante considerar os
autovalores A bem como seus autovetores COmo compostos apenas por nimeros reais.

Theorem 13.8.3 — Autovetores de = e X ~!. Seja ¥ uma matriz quadrada p x p simétrica e
positiva definida com inversa X~!. Entio temos os seguintes resultados:

e Os autovalores de X sdo todos nimeros reais maiores que zero.

e Os autovetores de £ e ! sdo os mesmos.

e Se A é autovalor de ¥, entdo 1/A é autovalor de X!

Prova: Suponha que v # 0 é um autovetor de ¥ com autovalor A. Vamos provar que A > 0. Como
v é autovetor, por defini¢do, ele ndo € o vetor nulo e £ v = A v. Pré-multiplicando dos dois lados
por v/ temos

VIv=AVv=A|v|? (13.2)

onde ||v||? é o comprimento (ou norma) do vetor v. Como X é positiva definida, temos v 2 v >0 e
portanto, por (13.2), A||v||?> > 0. Como v # 0 e a norma ||v||?0 de um vetor ndo-nulo é maior que
zero, entdo temos de ter A > 0.

Os autovetores de £ e ! s3o os mesmos porque, se v é autovetor de ¥, pré-multiplicando dos
dois lados de ¥ v = A v por Y1 temos

Yyl .v=x11v)
ou seja
v=AZ"lv

ou ainda, como A > 0,

1 _
—v=ALly
A
Assim, v também é autovetor de £~! com autovalor 1/A.
Na secéo anterior ndo respondemos como verificar se uma matriz é positiva definida. Uma
maneira um tanto computacionalmente intensiva de verificar isto € usar o teorema abaixo.
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Theorem 13.8.4 Seja ¥ uma matriz de dimensdo p X p e simétrica. Ela é positiva definida se, e
somente se, todos os seus autovalores forem positivos.

Nao veremos a prova deste teorema. Sem querer descer a detalhes mais técnicos e concentrando
apenas nas matrizes de covariincia de vetores aleatérios Y, podemos afirmar que a matriz de
covariincia ¥ e sua inversa ¥~ ! sdo, ambas, semi-positivas definidas e, na maioria das vezes, serdo
positivas-definidas.

Teorema Espectral

Seja ¥ uma matriz p X p simétrica e positiva definida. Existem p autovalores associados com
A. Estes p autovalores sdo niimeros reais pois X é simétrica Estes autovalores sdo positivos pois
¥ € positiva definida. A cada autovalor corresponde um autovetor ou dire¢do em R”. O que
podemos falar desses autovetores? Os p autovetores sdo ortogonais entre si. Como existem p deles,
tomando-os com comprimento 1, eles formam uma base ortonormal do espago vetorial R”.

Colocando-os como p colunas de uma matriz P, teremos P'P =1 pois eles sdo ortonormais.
Seja D uma matriz diagonal p X p com os autovalores (na mesma ordem que as colunas de P). O
teorema espectral afirma que X =P D P*

O que isto significa: X age simplesmente como uma matriz diagonal D (que é facil de ser
entendida) se trabalharmos no sistema de coordenadas dos autovetores (que sio as colunas de P).
Dizemos que X € diagonalizavel.

Essencialmente, no sistema de coordenadas dos autovetores, a matriz X~ funciona como uma
matriz diagonal. X no novo sistema de coordenadas dos autovetores é x* = Px. Se x* é o conjunto
de coordenadas no sistema de autovetores, para voltar ao sistema original simplesmente multiplique
pela inversa de P que € ... P'. Lembre-se que P'P =1.

Resumindo:

e Pontos na ELIPSE tendem a estar a igual distancia do perfil esperado u = (1, iz).

e A maneira correta de medir distancia ao perfil esperado u = (u;, itp) € pela forma quadratica

d*(y,u) = (y—p)= ' (y—nu)

A elipse é determinada pelos autovetores e autovalores de X!, a inversa da matriz de
covariincia das v.a.’s envolvidas.

Os autovetores de 2! e de X sdo os mesmos.

Os autovalores de 2! sdo os inversos 1/A dos autovalores A de X.

Densidade da normal multivariada

Finalmente podemos apresentar a densidade da distribuicdo normal multivariada. Seja Y =
(Y1,...,Y,) um vetor aleatdrio de v.a.’s continuas. Seja i = (Ui,. .., U,) o vetor esperado E(Y) =
(E(Y1),...,E(Y,)). Seja X a matriz p X p de covariancia do vetor Y.

Definition 13.9.1 — Densidade da normal multivariada. O vetor aleatério Y de dimensdo
p segue uma distribui¢do normal (ou gaussiana) multivariada se sua densidade conjunta for da
forma

) = cexenp (- 3 )
onde

d*(y,u) = (y— )= ' (y—p)
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Figure 13.16: Nuvem de pontos de uma normal tri-dimensional Y ~ N3(u,Y").

I ¢ a distincia estatistica (de Mahalanobis) entre y e tt. Notagdo: Y ~ Ny (i, Y)

A densidade decresce com d>. As superficies de nivel da densidade sio elipsoides concéntricos
centrados em U. Os eixos do elipséide estdo na direcdo dos autovetores de ) e com comprimentos
proporcionais a raiz do autovalor correspondente. A Figura fig:nuvemnormal3dim mostra a nuvem
de uma normal tri-dimensional.

Caso 3-dim
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Reconhecimento de faces com componentes principais

O arquivo DadosYaleFaces.rar contem diretérios com arquivos de fotos de 15 individuos, um
diretdrio para cada individuo. Dentro deles, temos 11 fotos de cada individuo. As fotos variam
de acordo com aspectos tais como iluminagao, expressdo (sorrindo, sério, triste), pela presenca de
oculos ou ndo. A Figura 14.1 exibe uma amostra dessas fotos. Cada linha de fotos corresponde a
um individuo. As imagens sdo normalizadas para alinhar os olhos e bocas. Eles aparecem mais ou
menos no mesmo local na imagem.

Vamos fazer uma andlise das fotos via componentes principais com o objetivo de reconhecer
estes rostos. Imagine que vocé tenha uma base de dados com vérias fotos de um conjunto de
individuos. Vocé€ vai especificar um sistema de vigilancia para uma companhia e apenas os 15
individuos destas fotos podem entrar num certo local. A checagem ¢ feita automaticamente com
uma nova foto tirada no momento da tentativa de entrada. Vamos usar o PCA para criar um sistema
para classificar esta nova foto a uma das 15 classes representadas pelos diferentes individuos.
Assim,o problema é: Chega uma nova foto. Queremos encontrar o rosto mais parecido com a nova
foto no banco de dados. Se o rosto mais parecido nao estiver préximo o suficiente da nova foto, a
entrada ndo € permitida.

O método das autofaces foi proposto por Turk and Pentland (1991a, 1991b). Ele € principal-
mente um método de reducdo de dimensionalidade, podendo representar muitos individuos com
um conjunto relativamente pequeno de dados. A idéia é representar a foto de um rosto como uma
soma de um rosto médio mais uma combinagdo linear de um pequeno nimero de pseudo-fotos,
que sdo as autofaces. Estas autofaces sdo fotos embacadas que capturam aspectos importantes da
composicdo de uma face.

Podemos imaginar cada foto sendo aproximadamente obtida como representado na Figura 14.2.
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Figure 14.1: Amostra de 5 fotos de 4 individuos.

As fotos a esquerda sdo aproximadamente iguais a uma mesma foto média (a primeira do lado
direito) mais quatro autofaces, cada uma delas multiplicada por um peso w;; que € especifico do
individuo. Diferentes individuos v@o variar apenas nos 4 pesos w;; que cada autoface recebe. As

autofaces sao fixas e as mesmas para todos os individuos considerados, bem como a face média, ue
também € a mesma para todos.

+wyq *

*
+wy,

&
+ wy3

*
+ wyg

Figure 14.2: Uma foto (a esquerda) é aproximandamente a soma de uma foto média mais quatro
autofaces multiplicada por pesos w;; especificos do individuo. Diferentes individuos véo variar
apenas nos 4 pesos w;; que cada autoface recebe.



14.3 Reconhecimento de faces com componentes principais 349

Neste exercicio, vocé deve reproduzir a andlise abaixo em R. Primeiramente, leia as as fotos no
R. Vou usar o pacote imager que fornece algumas funcionalidades para processamento de imagens
no R. Informacdes em http://dahtah.github.io/imager/gettingstarted.html. O pacote
imager is baseado em CImg, uma biblioteca em C++ criada por David Tschumperle (CNRS).
imager estd no CRAN e pode ser instalada a partir da linha de comando (se conectado a web).
Depois de instalar, carregue o pacote para a sessdo de trabalho.

install.packages("imager")
library(imager)

A funcdo load.image 1€ imagens em arquivos ou URLs. Formatos de imagens que t€ém
suporte atualmente sdo os seguintes: JPEG, PNG e BMP. Outros formatos pedem a instalacdo
de ImageMagick. Vamos mudar o diretério de trabalho para aquele que contem as imagens.
usando setwd ("dir_com_imagens"). A leitura da foto s5. jpg no diretério Faces3 € feita com
o comando load.image. A seguir, visualize a foto e imprima uma informacao bdsica sobre a foto:

im <- load.image(’Faces3/s5.jpg’)

plot(im) # 0 eixo vertical corre na direcao contraria ao usual
im

# A saida eh o que vai abaixo:

# Image. Width: 100 pix Height: 100 pix Depth: 1 Colour channels: 3

O objeto im € um objeto do tipo imagem com 100 x 100 pixels (width e height). Depth indica
quantos frames tem a imagem. Se depth > 1 entdo a imagem € um video. im possui trés canais de
cores, o usual sistema RGB (red-green-blue channels).

O comando is.array(im) retorna 7 mostrando que, na pratica, im € apenas um array 3-dim
para permitir a leitura de fotos coloridas com os 3 canais rgb. Cada slice do array armazena uma
das cores-canais fundamentais (3 canais, red-green-blue ou rgb channels com intensidades em cada
pixel). Entretanto, os 3 slices sdo idénticospois nossas imagens ndo sdo coloridas. Elas sdo apenas
pixels com diferentes intensidades de cinza. Vamos checar que os 3 slices do array 3-dim sao os
mesmos verificando apenas uma pequena parte:

im[1:5, 1:5, 1] == im[1:5, 1:5, 2]

# Como os 3 slices do array sao identicos, reduzimos a uma matriz 2-dim
im_mat = im[, , 1]

is.matrix(im_mat)

dim(im_mat) # Agora temos uma matriz 100 x 100

plot(im_mat) # im_mat ja nao eh mais uma imagem

image(im_mat) # heat map da matriz im_mat.

# 0 comando image eh do R basico e faz um heat map de matriz numerica

# Histograma dos tons de cinza dos 100%100 pixels da matriz im_mat
hist(im_mat)

# 0 tom de cinza eh um real entre 0 e 1 (ao inves do inteiro de 0 a 255)
# Uma amostra aleatoria de 5 desses pixels.

sample (im_mat,5)

Vamos agora ler todas as fotos e comecar de fato a andlise. Vamos declarar uma lista para
receber as fotos de todos os individuos: fotos = list(). Esta € uma lista de tamanho 15 e
cada elemento desta lista ¢ uma outra lista que contem 11 fotos de um mesmo individuo. As
fotos estdo em 15 diretérios, um para cada individuo, e nomeados como Facesl1, Faces?2, ...,
Faces15. Dentro de um diretério Facesi encontramos as 11 fotos, em formato .bmp e . jpg,
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nomeadas s1.bmp, s2.bmp, ..., s11.bmp e s1.jpg, s2.]jpg, ..., s1l.jpg. Cada uma dessas
fotos correspondem a diferentes poses de um mesmo individuo. Vamos ver como fazer a leitura das
fotos e armazenamento na lista fotos.

fotos = list()
for(i in 1:15){
fotos[[i]l]=1list() # elemento i da lista individuos eh uma lista tambem
for(j in 1:11){
# Leitura dos arquivos de fotos do individuo i
# Sao 11 fotos no diretorio Faces#i
fotos[[1]]1[[j]] <- load.image(sprintf ("Faces’i/s%i.jpg",i,j))
}
+
plot(fotos[[9]1]1[[7]]) # Exibe a foto 7 do individuo 9

Vamos ver algumas fotos aleatdrias. Cada linha de fotos serd um individuo distinto. Para que
todas as fotos caibam na janela grafica, vamos eliminar o espago deixado (como default) nas marges
dos gréficos. Para isto, vamos alterar os parametros graficos. Mas antes, vamos guardar uma cépia
dos parametros graficos default para restaura-los no final:

opar <- par() # salve parametros graficos
## elimine os espacos brancos nas margens e prepare a janela
## grafica para receber 4*5=20 fotos
par (mfrow=c(4,5), mar=c(0,0,0,0))
## plot as 5 primeiras fotos dos individuos 1, 3, 8 e 10
for(i in c(1, 3, 8, 10)){
for(j in 1:5) plot(fotos[[i]]1[[jl], axes=F)
3
## restaure as opcoes graficas default
par (opar)

Para a andlise de componentes principais, vamos converter as fotos em matrizes e colocé-las
numa lista fotosmat:

fotosmat = 1list()
for(i in 1:15){

fotosmat[[i]]=1ist ()

for(j in 1:11){

fotosmat [[i]][[j1] = fotos[[il][[j11[ , , 1]

}
}
# Checando se todas as 11 fotos do individuo 5 sao matrizes
sapply(fotosmat[[5]], is.matrix)
# todas as 11 matrizes-fotos sao de dimensao 100 x 100
sapply(fotosmat[[5]], dim)

Vamos empilhar as colunas de cada matriz formando uma tnica coluna. Com isto, perdemos
a dimensao espacial dos pixels da imagem. A seguir, coletamos as colunas numa grande matriz.
O comando stack faz isto mas ele funciona apenas com dataframes, nao funciona com matrizes.
Assim, transformamos a matriz em um dataframe e usamos o comando stack para empilhar.
O comando stack retorna uma matriz com duas colunas: numa, ficam os valores das colunas
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empilhados; na outra, ficam os indices das colunas na matriz original. Procure entender usando com
este exemplo simples: stack(as.data.frame(matrix(1:6, ncol=2))). Assim, precisamos
da primeira coluna da saida de stack. Montamos a matriz com os vetores empilhados.

mat_pixels = matrix(0,nrow=(100%100), ncol=11%15)
for(i in 1:15){
for(j in 1:11){
mat_pixels[,j+(i-1)*11] = stack(as.data.frame(fotosmat[[i]]1[[j11))[,1]
}
}

Vamos separar uma foto de cada individuo para fazer sua classificacio. Isto vai constituir o
conjunto de teste, onde vamos avaliar o nosso método de classificacdo como se estas fotos separadas
fossem novas fotos. Ficaremos com uma matriz com 150 = 15 x 11 — 15 colunas pois existem 15
individuos com 11 fotos cada um. Vamos escolher uma foto ao acaso de cada individuo. Comece
fixando a semente de nimeros aletérios:

set.seed(123)
## indice do numero da foto, dentro de cada individuo
ind = sample(15, 1:11, replace=T)

## pegando agora os indices das colunas de cada foto em mat_pixels
indcol = ind + ((1:15) - 1) =*11

# separando as fotos para teste posterior. Elas estao numa matriz
# com 15 colunas ordenadas de acordo com o indice dos individuos.
mat_teste = mat_pixels[ , indcol]

dim(mat_teste)

## Retirando as colunas de teste da matriz onde vamos aplicar PCA:
mat_pixels = mat_pixels[,-indcol]

Precisamos centrar todas as fotos do conjunto de treinamento subtraindo de cada foto a foto
média de todo o conjutnode fotos. Esta foto média € simplesmente a “foto” obtida tirando a média
aritmética sobre o conjunto de fotos em cada pixel. Isto &, para um pixel localizado numa certa
posicao, tiramos a média de todos os valores observados naquela posicao nas diferentes fotos do
conjunto de treinamento. Em R, isto é muito simples:

mat_media = apply(mat_pixels, 1, mean)
mat_centrada = mat_pixels - mat_media

Vamos desempilhar esta foto média e visualizd-la. Para desempilhar, n6s quebramos a coluna
mat_centrada em 100 colunas de tamanho 100, gerando uma “imagem” com a mesma quantidade
de pixels que as fotos originais.

foto_media = as.cimg(mat_media, x=100, y=100)
par (mfrow=c(1,1))
plot(foto_media, axes=F)

Obtemos agora os componentes principais da matriz transposta t (mat_centrada) com 150
itens e 10000 atributos. A matriz ¥ de covaridncia dos atributos (os pixels, neste caso) é uma matriz
de dimensao 10000 x 10000. Devemos portanto obter 10000 autovetores e autovalores. Vamos
usar a fungdo princomp do R.
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pca_pixels = princomp(t(mat_centrada))

Error in princomp.default(t(pca_pixels = princomp(mat_centrada)))
’princomp’ can only be used with more units than variables

A matriz mat_centrada possui mais atributos-colunas (p = 10000) que itens-linhas (n = 150).
Nesta situag@o, princomp nao funciona. O comando sabe que a matriz de covaridancia empirica
de dimensao p x p baseada numa matriz de dados de dimensao n x p possui posto igual ou menor
ao minimo entre n ¢ p. Isto significa que a matriz de covariancia da matriz de dads 150 x 10000
€ de dimnsao 10000 x 10000 e com posto150. Isto implica que existem 10000 — 150 autovalores
exatamente nulos e o algoritmo de princomp nao vai rodar. Uma saida simples € usar outro
comando, prcomp, que usa a decomposicao do valor singular (SVD) e ndo se incomoda com as
dimensdes da matriz de dados. Uma vantagem adicional € que o algoritmo SVD paraencontrar
autovaloes e autovetores é mais estivel numericamente e deveria ser preferido mesmo quando a
matriz tem mais linhas-itens que colunas-atributos.

pca_pixels = prcomp(t(mat_centrada))
summary (pca_pixels)
Importance of components:

PC1 PC2 PC3 PC4 PC5 PC6 PC7
Standard deviation 8.5911 7.9668 6.8476 4.96998 4.10745 3.83001 3.27323
Proportion of Variance 0.2041 0.1755 0.1297 0.06831 0.04666 0.04057 0.02963
Cumulative Proportion 0.2041 0.3796 0.5093 0.57759 0.62425 0.66481 0.69444

PC8 PC9 PC10 PC11 P
Standard deviation 3.00237 2.8962 2.52647 2.35629 2.23
Proportion of Variance 0.02493 0.0232 0.01765 0.01535 0.01
Cumulative Proportion .71937 0.7426 0.76022 0.77557 0.78

PC15 PC16 PC17 PC18

Standard deviation 1.84285 1.83284 1.74649 1.66961 1.6
Proportion of Variance 0.00939 0.00929 0.00844 0.00771 0.0
Cumulative Proportion .82334 0.83263 0.84106 0.84877 0.8

o O

o O

Veja a variancia explicada por cada um dos componentes. Os 10 primei

C12 PC13 pPC14
969 2.14522 2.06362
387 0.01273 0.01178
944 0.80217 0.81394
PC19 PC20 PC21
3947 1.58556 1.48814
0743 0.00695 0.00612
5620 0.86315 0.86928

ros PCs explicam 76%

da variacdo total. Acrescentar mais 10, ficando com 20 PCs, leva a 86% A saida do comando
prcomp mostra apenas os 150 primeiros componentes pois os outros 10000 — 150 componentes
principais tém autovalor igual a zero. Os 150 primeiros autovetores, de dimensao 10000 cada um,

formam as colunas da matriz pca_pixels$rot.

dim(pca_pixels\$rot)

## Grafico scree com os 10 primeiros autovalores (ou

## variancias dos 10 los PCAs)

plot(pca_pixels)

## Como sao muitos autovalores, defaultdo plot usa apenas
## Para ver TODOS os 150, podems extrai-los do objeto sdev

autovalores = (pca_pixels$sdev)~2

## Barplot das variancias acumuladas indicando a escolha d

os 10 1los

€ poucos
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## PCAs devem representar bem os 10000 atributos (pixels)
barplot (cumsum(autovalores))

## Vamos normalizar o eixo vertical dividindo pela soma total
aux = cumsum(autovalores)/sum(autovalores)
barplot (aux)

## Procurando ver a parte inicial do grafico com mais detalhes
barplot(aux[1:30], ylim=c(0,1))

## Vamos usar os 20 primeiros autovetores.
## Eles sao vetores de dimensao 10000 = 100 * 100

autovetores = pca_pixels$rot[ , 1:20]

Vamos criar agora as autofaces. Vamos desempilhar os autovetores quebrando a coluna de
cada um deles em 100 colunas de tamanho 100 cada uma. Com isto, cada autovetor d4 origem a
uma “imagem” com a mesma quantidade de pixels que as fotos originais. Vamos chamar estas
pseudo-fotos de autofaces

## Criando as autofaces
auto_face=1ist ()

for(i in 1:20){
auto_face[[i]] = as.cimg(pca_pixels\$rot[,i], x=100, y=100)
#100x100, grayscale image

}

## Vendo estas 20 autofaces
par (mfrow=c(4,5), mar=c(0,0,0,0))
for(i in 1:20) plot(auto_face[[il], axes=F)

Vamos visualizar uma face em mat_teste e sua aproximagdo usando as k primeiras autofaces.
Para isto precisamos escrever uma foto como aproximadamente uma soma da foto média mais uma
combinacgdo linear das primeiras k autofaces (todos como vetores). Em seguida, desempilhamos os
vetores e mostramos as faces.

Por exemplo, usando a face na coluna 5 de mat_teste. Vamos obter os coeficientes b; da
combinacdo linear

mboxfoto =~ fotomedia+ b1vy +byvy + ...+ b vy

Sabemos que b; € o produto interno dos vetores formados pela foto centrada com o autovetor vy.
Entdo

coef = t(autovetores) %*J, (mat_teste[, 5] - mat_media)
dim(coef)
# [1] 20 1

A matriz coef é uma matriz 20 x 1 com os coeficientes (by,by,...,ba). Este vetor-coluna é a
representacdo da foto no espago gerado pelos 20 primeiros autovetores. Nesta base de autovetores,
o vetor coef representa a foto aproximadamente. Os comandos abaixo geram uma aproximacao da
foto 5 em mat_teste usando 2, 3, 4 até 20 autovetores resultando na Figura 14.3.
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Figure 14.3: Um individuo e sucessivas aproximacdes usando 2, 3, até 20 autovetores.

foto_testeb = list()

foto_testeb5[[1]] = as.cimg(mat_teste[,5], x=100, y=100)

for(i in 2:20){
aprox_vetor = mat_media + autovetores[, 1:i] %*), coef[1:i,1]
foto_teste5[[i]] = as.cimg(as.numeric(aprox_vetor), x=100, y=100)

3

## guarde uma copia dos parametros graficos default

opar <- par()

## elimine os espacos brancos nas margens e prepare para 4*5=20 fotos
par (mfrow=c(4,5), mar=c(0,0,0,0))

## plot as fotos

for(i in 1:20) plot(foto_teste5[[i]], axes=F)

## restaure as opcoes graficas default

par (opar)

A primeira imagem € a imagem real. As seguintes fornecem as aproximagdes usando sucessi-
vamente 2, 3, até 20 autofaces. Parece que usar 20 autofaces talvez seja excessivo. Visualmente,
ndo existe uma diferenca relevante entre a aproximacdo obtida usando apenas os 12 primeiros
autovetores ou aquela com 20 autovetores. Apesar disto, vamos repetir esta aproximagao usando 20
autofaces para todas as fotos-colunas em mat_teste, salvando os coeficientes numa matriz coef
de dimensao 20 x 15:

coef = t(autovetores) %*% (mat_teste - mat_media)
dim(coef)
# [1] 20 15

Como classificar cada uma destas 15 fotos em uma das categorias disponiveis, as categorias
sendo os 15 individuos? Qual serd a taxa de acerto deste sistema de classificacdo? Vamos primeiro
obter a representacdo de cada uma das 150 fotos de treino nos 20 PCAs, exatamente como fizemos
com a fotos de teste
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coef_treino = t(autovetores) ’%*) (mat_pixels - mat_media)
## coef_treino eh matriz 20 x 150

Podemos ver como as 150 fotos do treino ficam dispostas no plano determinado apenas pelas
duas primeiras componentes principais. Supostamente, os dois primeiros componentes principais
ndo deve ser suficiente para discriminar bem os individuos.

par (mfrow=c(1,1))
colface = rainbow(15) [rep(1:15,rep(10,15))]
plot(coef_treino[1l,], coef_treino[2,], pch=21, bg=colface)

Vamos obter uma representacdo média de cada um dos 15 individuos. Vamos tirar a média dos
coeficientes das 10 fotos de cada individuo.

coefmedio = matrix(0, ncol=15, nrow=20)
for(i in 1:15){
coefmedio[,i] = apply(coef_treino[ ,(1+(i-1)*10) : (i*10)], 1, mean)
}
## Esta eh uma matriz 20 x 15

## Vamos ver como os 15 perfis medios do treino no plano
## determinado apenas pelas duas primeiras componentes principais

par (mfrow=c(1,1))
colface = rainbow(15)
plot(coefmedio[1,], coefmedio[2,], pch=21, bg=rainbow(15))

Cada foto de mat_teste, na representagdo dos 20 primeiros PCAs, é uma coluna da matriz
coef que tem dimensdo 20 x 15. A matriz coefmedio também é de dimensao 20 x 15. Para cada
foto (isto é, cada coluna de coef), vamos encontrar a coluna de coefmedio que € a mais proxima.
A ordem desta coluna mais préxima € o individuo mais préximo.

indproximo = numeric()
for(j in 1:15){

indproximo[j] = which.min( apply((coefmedio - coef[,j])~2, 2, mean) )
}

indproximo
(1] 1+ 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15
## Voila!! Classificacao perfeita!!!

O vetor indproximo indica que a primeira foto em mat_teste (coluna 1) foi classificada ao
primeiro individuo, o que € a decisao correta. Ele também indica que a segunda foto em mat_teste
(coluna 2) foi classificada ao segundo individuo, o que também é correto. Olhando o resto do
vetor,fica claro que a classificag@o foi a correta para todas as 10 fotos do conjunto de teste.

Em conclusdo, uma versiao aproximada de uma foto em escala de cinza de um rosto humano
pode ser obtida como uma combinacio linear de umas poucas autofaces (eigenfaces, em inglés):

foto = média geral +c vy +...c vy

Os autovetores ou PCAs vy, ..., v, da matriz de covariancia X da distribuicdo conjunta dos pixels
formam as autofaces. E impressionante que apenas algumas poucas, as primeiras k, autofaces ou
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PCAs sejam suficientes para obter uma boa semelhanca dos rostos da maioria das pessoas. As
autofaces se parecem com um rosto humano médio, sem muitos tracos distintivos.

O método de autofaces foi proposto por Turk and Pentland (1991a, 1991b). Ele é principalmente
um método de redugdo de dimensionalidade, podendo representar muitos individuos com um
conjunto relativamente pequeno de dados. De fato, no nosso problema, temos uma base de 10
fotos de 15 individuos, cada foto armazenada como uma matriz com 10* elementos. Assim, temos,
ao todo, 10 x 15 x 10* = O(10%) bytes para armazenar. Vamos imaginar uma base maior com
n individuos implicando em O(n10°). Ao chegar uma nova foto precisamos compari-la com
as 10n fotos por um procedimento ingénuo (naive). Com as autofaces, guardamos apenas 20
pseudo-fotos, as autofaces (possivelmente, apenas 12 seriam suficientes), e os coeficientes médios
de cada individuo. Veja que o nimero de autofaces nao varia muito com n. Mesmo que n seja
muito grande, teremos apenas um niimero pequeno de autofaces. Supondo que sejam 20 autofaces,
isto significa guardar (20 x 10%) 4 (20 x n). Por exemplo, com n = 1000 e 10 fotos para cada um
e com 20 autofaces terfamos que guardar e manipular 2.2 x 10° enquanto que uma comparagio
ingénua requer armazenar 10%, ou 1000 vezes mais espago.

No entanto, o0 método de autofaces pode ter um desempenho muito ruim se existir muita
diferenca entre as imagens na base de treinamento e as novas imagens (Moon and Phillips, 2001).
Uma imagem de um individuo sob iluminag¢do frontal pode ter coeficientes muito diferentes do
mesmo individuo, na mesma pose, sob iluminacao lateral intensa. Assim, as novas fotos devem ter
representantes similares na base de treino.

Autofaces é uma técnica antiga e ja existem muitas variacdes e melhorias, bem como outra
abordagens completamente diferentes para o mesmo problema. Para quem quiser se aprofundar
sobre as muitas outras técnicas envolvidas com o reconhecimento de faces, visite o website
http://www.face-rec.org/general-info/.

Exercicio: Reconhecimento de digitos

Este exercicio € praticamente a mesma coisa que foi feita acima para as faces. Ele foi extraido da
pagina web do livro pagina do livro The Elements of Statistical Learning, por Hastie, Tibshirani
e Friedman. Este excelente (e avangado) livro estd disponivel para download gratuito e legal na
pagina http://statweb.stanford.edu/ tibs/ElemStatLearn/.

O objetivo € construir um algoritmo em R para a classificacdo de digitos escritos 4 mao. Os
dados sdo uma parte da base US Postal Service Database e correspondem a digitalizacdo de nimeros
de CEP escritos a mao em correspondéncias enviadas pelo correio americano. Estes dados estdo na
pagina do livro, onde é chamado de ZIP code (€ o tltimo da lista de datasets).

O conjunto de dados refere-se a dados numéricos obtidos a partir da digitalizacio de digitos
escritos a mao a partir dos envelopes pelo Servico Postal dos EUA. Imagens em preto e branco
foram normalizadas em termos de seu tamanho de forma a caber em uma caixa de pixels 20 x 20,
preservando a sua razdo de aspecto (aspect ratio). As imagens resultantes contém niveis de cinza
como um resultado da técnica de anti-aliasing usada pelo algoritmo de normaliza¢do. As imagens
foram centradas em uma imagem 28 x 28 calculando o centro de massa dos pixels e traduzindo
a imagem de modo a posicionar este ponto no centro da matriz 28 x 28. O resultado final sdo
imagens 28 x 28 em tons de cinza.

A Figura 14.4 mostra os digitos 4 da base de dados. O objetivo do exercicio € inteiramente
andlogo ao de reconhecimento de faces. Queremos um método de classificacdo de novas imagens
de digitos manuscritos. Assim, vocé devera:

e Usando um conjunto de treinamento, criar uma regra de classificacdo de novas imagens de

digitos. Use os primeiros k autovetores da matriz de covariancia entre os pixels para fazer
esta regra de classificacdo. Vocé deve fazer seus cdlculos com k = 5,10, 15, 20.


http://www.face-rec.org/general-info/
http://statweb.stanford.edu/~tibs/ElemStatLearn/
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Figure 14.4: Imagens dos digitos 4 da base USPS.

k precisdo média | revocacdo média
5 7 7?
6 7 7
20 7 7

Table 14.1: Precisdo e revocacdo do método de classificagao de digitos como fung@o do niimero k
de autovetores.

e Usando apenas a amostra de TESTE, crie uma tabela de contingéncia 10 x 10 de confusdo
C. Nesta matriz C as linhas representam a classe verdadeira do digito (de 0 a 9) e a coluna
a classe em que ele foi alocado. Na entrada C;; vocé deve colocar o niimero de itens (ou
imagens) que cairam naquela categoria cruzada. Crie esta tabela com os quatro valores
distintos de k = 5,10, 15, 20.

e Calcule a propor¢do total das imagens da amostra de teste que caem na diagonal principal.
Esta é uma medida global de classificacdo correta do método. Para qual valor de k esta
propor¢do foi méxima?

e Preencha uma tabela como a que estd abaixo:

Precisdo média é a média aritmética da precisdo das 10 classes e definida como:

_ b 2. Gy
10&C,

pm

com Cj; sendo a soma da linha i na matriz de confusdo. Revocagcdo média € a média
aritmética da revocacdo das 10 classes e definida como:
1 & Gy

rm=—
10 = C,
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com C,; sendo a soma da coluna i na matriz de confusdo. Mais detalhes sobre precisdo (pre-

cision) e revocacdo (recall) podem ser vistos no verbete Precision and recall na wikipedia. Ver

também http://www.text-analytics101.com/2014/10/computing-precision-and-recall-for.
html.
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Classificag¢do
e Outros nomes:
— Andlise discriminante de Fisher;
— Classificacdo supervisionada.
Vamos comegar com a situagdo mais simples: duas classes
Individuos sdo amostrados e medimos um conjunto de p varidveis em cada um deles.

X =(X1,X2,....Xp)

Com base nas medi¢gdes em X, queremos inferir se X € popl ou X € pop2.
Para construir uma regra de classificacio de novos intens, usamos uma amostra com as
classes conhecidas (rotuladas):

Item Classe ou Populacdo Varidveis X| X5 ... X,

1 51 X171 X172 X173 XlA,p

2 m X21X0p X203 .- Xop

mi m Xiny,t Xony 2 Xmy 3 -+ Xy op

1 ™ Xiny+1,1 Ximy+12 Ximg+1.3 -+ Xy +1,p

™ Xy 12,1 Ximy+2,2 X423 - Xmy42,p
my U Xm1+m271 Xm1+m2,2 Xm1+mz,3 Xm1+mz,p
Novo Item ? X{ X5 X5 ... X;;

e ? — queremos inferir a classe

e X{ X5 X3 ... X, — conhecido, observado.

Exemplos

Exemplos

Por que precisamos predizer a classe de um item novo?
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Populagdes ) e m Varidveis Xj ... X,
. 1 - % do empréstimo frente ao faturamento
Risco de Crédito: Empresas y p
P anual da empresa
tomadoras de crédito em um banco .
Lo - tempo como cliente
m — créditos bons o L. .
. . - n° de empréstimos anteriores pagos a tempo
my, — créditos ruins
- saldo mensal
Cranios em um sitio arqueoldgico - Circunferéncia
71 — homens - Largura
m, — mulheres - Altura
- Medidas de grau de ansiedade
. . - Grau de perfeccionismo
Pessoas com tlcera e normais .
- Grau de sentimento de culpa
- Grau de dependéncia
Textos de James Madison - Frequéncias de palavras distintas e
ou Alexander Hamilton comprimento das sentengas
Populacdes ) e mp Varidveis X ... X,
- Comprimento da pétala
. - Largura da pétala
Duas espécies de flor guradap p
- Comprimento da sépala
- Largura da sépala
- Posic¢@o do antincio na pagina
Usuarios que clicam e - Tamanho do antincio
ndo clicam em um andncio - Tem imagem?
- Numero de palavras
- Nota do exame de entrada no curso
Alunos que evadem e que . L .
. - Medidas de motivagdo a partir de
completam um curso online R
oA questiondrio na entrada
(curso a distancia, curso noturno, -
curso de formacdo de professores) Renda familiar
¢ p - Idade
e Classe pode ser conhecida apenas no futuro. Ex.: Risco de crédito: No momento em que o
crédito € solicitado, ndo sabemos se o crédito do Individuo € bom ou ruim.
o Informacio sobre a classe ndo é conhecida com certeza. Ex.: Cranios arqueoldgicos danifica-
dos.
e Obter a classe implica em destruir o item. Ex.: Queremos classificar um paciente chegando

ao pronto socorro com lesdo na cabeca como UTI ou ndo-UTI, com base em algumas medidas
rapidas.

e Cada uma das populagdes possui uma distribuicdo conjunta para as p varidveis:

X =(X1,X2,....Xp)

e Populacio 1

(X] € popl) ~ Np(11,%1)

px1 pxp
Populacdo 2
(X| € pop2) ~ Np(lh2,X2)
px1 pxp

Com base na amostra rotulada (classe conhecida), podemos obter estimativas da distribui¢cdo
da populacio 1 e da populacio 2.

e Novo item

Olhar a distancia do novo item a U e tip = parece razodvel alocar X a populacido 1, pois a
distancia a it; € menor.

Distancia Euclidiana de X a y; € menor que sua distincia a ;.

No entanto, X parece pertencer a populacgio 2!

Precisamos levar em conta as correlagdes.

Precisamos olhar a distancia estatistica ou a distancia de Mahalanobis do novo item X a cada
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T2

Pix

M2
N T

X = (X1, X2) (Supondo apenas p = 2 variaveis)

Nao observamos a classe de X
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Item Classe ou Populagdo Varidveis X1 X5 ... X,
1 m X]}l X1,2 X173 X17p
2 m XZ,I X2"2 X2,3 X2,p
mp o Xml‘l Xml,Z Xm1.3 Xm],p
Médias X11 X12 X13 ... — X] vetor = |
1 ™ Ximy+1,1 Ximy+1.2 Ximy 41,3 -+ Xy +1,p
2 ™ X +2,1 X422 Xmy 42,3 -+ Xim42,p
mp U Xm1+m2,1 Xm1+m2,2 Xnn+n12,3 X'n1+mz,p
Médias X21 X2 X23 ... — X vetor = Ly

>ix

|
L1
um dos centros U € L.
Mahalanobis
e E(X)= u = vetor com os valores esperados de cada uma dos p varidveis
px1
e V(X)= X = matriz de variincias e covariincias do vetor X
pxp
o di =d*(X, )

= (X, u)'E (X, )
o d>=d*(X, 1)
= (X, .u2)t22_1 (X, “2)
Regra de Classificagdo (Inicial)

X = X-p" || ==
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i

e Aloque X a populacdo com menor d>(X, 1), onde d ¢ a distincia de Mahalanobis.
o Istoé,
- Sed*(X,u1) < d*(X,u,) = aloque X a popl;
— Caso contrdrio, aloque X a pop2.
e Espaco R? ¢ dividido em duas regides:
- Ri={xeRP|d*X, ) <d*(X,12)}
— R, =R? — R; = pontos que serdo alocados a pop2.
Quais sdo essas duas regides?
A seguir uma visdo intuitiva.
Resultado mais rigoroso vem a seguir.
Obtenha o perfil médio das duas populacdes.
Assuma que ¥ =X,
= autovetores de X e X, sd0 0s mesmos.
< as duas regioes.
e Outra maneira de ver a regra de classificagdo:
T = popl
{71'2 = pop2

z
X ~ {N(ul’ ) se € m = Assumindo X1 = ¥y, por enquanto.

N(,LLQ,Z), se €

e fi(x) = densidade do vetor X se € T
e f>(x) = densidade do vetor X se € m,

e Tomando a razdo das densidades no mesmo ponto X:

A _ ¢ ep(FEX—pm) T (X—m)) _ _ 20% _ 1) — A2(% _
falx) ge exp(%l(x_uz)tz—l(x_‘uz)) == exp( 1/2(d (X aul) d (X “2)))
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R0 =] |+ eop(F (X i)' = )

1 l

Constante em X dist. de Mahalanobis
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ftay > Lo d (X — ) < (X — pi2)

|

condicao para alocar a popl

e Veja que:

Podemos definir a regido de classificacio a popl usando a razdo de densidades.
Este segundo modo de ver o problema é muito ttil para a situacdo mais geral.
Uma situacdo mais geral:
— Custo de classificagdo errada pode variar
— Uma das populagdes é muito mais comum do que a outra
— A distribui¢do pode ndo ser gaussiana
Exemplo de risco de crédito:
— Cliente solicita empréstimo no banco
— Queremos saber, no momento do empréstimo, se ele ¢ um bom risco (pagard no prazo)
OU Um matu risco.
— Nos baseamos em vdrias caracteristicas (features) medidas no momento do empréstimo:
+ idade, sexo, tempo como cliente, saldo médio,
* % do empréstimo em relagao ao saldo,
* j& pegou empréstimo antes?
e Custo de classificacdo em uma matriz:

classificado em 7; | classificado em 7>
~ m
Populacao L. custo =0 c2lerm

p 9. Bom crédito 2 1)
Verdadeira p-
2

L 4. c(llem custo =0

Mau crédito (i 2)

¢(2] € m;) = custo de classificar como mau crédito um bom pagador;

= custo de perder um bom cliente;

= perder o pequeno ganho a ser obtido por juros do empréstimo.

¢(1] € m) = custo de classificar como bom crédito um mau pagador;

= custo de perder todo $$ emprestado;

= perder todo o valor emprestado

Em geral, nesse problema c(1| € m) >> ¢(2| € )

Isso tem impacto numa regra de classificag@o pois, se quisermos minimizar o custo esperado
de uma decisdo ruim, devemos levar em conta custos muito diferentes.

Como fazer isso?

O segundo ponto que queremos considerar é o tamanho desbalanceado das duas populagdes
Maus pagadores sdo muito mais raros do que bons pagadores.

E dai?

Suponha que os custos de classificagdo incorreta sejam iguais: ¢(1| € m) = ¢(2| € m;)
Aonde vocé classificaria o0 novo item se (d?(X — ;) = d*(X — up)???

Se (d*(X — 1) = d*(X — 1), estamos dizendo que nio existe evidéncia nos dados X para
saber se € 1) ou € m

Os dados X estdo igualmente distantes das duas populagdes

Resta a informagao a priori que diz que, com alta probabilidade (0.99) um novo caso vem de
.
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Saldo
medio

novo tomador de emprestimo

(%emprestimo
em relacao
ao saldo

Entdo, se os custos sdo os mesmos, deveriamos alocar em 7.

Como misturar custos e probabilidade a priori nos casos mais extremos?

Um terceiro ponto a ser considerado:

A distribuicdo dos dados pode ndo ser gaussiana.

No caso gaussiano, como f(x) = ¢’ - exp (5 (X — 1 )’Z7' (X — w1 ), comparar distancias
de Mahalanobis é equivalente a comparar duas densidades de probabilidades (estritamente,
apenas se ¥ = X»).

e Vamos considerar o caso de f(x) arbitrdria geral.

Expected cost of minimization (ECM)

e As duas densidades
e R e R, definidas por alguma regra de classificacio (ndo necessariamente boa).
Veja que:
(a) estabelecer uma particdo de R”, R; e R, = R? — R implica em definir uma regra de classificagdo
(aloque X a my, se X € Ry)
(b) uma regra de classificacdo implica em uma particdo do R?”:
R ={X €RP|sex €Ry, aregraalocaX a m }
R, =RP —R,
Assim, uma regra de classificacdo € equivalente a uma particdo.
e Probabilidade condicional de classificar um objeto em 7, quando, de fato, ele estd em 7| é:
P(Class. em m| € m) =P(X € Ry| € m) = [, f1(x)dx
e Similarmente,
P(Class.em m| € ;) =P(X € Ri| € m) = [, f2(x)dx
Vamos ver o caso em que p = 1 (uma unica varidvel)
As densidades fi(x) e f2(x), e Ry e Ry:
A probabilidade de classificag@o incorreta:
Veja que quando procuramos diminuir P (Class. em m| € m,) estamos aumentando P (Class. em m| € my).
Existe um trade-off entre essas probabilidades
Como escolher uma boa parti¢do de R; e R, do espaco R”?
Como os dois erros possuem custos diferentes, vamos minimizar o custo médio de ma classificacdo.
Temos também a probabilidade a priori de que os objetos venham da popl ou da pop2:

{ p1=P(em)

p2=P<€ ﬂz)ZI—P(G 7171):1—[71

Quadro geral:
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X1

x1

A fi(x) = densidade de m;

A f2(z) = densidade de o
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. x € Ry = classificado em 74

-y
s /” s r € Ry = classificado em 7y

A
T2
>
Ry
Volume de fi(z) em Ro
Ry
fa(z)

X1
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fa(z)

| AE

Ry

47/]”

T
>

Ry ———»

area = P (Class. em ma| € mp) = fRz fi(x)dz

e Podemos ter c(2| € m1) # (1] € m)

e As vezes ocorre o custo mais elevado

e Queremos uma regra que, em geral (ou, em média) leve a um custo pequeno = queremos
um custo médio (ou esperado) pequeno.

e Custo esperado (ou custo médio):
EMC =c(2| € m)P(X € Ry| € m)P(7)) + (1| € ;m)P(X € Ry| € m)P(my)
— EMC — custo esperado de m4 classificacao.

e Conseguimos escrever:

popl

pop2

Queremos achar as regides R e Ry que minimizam o ECM.
Solugdo:

Prova: Queremos R € R, que minimizam ECM:

como Ry URy = R” entdo 1 = [, fi(x)dx =[5, fi(x)dx+ [g, f1(x)dx.
e Portanto:

class. em 2 class. em 1
custo =
custo = 0 ok!
c(2] € m)

class. em 2

class. em 1

custo = 0 ok!

custo =
(1] € m)
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pop m1 pop 72

prob. P = (class. em 2| € m1) prob. P = (class. em 1| € ma)

class. em 2 class. em 1 class. em 2 class. em 1
custo = custo =
custo = 0 custo = 0
0(2‘ € 71'1) C(1| (S 7T2)

l

Incorre nesse custo com pI'Ob.
P(WI)P(X S R1‘7T2)

fi(x) > c(ljems) D2

Ri = x tais que
fo(z) ~ c(2lem) p1
! ! '
razao de  razao dos razao das
densidades  custos  probabilidades
a priori
Ro = RP — R4

EMC:C(2| € 7T1)P(X S R2| S 7T1) P(’f(’l) +C(1| € 7T2)P<X € Rl‘ € 7T2) P(7T2)

I !

Jr, f1(z)dz Jr, fo(z)dx

EMC =c(2| € m)|1— le f1(z)da P(m1) 4+ c(1] € ma)|1 — le fo(x)dx | P(ms)

= C(2| S 7T1)P(7T1) + le (—C(2| S 7T1)P(7T1)f1($) +C(1| S 7T2)P(7T2)f2(l‘))d$

todos > 0

ECM = c¢(2| € mp)P(m )+ le (c(1] € mo)P(m2) fo(x) — c(2] € m)P(m1) f1(2)) dw

\/

(%)
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R1 = {x tais que|isto|eh valido}

Ry = complementar de R

$+0) = g |+ eonlF (X - B )

v dist. de Mahalanobis
A mesma constante

nas duas populacoes

e Queremos escolher R; de forma que ECM seja minimo.
e O 1° termo nao envolve R;.
e O 2° termo: Escolher R; é escolher a regido em que (*) serd integrada.
e Escolhemos R = {x tais que (*) < 0} — Isso minimiza ECM.
e Mas:
Classifica¢do 6tima com duas gaussianas
Caso1: X1 =%, =X
Portanto:
Ry — Aloque x a ; se:
Exercicio: Abrindo as expressdes acima e manipulando encontramos:
— Aloque x a 7y se:
— Caso contrério aloque a ;.
e Caso2: ¥ #X,
e A solugdo geral € valida:

m Example 15.1 Sensores baratos foram usados para identificar a espécie de inseto que passava
por uma ambiente a partir da captura do som da batida das asas [chen2014flying]. A Figura 15.1
mostra na parte superior o histograma das frequéncias sonoras (em Hertz, Hz) das batidas das asas
de 3000 insetos, sendo 1000 de cada uma de trés espécies: Cx. stigmatosoma, Aedes aegypti, Cx.
tarsalis. Na parte inferior, as densidads gaussianas que ajustam-se razoavelmente aos histogramas
acima. Seja X a frequéncia em Hertz da batida das asas de um inseto aleatdrio e seja C a sua
espécie, com trés valores possiveis. Assim, as densidades gaussianas na parte inferior representam
a densidade condicional (X|C = ¢) parac = 1,2,3.

fle) _ 7 erp(FX—p)'S (X —pm)) _ eop(SL(X — j)'S 1 (X — )+
) gte eatp(%l(X—ug)tE—l(X—/u) _Tl(X . ,LLQ)tZ_l(X _ MQ))
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Ry = {a tais que eap(SH(X — i) S — )+ 52 (X — o) D H(X — ) > UET) o1
C(2|€7T1) P2
Tome log’s

S )T )+ (X )BT ) 2 2log (SR

Se o interesse fosse usar apenas uma Unica varidvel, X, para inferir a espécie C de um dado inseto,
a tarefa seria simples se estivéssemos considerando apenas Cx. tarsalis versus uma das outras duas.
Como as duas gassianas sao bem separadas no eixo x, quando uma das densidades tem algum valor
significativo, a outra é praticamente zero. Ja usar X para classificar Cx. stigmatosoma versus Aedes
aegypti ¢ uma tarefa bem mais complicada e sujeita a muitos erros de classificacio.

Suponha que os custos de mé-classificacdo sejam iguais e que as probabilidades a priori de qualquer
duas espécies também sejam iguais. Intuitivamente, qual seria a regido R; de classifica¢do para
aespécie C =1 (Cx. stigmatosoma) versus C = 3 (Cx. tarsalis)? E para classificar C = 1 versus
C =2 (Aedes aegypti)? Sabemos que, para decidir entre C =1 e C = 2, devemos alocar o inseto a
C=1sexecR={xtais que fi(x) > fa(x)}. Assim, basta comprara as gaussianas e veirficar qual
delas tem maior altura num dado valor de x. A espécie desta densidade mais elevada € a regra de
alocagdo 6tima.

A Figura 15.2 apresenta as mesmas trés espécies e as estimativas das densidades de probabilidadeda
v.a. T, o tempo em que um inseto é observado, em funcdo de sua espécie. Cada curva tem uma
area toda igual a a 1. Assim, Cx. stigmatosoma é um inseto de comportamento predominantemente
noturno. J4 Cx. tarsalis prefere voar de manha mas também durante a noite. Como seria a regido R
para diferenciar estas duas espécies? Seja R a regido para classificar na espécie Cx. tarsalis.

15.0.1 Bayes’ Theorem for random vectors is analogous to Bayes’ Theorem for events.

NowBayes’ Theorem suppose X and Y are random vectors with a joint density f(x,y). Substituting
F069) = frx Ol £(x) into (22), we have

fX\Y(xb’) = Jw
Frix O (x)

fr(y)

This is a form of Bayes’ Theorem.
Bayes’ Theorem for Random Vectors If X and Y are continuous random vectors and fy (y) > 0

(15.1)

we have
Fetp (aly) = —TXOP/x ()
Xy ffy\x(ﬂx)fx(x)dx.
If X and Y are discrete random vectors and fy (y) > 0 we have
_ Jrix (%) fx (x)
Txy (xly) = Lo frix (610 fx (%)

(11— p2)' X7 e > lu (% 52—2) + 5 (1 — p2)" 27 (i + pa2)
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1
hilw) = (2m)p/2[5}/?
_ 1
PA2) =| e o1

a constante nao se cancela e
a expressao matricial mais

complicada

c(l]ems) pl}

c(2]€m) p2

Cx. stigmatosoma. @ Cx
200 400 600 800
de. aegypti. 9
Cx. stigmatosoma. @ Cx.
200 400 600 800
Figure 15.1: bla
dawi n dusk
M
I\
Cx. s [
Cx | \\
' 1 pti. 1/
| g}/)' ! 4 - \,
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Figure 15.2: bla

exp(5H (X — m)'S7 (X — 1))

exp(H (X — )35 H(X — 1))
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Proof: These results follow by using the definition of marginal pdf in the denominator of (15.1). [J
The resemblance of this result to Bayes’ Theorem for events may be seen by comparing the
formula (??), identifying X with A and Y with B. The theorem also holds, as a special case, if X
and Y are random variables.

15.0.2 Bayes classifiers are optimail.

Suppose X is a randomBayes classifiers variable (or random vector) that may follow one of two
possible distributions having pdf f(x) or g(x). If x is observed, which distribution did it come
from? This is the problem of classification.classification Typically, there is a random sample
X1,...,X, and the problem is to classify (to one of the two distributions) each of the many
observations. A decision ruledecision rule or classification rule is a mapping that assigns to each
possible x a classification (that is, a distribution). What is the best classification rule? A
classification error is made if either X ~ f(x) and the observation X = x is classified as coming
from g(x) or X ~ g(x) and the observation X = x is classified as coming from f(x).
Theorem Suppose X is drawn from a distribution having pdf f(x), where f(x) > 0 for all x, with
probability 7 and from a distribution having pdf g(x), where g(x) > 0 for all x, with probability
1 — 7. Then the probability of committing a classification error is minimized if X = x is classified
as arising from f(x) whenever 7 f(x) > (1 —m)g(x), and is classified as arising from g(x) when
(1-7m)g(x) = f(x).
Before proving the theorem let us interpret it. Let C; refer to the case X ~ f(x) and C; to X ~ g(x),
where we use the letter C to stand for “class,” so that the problem is to classify x as falling either in
class C; or class C;. We take P(Cy) = w and P(C,) = 1 — m. The Bayes classifier assigns to each x
the class having the maximal posterior probability, P(C;|X = x) versus P(C2|X = x), given by

o S
PO =0 = e 1)
and

P ) £ )

fE)m+gx)(1-m)

The theorem says that the Bayes classifier minimizes the probability of misclassification.
Details:
Proof details:

We consider the case in which the two distributions are discrete and, for simplicity, we assume
m=4. LetR={x: f(x) < g(x)}. We want to show that the classification rule assigning x — g(x)
whenever x € R has a smaller probability of error than the classification rule x — g(x) whenever
x € A for any set A that is different than R. To do this we decompose R and its complement R¢ as

R=(RNA)U(RNA®) and R = (R°NA) U (R°NA®). We have

Yo=Y o+ )Y f (15.2)

XER XERNA XERNAC

and
Y s= Y s+ Y sgW. (15.3)
XERC XERNA XERCNAC

By the definition of R we have, for every x € R, f(x) < g(x) and, in particular, for every x € RNA€,
f(x) < g(x). Therefore, from (15.2) we have

Y o< Y ro+ Y s (15.4)

XER XERNA XERNAC
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Similarly, from (15.3) we have

Y s< Y fo+ ) gl (15.5)
XERC XERNA XERCNAC
Strict inequality holds in (15.5) because A is distinct from R; if A = R then R° NA = 0 and the first
sums in both (15.3) and (15.5) become zero. Combining (15.4) and (15.5) we get

YW+ Y s < Y fW+ Y s+ Y f)+ Y gk

XER XERC XERNA XERNAC XERNA XERCNAC

and the right-hand side reduces to Y, c4 f(x) + YL cac &(x). In other words, we have

Y@+ Y s < Y f)+ Y g). (15.6)
X€ER XERC X€EA XEAC
The left-hand side of (15.6) is the probability of an error using the rule x — g(x) whenever x € R
while the right-hand side of (15.6) is the probability of an error using the rule x — g(x) whenever
x € A. Therefore the rule x — g(x) whenever x € R has the smallest probability of classification
error.
The case for general 7 is essentially the same, and the continuous case replaces sums with integrals.
O
Corollary Suppose that with equal probabilities X is drawn either from a distribution having pdf
f(x), where f(x) > 0 for all x, or from a distribution having pdf g(x), where g(x) > 0 for all x.
Then the probability of committing a classification error is minimized if X = x is classified to the
distribution having the higher likelihood.
The theorem extends immediately to finitely many alternative classes (distributions). We state it in
the language of Bayes classifiers.
Theorem Suppose X is drawn from a distribution having pdf f;(x), where f;(x) > 0 for all x, with
probability m;, fori =1,...,m, where m; +--- + m, = 1, and let C; be the class X ~ f;(x). Then the
probability of committing a classification error is minimized if X = x is classified as arising from
the distribution having pdf fi(x) for which Hy has the maximum posterior probability

P(CIX = x) = _JKXT (15.7)

iz fi(x)m;
among all the classes C;.

Corollary Suppose n observations X1, ..., X, are drawn, independently, from a distribution having
pdf fi(x), where f;(x) > O for all x, with probability x;, for i = 1,...,m, where m + -+ + 7, = 1,
and let C; be the class X ~ f;(x). Then the expected number of misclassifications is minimized if
each X; = x; is classified as arising from the distribution having pdf fi(x;) for which Cy has the

maximum posterior probability

Jie(x)) T
iy filxj)mi
among all the classes C;.
Proof: Let Y; = 1 if X; is misclassified, and O otherwise. The theorem says that
P(Y;=1) = P(Y; = 1) is minimized by the Bayes classifier, which maximizes (15.7). The
expected number of misclassifications is then E(Y;Y;) and we have

Y E(Y)
= Y PY,=1)

i

= nP(Y;=1).

P(Ci|Xj =xj) =

E(} Y)
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/ .
Y 's de popl o mais separado
v’s de pop?2 possivel
Therefore, the expected number of misclassifications is minimized by the Bayes classifier. U

Example ?? (continued from page ??) We described previously the use of Bayes’ theorem in
decoding saccade direction from the activity of neurons in the supplementary eye field. This may
be considered an application of Bayesian classification. Previously we took the events A, A, As,
and A4 to be the saccade directions up, right, down, left. To put this in the notation of the corollary
above, we may write C; : A;, for i = 1,2,3,4. The observations X; are then random vectors of length
55 representing spike counts among 55 neurons. The unpublished work, previously cited, by Kass

and Ventura, took the neural spike counts to be independent (they were, in fact, recorded
separately) and Poisson distributed. Initial data (usually called training datatraining data) were
used to estimate the 55 Poisson parameters. This provided the pdfs fi(x) that appear in the
corollary above. The cited prediction accuracy of 95% from Bayesian classification (“Bayesian
decoding”)Bayesian decoding was achieved on separate data (fest data).test data g
The fundamental result given in the theorem extends to the case in which different penalties result
from the various incorrect classifications. This more general situation is treated by decision
theory.decision theory Suppose d(x) is a mapping that assigns to each x a class (a distribution).
Such a mapping is called a decision rule.decision rule Let us denote the possible values of any such
rule by a (for action), so that a may equal any of the integers 1,2, ...,m. The penalties associated
with various classifications, or decisions, may be specified by a loss functionloss function L(a, i),
where each L(a, i) is the non-negative number representing the penalty for deciding to classify x as
arising from f,(x) when actually it arose from f;(x). We then may consider the expected loss
E(L(d(X),i)), i.e., the average behavior of the decision rule, which is also known as the risk of the
decision rule. The decision rule with the smallest risk is called the optimal decision rule.optimal
decision rule Assuming that the distribution with pdf f;(x) has probability 7;, for i = 1,...,m, this
optimal rule turns out to be the Bayes rule,Bayes rule which is found by minimizing the expected
loss computed from the posterior distribution. The theorem above then becomes the special case in
which L(a,i) =0 if a =i and L(a,i) = 1 otherwise, for then the risk is simply the probability of
misclassification.

15.1 Funcdo Discriminante Linear de Fisher

Linear Discriminant Analysis (LDA): Sejam X (X;,X>, ... X))
Fisher: Vamos criar um indice univariado (escalar) calculando Y = I'X, onde ¢ = (11,1, ... I,) é
um vetor de constantes de forma que os:
Projecdo ortogonal de X em ¢:
Suponha [|/||* =1
Estamos buscando dire¢do I em que I’X = Y dos dois grupos sejam maximalmente separados
¢ acima € uma ma escolha!
Projec¢do Y = I'X de dois vetores X: um de popl, outro de pop2.
Projecdo de todos os vetores gerando os escalares Yj1 Y2 ... Y1y, (popl) Y21 Y22 ... Yam, (pop2).
Pop1 e pop2 néo ficam separadas.
Melhor dire¢@o ndo tem associacdo simples com os autovetores de X
A esquerda, bom [ = 2° (menor) autovetor.
A direita, bom [ &~ 1° (maior) autovetor.
e Na maioria das vezes, ndo € nenhum dos autovetores de X
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comprimento €
/X =Y
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. pop2 uma diregao 1
2 bem melhor para
para gerar grupos

K2 bem separados

escalares Y

direcao [

bom [

H2 Qual a melhor direcao de 1?7

v

\J
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A
Xo p x,=| Y12 (1
popl :
Xm1+1 } : ylml
Xy 41 Ut 41 = Y21
Xm1+2 p0p2 . Y22 Y2
Xm1 +mao \ Y2my
Matriz dos dados n°® reais
(mq + ma)xp escalares
Separagao entre os grupos das duas populagoes = ||7n — 2|
e o o :

Para encontrar a solucio Fisher raciocinou assim inicialmente:
— Projete cada item de dado [ gerando o escalar Y = I'X
— Calcule a média de: popl =y, pop2 =y
Procure a dire¢do [ em que ||y; — y»|| seja mdxima.
Mas isso tem um problema:
ly1 — 2|| € grande mas as proje¢des ndo estdo bem separadas.
Outra dire¢do em que ||y; — y2|| € menor do que a primeira, mas que separa melhor as duas
populacdes.

Solucdo de Fisher
Separagdo = w
- Sy = DP das observagdes no eixo da projegéo S§ = m (ZT:' Lo =)+ Y02 (2 — y'z)z)
Teorema: A combinagio linear Y = I’X que maximiza a separag¢do i S: vy_ 21l ¢ dada por !’ =

a1
(xl _xz) LS;gooled' ”
Spooled = ﬁlSpopl + WzSpopZ;

- Spop1 — Matriz de variancia e covariancia da popl.

e Prova: Johnson & Wichern, Applied Multivariate Statistical Analysis.
e [DA de Fisher assume que as matrizes de covariincia X e X, sejam iguais.
e Assim, Fisher LDA fornece uma direcdo [ em que, se projetarmos os dados, teremos o

maximo de separagdo entre as populacdes.

e Podemos usar LDA para classificacdo, mas...
e Este procedimento resulta na mesma regra de classificacdio vista antes no caso gaussiano.
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17.1 Introducdo

Vimos na se¢@o 12.13 e na se¢@o 12.14 as defini¢des de esperanca e varidncia condicional no caso
discreto. O caso coninuo foi tratado nas se¢des 12.19 e 12.20.

17.1.1 The conditional expectation E(Y|X = x) is called the regression of Y on X.

The conditional expectationconditional expectation of Y|X is

E(YX =)= [ fyn(5h)dy

whereregression the integral is taken over the range of y.

Illustration: Spike count pairs (continued) For the joint distribution of spike counts let us
compute E(X[Y = 0). We previously found fxy(0/0) = .60, fxy(1]0) = .30, fxy(2]0) = .10.
Then

E(X|Y =0) =0(.6)+1(.3) +2(.1) = .5.

0

Note that E(Y|X = x) is a function of x, so we might write M(x) = E(Y|X = x) and thus
M(X)=E(Y|X) is a random variable. An important result concerning M (X) is often called the law
of total expectation.

Theorem: Law of total expectation. Suppose X and Y arelaw of total expectation random
variables and Y has finite expectation. Then we have

E(E(Y]X)) = E(Y).
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Proof: From the definition we compute
BECX =) = [ (/30w
= [ [ shbboseodady
= / / Yfxy)(x,y)dxdy
= /yfy (y)dy =E(Y).00
There are also the closely-related law of total probability and law of total variance.

Theorem: Law of total probability. Supposelaw of total probability X and Y are random
variables. Then we have

E(P(Y <y[X)) = Fr(y).

Proof: The proof follows a series of steps similar to those in the proof of the law of total
expectation. U
We may also define the conditional variance of Y |X

VX =) = [(=E(VIX =)y bldy

and then get the following, which has important applications.

Theorem 17.1.1 — Law of total variance. Suppose X and Y are random variableslaw of total
variance and Y has finite variance. Then we have

V() = V(E(Y]X)) + E(V(Y|X)).

Proof: The proof is similar to that of the law of total expectation. U

m Example 17.1 Suponha que uma seguradora possua uma linha de seguros tais como seguros
de automéveis. No mercado de seguros, a palavra sinistro refere-se a qualquer evento em que o
bem segurado (um automovel, por exemplo) sofre um acidente ou prejuizo material. Seja N o total
aleatdrio de sinistros que ela vai registrar num certo periodo. Um segurado pode ter mais de um
sinistro no periodo. Estamos simplesmente somando o total de sisnitros que aconteceu com todos
os segurados.

Cada um dos N sinistros ocasiona uma perda monetdria aleatéria X. Quando N = n, estas perdas
sdo representadas por X1,X>,...,X, e S =Y | X;. Entretanto, o total de sinistros ¢ aleatdrio e
portanto a perda total no per‘iodo é igual a

S:

N
Xi=X1+Xo+...+ Xy

i=1

Esta soma possui duas fontes de variabilidade. Na primeira delas, os termos X1, X5, ... sdo aleatdrios
e ocasionam variabilidade em S. Na segunda fonte, o nimero de termos que sdo somados também
¢ aleatorio.

A distribuicdo de X € bem conhecida a partir das perdas individuais. Um histograma das milhares
de perdas que a seguradora teve de indenizar em periodos passados fornece uma boa base empirica
para estimar a distribui¢io de X e, em particular, E(X) = uy e V(X) = o32.

Também a partir do passado, a seguradora sabe que, com o total de clientes que ela possui na carteira,
ela pode esperar N em torno de certo valor E(N) e com certa variancia V(N). Por exemplo, talvez
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a seguradora ja tenha estudado o nimero de perdas e descoberto que ela segue uma distribui¢do de
Poisson com média proporcional ao nimero de clientes. Em resumo, de alguma forma a seguradora
tem uma boa estimativa para E(N) e V(N). Vamostambém assumir que N e as perdas individuais
X1,X>,...sdo v.a’s independentes. Se por acaso no periodo acontecer um nimero N de sinistros
maior que o valor esperado E(N) isto ndo vai afetar a distribui:céo dos X;’s individuais. As perdas
individuais nao tenderdo a ser maiores que sua média, por exemplo.

A seguradora tem interesse em conhecer o comportamento probabilistico de S = (X; + ...+ Xy).
Em particular, queremos E(S) e V(S), a esperancga e varidncia de S. A seguradora quer saber como
as caracteristicas das perdas individuais (E(X) = px e V(X) = 62) e do niimero de perdas (E(N) e
V(N)) se combinam para gerar E(S) e V(S).

Para apreciar como a presenca das duas fontes de variabilidade complicam as coisas, vamos pensar
inicialmente em E(S) = E(X; +...+Xy). Como a esperanca soma de v.a.’s € a soma das esperangas
das v.a.’s, um primeiro impulso € pensar que esta regra pode ser aplicada aqui e escrever:

Entretanto, esta propriedade nao € vélida aqui. Ela vale quando somamos um ndmero fixo de
termos, ndo um nimero aleatério. Note, por exemplo, como nao sabemos quantos termos estamos
somando no lado direito da expressdo acima.

Entretanto, usando a esperanga iterada, é facil obter E(S). Suponha que N = n. Neste caso,
E(S|N =n) =E(X; +...+X,|N = n). Agora o nimero de termos na soma estd fixado (em n) e
podemos usar a propriedade de esperanga de somas de v.a’s: E(X; +...+X,|N =n) = E(X;|N =
n)+...+E(X,|N =n). Como os X;’s sdo independentes de N e como E(X;|N = n) = ux para todo i,
temos E(S|N = n) = nuy. Portanto, para um N aleatdrio, ndo especificado, teremos E(S|N) = N .
Nio deixe passar batido que esta tltima expressdo é uma v.a. Isto é, E(S|N) ¢ uma v.a. O termo N
aparecendo nesta expressdo é uma v.a. e € por isto que podemos tomar a esperanca da v.a. E(S|N):

E[E(SIV)] = E[Npx] = ixE[N] .
Um tanto desapontados, concluimos que
E(S) = E[E(SIN)] = uxE[N] = E[X] E[] .

O desapontamento é porque provavelmente isto € o vocé que chutaria de cara: o valor esperado de
uma soma aleatdria de termos X; i.i.d. € a esperanca iy dos termos individuais vezeso tamanho
esperado E [N] do nimero de termos. So, no big deal, then. Muito cuidado, muita consideragéo,
muito ndo pode isto ou aquilo para descobrir no final que o mais intuitivo e direto era o correto
desde o inicio.

Entretanto, este raciocinio simples e direto nao funciona em geral e, porexemplo, vai se quebrar no
préximo passo, quando vamos calcular V(§). Como a varidncia de uma soma de v.a.’s independentes
¢ a soma das variancias das v.a.’s, de forma similar ao da esperanca podemos esperar que a variancia
da soma aleatéria V(S) seja igual a E(N) o. Veremos agora que isto é incorreto. A varidncia
correta € uma valor maior que este.

Vamos usar a formula da decomposi¢éo da varidncia condicionando em N. J4 obtivemos E(S|N) =
Ny . Vamos agora obter V(S|N). Como antes, escolhendo um valor arbitrario mas fixo, temos

VSIN=n)=VXi+...+XIN=n)=V(XiIN=n)+...+ V(X,|N =n).

pois os X;’s sdo independentes de N. Temos V(X;|N = n) = o3 para todo i. Assim, V(S|N =n) =
noi e portanto, tomando N aleatério, V(S|N) = No32.
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Usando agora a decomposi¢ao de variancia:

V(S) = V(E(SIN))+E(V(S|N)) (17.1)
= V(ux N)+E(ox N)) (17.2)
= Uz V(N)+og E(N)) (17.3)

Assim, em relagio ao chute incorreto que comentamos antes, V(S) possui o termo u? V(N)
adicionalmente ao termo ja esperado o E(N). Este termo adicional é causado pela natureza
aleatdria do nimero N de termos na soma S. Se tivermos um valor N = n fixo, teremos V(X; +...+
X,) = noZ. Se N for aleatdrio, nio basta substituir n por E(N) pois V(X; + ...+ Xy) # E(N)oZ.
A varincia neste caso é a soma deste termo a direita mais u2 V(N).

Na verdade, existe uma situagdo em que V(X + ...+ Xy) = E(N)o3z. Isto ocorre quando iy =0
pois entdo o term adicional u? V(N) é zero.

FAZER GRAFICO PARA INTERPRETAR OS DOIS FATORES. Grafico de S x N com E(N)
marcado no eixo x. Variancia de S aumentando com N. O primeiro deles é E(N)o3 e representa
quanto podemos esperar de variancia? O segundo termo é ug V(N) e representa a variabilidade do
que podemos esperar da soma?

m Example 17.2 In the spike count pairs illustration, we computed the conditional expectation
E(X|Y =y) for a single value of y. We could evaluate it for each possible value of y. When
we consider E(X|Y = y) as a function of y, this function is called the regressionregression of X
on Y. Similarly, the function E(Y|X = x) is called the regression of ¥ on X. To understand this
terminology, and the interpretation of the conditional expectation, consider the case in which (X,Y)
is bivariate normal.

figure=../figs.dir/galton-contour.ps,angle=-90,width=2.5in  figure=../figs.dir/galton.ps,angle=-90,width=2.5in

Figure 17.1: Conditional expectation for bivariate normal data mimicking Pearson and Lee’s data
on heights of fathers and sons. Left panel shows contours of the bivariate normal distribution based
on the means, standard deviations, and correlation in Pearson and Lee’s data. The dashed vertical
lines indicate the averaging process used in computing the conditional expectation when X = 64 or
X =72 inches: we average y using the probability fy|X (y|x), which is the probability, roughly, in
between the dashed vertical lines, integrating across y. In the right panel we generated a sample of
1,078 points (the sample size in Pearson and Lee’s data set) from the bivariate normal distribution
pictured in the left panel. We then, again, illustrate the averaging process: when we average the
values of y within the dashed vertical lines we obtain the two values indicated by the red x. These
fall very close to the least-squares regression line (the solid line).

m Example 17.3 — Regression of son’s height on father’s height. A famousregression data set,
from Pearson and Lee (1903) (Pearson, K. and Lee, A. (1903) On the laws of inheritance in man,
Biometrika, 2: 357-462.), has been used frequently as an example of regression. (See Freedman,
Pisani, and Purves (2007).) (Freedman, D., Pisani, R., and Purves, R. (2007) Statistics, Fourth
Edition, W.W. Norton.) Figure 17.1 displays both a bivariate normal pdf and a set of data generated
from the bivariate normal pdf—the latter are similar to the data obtained by Pearson and Lee (who
did not report the data, but only summaries of them). The left panel of Figure 17.1 shows the
theoretical regression line. The right panel shows the regression based on the data, fitted by the
method of least-squares, was discussed briefly in Chapter ?? and will be discussed more extensively
in Chapter ??. In a large sample like this one, the least-squares regression line (right panel) is close
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to the theoretical regression line (left panel). The purpose of showing both is to help clarify the
averaging process represented by the conditional expectation E(Y |X = x).

The terminology “regression” is illustrated in Figure 17.1 by the slope of the regression line being
less than that of the dashed line. Here, oy = Oy, because the variation in sons’ heights and fathers’
heights was about the same, while (ux,y) = (68,69), so that the average height of the sons
was about an inch more than the average height among their fathers. The dashed line has slope
oy /ox = 1 and it goes through the point (uy, y ). Thus, the points falling on the dashed line in the
left panel, for example, would be those for which a theoretical son’s height was exactly 1 inch more
than his theoretical father. Similarly, in the plot on the left, any data points falling on the dashed
line would correspond to a real son-father pair for which the son was an inch taller than the father.
However, if we look at E(Y|X = 72) we see that among these taller fathers, their son’s height tends,
on average, to be less than the 1 inch more than the father’s predicted by the dashed line. In other
words, if a father is 3 inches taller than average, his son will likely be less than 3 inches taller
than average. This is the tendency for the son’s height to “regress toward the mean.”regress toward
the mean We understand the phenomenon as follows. First, the father is tall partly for genetic
reasons and partly due to environmental factors which pushed him to be taller. If we represent
the effect due to the environmental factors as a random variable U, and assume its distribution
follows a bell-shaped curve centered at 0, then for any positive u we have P(U < u) > 1/2. Thus,
if u represents the effect due to environmental factors that the father received and U the effect that
the son receives, the son’s environmental effect will tend to be smaller than the father’s whenever
the father’s effect is above average. For a tall father, while the son will inherit the father’s genetic
component, his positive push toward being tall from the environmental factors will tend to be
somewhat smaller than his father’s had been. This is regression toward the mean. The same
tendency, now in the reverse direction, is apparent when the father’s height is X = 64. Regression
to the mean is a ubiquitous phenomenon found whenever two variables vary together. O "

17.2  Optimal Prediction of (Y |X = x)

In general, the regression E(Y|X = x) could be a nonlinear function of x but in Figure 17.1 itis a
straight line. This is not an accident: if (X,Y) is bivariate normal, the regression of ¥ on X is linear
with slope p - oy /0x. Specifically,

E(Y|X:x)=uy+p%(x—ux). (17.4)

We say that Y has a regression on X with regression coefficient f = pg—;. This means that when
X = x, the average value of Y is given by (17.4). We should emphasize, again, that we are talking
about random variables, which are theoretical quantities, as opposed to observed data. In
data-analytic contexts the word “regression” almost always refers to least-squares regression,
illustrated in the right panel of Figure 17.1.

Compare Equation (17.4) to Equations (??) and (??). From (??) and (??) we have that the best
linear predictor of Y based on X is f(X) where

1) =y +p o (= ). (17.5)

In general, we may call this the linear regressionlinear regression of Y on X. In the case of
bivariate normality, the regression of ¥ on X is equal to the linear regression of Y on X, i.e., the
regression is linear. We derived (17.5) as the best linear predictor of Y based on X by minimizing
mean squared error. More generally, let us write the regression function as M(x) = E(Y|X =x). It
is easy to show that M(X) is the best predictor of Y in the sense of minimizing mean squared error.
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Theorem 17.2.1 — Prediction. The functionprediction f(x) that minimizes E((Y — £(X))?) is
the conditional expectation f(x) = M(x) = E(Y|X =x).

Proof: Proof Details: Note that E(Y —M (X)) =E(Y) —E(E(Y|X)) and by the law of total
expectation (page 385) this is zero. Now write ¥ — f(X) = (Y —M(X)) + (M(X) — f(X)) and
expand E((Y — £(X))?) to get

E((Y - f(X))?) = E((Y = M(X))*) + 0+ E((M(X) - £(X))?).

The right-hand term E((M(X) — £(X))?) is always non-negative and it is zero when f(x) is chosen
to equal M (x). Therefore the whole expression is minimized when f(x) = M (x). O

17.2.1 Inspection paradox

Cena de Quatro Casamentos e Um Funeral (ou Four Weddings and One Funeral, no original):
Charles and Carrie conversam apds uma noite de amor e Charles pergunta quantos parceiros Carrie
teve antes dele: Well, come on. Tell me. I've seen the dress. We have no secrets. Bem, ela comeca a
enumerar. Quando a conta chega a 12, Charles decide interromper sabendo apenas que foi mais que

a Princesa Diana e esperando que tenha sido menos que Madonna.

Este € um fendmeno conhecido como o paradoxo da amizade [feld1991yourfriend]. Seja N o
nimero de parceiros sexuais de um individuo escolhido ao acaso. Entdo E(N) é o nimero médio
de parceiros sexuais nesta populagdo. Para este individuo, considere o nimero de parceiros que
cada um dos seus X parceiros ja teve: My, M>,...,My. Tome a média aritmética desses X nimeros:
M = (M) +...+My)/N. Esperamos encontrar M = E(N) o que encontramos de fato, na maioria
das vezes, é que M € significativamente maior que E(N). Ou seja, provavelmente seus parceiros
tiveram, em média, mais parceiros que voce.

Isto ndo estd restrito a vida sexual. Numa rede social, pegue um individuo ao acaso. Escolhemos
Raquel. Verifique quantos amigos Raquel possui. A seguir, calcule o nimero médio de amigos dos
amigos de Raquel. Usualmente, eles terdo uma rede de amizade maior que a de Raquel.
Como isto € possivel? Isso pode ser explicado como uma forma de amostragem viciada (bias
sampling). Os amigos de Raquel ndo formam uma amostra aleatéria de individuos da rede social.
Na verdade, os individuos que possuem muitos amigos t€ém mais probabilidade de pertencer ao
grupo de amigos de um individuo escolhido ao acaso. Para explicar isto com clareza, vamos pegar
um exemplo extremo, pouco realista, mas que vai mostrar o que estd acontecendo.
Considere uma rede social formada por n+ 1 individuos rotulados i = 1,2,...,n+ 1. O dltimo
individuo, digamos Paulo, é muito popular, sendo amigo de todos os demais n membros da rede.
Os primeiros n individuos t em poucos amigos: apenas o super-popular Paulo e mais um dentre os
n primeiros. Escolhemos um dos n+ 1 individuos ao acaso (com probabilidade igual a 1/(n+1)).
Seja N o ndmero de amigos do individuo escolhido. Entdo N € uma v.a. discreta com apenas dois
valores possiveis:

N 2 comprobabn/(n+1)
n com probab 1/(n+1)

Isto é, N = n se Paulo for o escolhido, e N = 2 se qualquer um dos outros » individuos for
escolhido. O valor esperado € aproximadamente 3 se n for grande:

n 1 1
E(N)=2 =3|1-——=) =3
(N) n+1+nn—|—1 < n+1>

Se n ndo € pequeno, a imensa maioria das vezes em que selecionarmos alguém, veremos N = 2.
Por exemplo, se n = 100 entdo N = 2 serd observado com probabilidade aproximadamente 0.99.
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Figure 17.2: Rede social com um super-usudrio no centro, amigo de todos os demais.

Considere agora o grupo de amigos dessa pessoa escolhida ao acaso. Se qualquer um dos primeiros
n individuos for o escolhido, Paulo fard parte desse grupo. Assim, a chance de Paulo entrar no
grupo de amigos do individuo escolhida ao acaso € igual a 100/101 = 0.99. Por outro lado,
supondo que cada individuo s6 possui um tnico amigo além de Paulo e que este outro individuo s6
possui 2 amigos, temos uma probabilidade igual a 1/(n+ 1) ~ 0.01 de qualquer outro individuo
diferente de Paulo fazer parte do grupo de amigos do individuo selecionado ao acaso. Em suma, os
individuos possuem probabilidadeds muito distintas de pertencer ao grupo de amigos da pessoa
sorteada ao acaso. Paulo tem probabilidade 0.99 e cada um dos n demais individuos tém

probabilidade 0.01.
Vamos obter a distribui¢io de probabilidade de M, o nimero médio de amigos da pessoas sorteada.
Temos
W= $(2+n)=2%+1 com probabn/(n+1) '
ln)=2 com probab 1/(n+1)

Dessa forma, na maior parte das vezes em que selecionarmos alguém, teremos
M =n/2+1>>3~TE(N). Isto s6 ndo vai ocorrer quando Paulo for o individuo selecionado, o
que acontece com probabilidade 1/(n+1).

17.2.2 Inspection paradox
Suppose that n families have children attending a school. Family i has X; children at the school,
where X, ---, X, are iid random variables, with P(X; = k) = py. Suppose that the average family
size is U.
Now pick a child at random. What is the probability distribution of his family size? Let J be the
index of the family from which she comes (which is a random variable). Then

P(‘]:jaxj =k)

The denominator is 1/n. The numerator is more complex. This would require the jth family to

have k members, which happens with probability p;; and that we picked a member from the jth
family, which happens with probability E [ﬁ} . So
i#j M

P(Xj:k|J:j):]E[ nkpi ]

k4 Yz Xi
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Figure 17.3: Inspection paradox. Escolha uma crianga ao caso numa escola. Ela tem maior chance
de vir de uma familia grande e portanto o valor esperado do tamanho de sua familia ¢ maior que a
familia média.

Note that this is independent of j. So

nkpy
PXy=k)=E|———|.

K=k |:k+2i;£in:|
Also, P(X; = k) = px. So

IP(XJ:k)_E[ nk ]
P(Xi=k)  [k+XiXi]

This is increasing in k, and greater than 1 for k£ > p. So the average value of the family size of the
child we picked is greater than the average family size. It can be shown that X; is stochastically
greater than X.

This means that if we pick the children randomly, the sample mean of the family size will be
greater than the actual mean. This is since for the larger a family is, the more likely it is for us to
pick a child from the family.
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18.1 Introducdo

Neste capitulo, apresentar apenas 0 MODELO de regressao linear com regressors tipo x> e
categoricas. Dizer que UM metodo de estimacao dos parametros é o metodo de minimos
quadrados: projecao linear. Coincide com o EMV, a ser explicado nos capitulos ?? e 2?. Por ora,
apenas saiba que este metodo estd embutido na funcao glm (ou Im) do R. Como usar Im. Como
interpretar os parametros.

Predicao de precos imobiliarios Qual o valor de um imdvel? Existem softwares para fazer esta
predicdo de forma automatica a partir de varias caracteristicas do imdvel. Menos subjetivo, mais
rapido, primeira avaliacdo. Como um software desses pode ser construido?

Precos de iméveis Coletamos precos de 1500 imdveis a venda no mercado de BH. Alguns sdo
caros, outros sao baratos. O que faz com que os precos dos iméveis variem? As trés coisas mais
importantes que afetam o valor de um imdvel sdo: em primeiro lugar, sua localizacdo. Em segundo
lugar, a localizacdo e, em terceiro lugar, a localizacdo. Depois disso, vém os demais fatores.
Localizacao Existem maneira sofisiticadas de introduzir a localizacdo num modelo de regressao
linear mas nés vamos adotar uma estratégia simples aqui. Localizacdo € status socio-econdmico;
Status € mensurado por renda. Renda € medida pelo IBGE em 2000 pequenas areas da cidade.
Renda do “chefe do domicilio”. Entdo: “localizagdo” = renda média da regido onde esta o imével.

Outras caracteristicas do imével

Ano da construgdo
Area total do imével
Numero de quartos
Numero de suites
Quantos aptos por andar?
Possui saldo de festas? O ou 1
Possui piscina? 0 ou 1
ETC...

Ao todo, usamos 30 caracteristicas numéricas para cada um dos 1500 iméveis.
Visao matricial Organizamos os dados como vetores e matrizes. Precos: um vetor Y de dimenséo
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1500. As caracteristicas: uma matriz 1500 x 30

e Cada linha = um imével

e 1% coluna = renda média da regido
e 2% coluna = ano da construgdo

e 3% coluna = drea total

e Etc.

Visao matricial
Precos de 1500 iméveis (vetor de dimensdo 1500) O

V1
Y2
Yy — .
Y1499
Y1500
renda; area; .- saldao;
renda, area,  --- saldo,
X= 0 5
renda1499 érea1499 sa1501499
rendajsgp dreajsog ---  saldojsgg

30 caracteristicas de 1500 iméveis (Matriz X de dimensao 1500 x 30) O

Preco é uma soma ponderada Procuramos um modelo matemético simple,

que possa explicar, a partir das caracteristicas, porque alguns iméveis sdo capos
e outros sdo baratos. Area total: quanto maior o imével, maior o prego. Influén-
cia de area Vamos fazer uma primeira aproximacéo, talvez muito grosseira
e sujeita a revisdes. Mas serd um ponto de partida. Vamos imaginar que,
APROXIMADAMENTE, o preco aumenta linearmente com a drea do imével
. Isto é, que o preco Y =~ a+ b x drea. Um grafico com 150 iméveis [c] 2in

imoveis. jpg

2inCada ponto € um imoévelo eixo vertical tem

os precos (em milhares de reais) O eixo horizontal tem as dreas (em metros quadrados) Parece que o

preco €, grosseiramente, uma funcao linear da drea. Isto é, Y ~a-+b+drea. Um
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imoveis2. jpg

grafico com 150 iméveis [c] 2in 2inReta no
gréfico corresponde a esta equagdo: Preco ¥ ~ 50+ 2 x drea. Area ndo é tudo

imoveis. jpg

[c] 2in 2in Dois imdveis com praticamente
a mesma area possuem precgos diferentes. O que causa a diferenca? Idade do
imével? Dois imdveis, com dreas iguais: se um for mais velho, provavelmente
serd mais barato. Ampliando o modelo inicial Podemos entdo imaginar que
a idade traz um impacto adicional ao nosso modelo de preco. Neste momento,
temos Y =~ a+ b x drea. Ja vimos até mesmo que a ~ 50 e b =~ 2 Podemos agora
acrescentar o impacto de idade imaginando que: Y ~ a 4+ b * drea + ¢ x idade.
Como maior idade reduz o preco, devemos ter ¢ < 0. Um modelo ainda mais
complexo Mas o preco ndo depende apenas de drea e idade. Dois iméveis com
mesma drea e mesma idade podem ter precos bem diferentes dependendo de:
Sua localizagdo (renda da sua regido) Numero de suites Numero de vagas na
garagem Etc. Cada fator pode ser acrescido ao modelo inicial de forma linear.
Modelo mais complexo Vamos considerar um modelo que, a partir das 30
caracteristicas do imével, fornece uma predicao do preco da seguinte forma: Y
¢ aproximadamente igual a

a+ b xdrea+ c xidade + d * localizagdo +ETC. ..

O problema é: como encontrar os valores de a,b,c,etc. que tornem a aproxi-
magao a melhor possivel? O problema de forma matematica Queremos que
cada um desses 1500 valores seja aproximadamente igual a uma combinacdo
linear das 30 caracteristicas (mais a constante a)

yi &~ a-+bxérea; +cxidade; +...

Y2 ~ a-+bxdrea;+cxidade; +...

Yiso0 =~ a-+b=areajsoy+ cxidadejsoo+- .-
Podemos escrever isto de forma matricial. O problema de forma matematica
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Para facilitar a nota¢@o no futuro, vamos escrever os pesos que multiplicam cada
caracteristica como bg (para a constante), by (para drea), b, (para idade), ..., b3g
para a presenca ou nao de saldo de festas

yi & bg+by*xdrea; + by xidade; + ... b3 * saldo;

y» & bg+ by xdareay + by xidade; + .. . b3 * saldoy

Yisoo =~ bo+ by xarea;soo+ by xidadeisgp + . . . b3g * saldogsg
O problema de forma matricial
y1 =& bo+ b xdrea; + by xidade; + ... b3 * saldo;

v) & bg+ by *xareay + by xidade; + ... b3 * saldo,

Yis00 ~ bo + by x areajsgo + by *idade 500 + . . . b3g * saldogs00
area idade; saldog
areap idade, saldo,

bo[ 1 |+bi +b> +...+b3o
1 areajq99 idadeq499 saldoj499
1 area 1500 idade 1500 salao 1500

Os valores y1,¥2,...,Y1s500 devem ser colocados em um vetor de dimensao 1500.
Forma vetorial

1 1 drea idade saldo|
2 1 dreay idade, saldoy
Y= : ~by| o |+b : +b, : +... 4 by
V1499 1 dreajq99 idade 499 saldoy499
Y1500 1 drea;soo idade 500 saldo; 50

Y € um vetor de dimens@o 1500 escrito como combinacao linear de 31 ve-
tores, cada um deles de dimensdo 1500. Problema: encontrar os coeficientes
bo,b1,...,b3 que tornem a aproximagdo acima a melhor possivel. A solucao
do problema Veremos com detalhes mais tarde no curso como resolver este
problema. Neste momento, basta dizer que nosso problema fica reduzido a um
sistema de equagdes lineares. Ou ainda, a um problema de inverter uma certa
matriz quadrada. A matriz de desenho X Seja X a matriz 1500 x 31 abaixo
(note que ela tem uma coluna composta apenas de 1’s):

1  renda; area; .- saldao

1 rendap area,  --- saldo,
X = . . . .

1 renda1499 érea1499 cee sa15101499

1 renda1500 érealsoo s 881501500

Vetores proximos Nosso problema é encontrar os coeficientes by, by, . .. by tais
que

y1 1 drea idade, saldog
V2 1 dreay idade, saldoy
Y= . ~ by X +by X +by . +...+b3

Y1499 1 dreajagg idadej499 salao499
Y1500 1 drea; oo idade 500 saldo| 500
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18.2

Ou seja, encontrar by, by, ... b3 tais que

» 1 renda; drea; B saldo

P < b
3 1 renday dreay B saldoy 0

V1498 I rendajggg  dreajso9 -+ sal@ojag9
Y1499 I rendajsog  dreajspp -+ salaojsgp
Y1500

b3o

onde b = (by,...b3p)". Isto é, queremos Xb ~ Y. Como resolver isto? Solugiio:
um sisteam linear Queremos encontrar b para resolver o “sistema’ linear
Y ~ Xb X é uma matriz 1500 x 31 ¢ Y é um vetor de 1500 posi¢des. Como X

nao é uma matriz quadrada, ndo € um sistema linear usual: ndo tem solug ao,
em geral. Solu¢do: um sistema linear Um truque para resolver este "sistema"

linear: multiple dos dois lados pela matriz X’ (como se fosse uma constante) e
troque ~ por =

Assim, terminamos com um sistema linear legitimo do tipo Ab = ¢ onde

A = X'X é matriz quadrada 31 x 31 e ¢ = X"Y € vetor com 31 posi¢des. Solugio:
um sistema linear A solucdo b = (b, by, ...,b3))" de nosso problema é dada
pelo vetor 31 x 1 que € a solucdo desta equacdo matricial:

X'Xb=X'Y
Ou ainda, b = (X’X)~!X'Y. A matriz X'X é de dimensdo 31 x 1. Inver-

sdo via eliminagdo gaussiana ou, mais profissionalmente, decomposicdo QR.
Modelos de Regressao

Exemplo de preco de apto
Y1 1 area; idade;
2 1 areap idade,
Y= : ~bo| 1 [+b : +by : +...+b3
Y1499 1 dreayq99 idade499
Y1500 1 dreajs00 idade;500

Y é um vetor de dimensdo 1500 escrito como combinacdo linear de 31 ve-
tores, cada um deles de dimensdo 1500. Problema: encontrar os coeficientes
by, by, ...,b3p que tornem a aproximacdo acima a melhor possivel. A matriz
de desenho X Seja X a matriz 1500 x 31 abaixo (note que ela tem uma coluna

saldo;
salao,

saldao 1499
S&lﬁO] 500
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composta apenas de 1’s):

1 renda; area; .- saldao;

1 rendap area,  --- saldo,
X = . . . .

1 renda]499 érea1499 cee Sa12~101499

1 renda1500 érealsoo cee 831501500

Vetores proximos Nosso problema é encontrar os coeficientes by, by, . .. by tais

que
Y1 1 area; idade; saldo;
V2 1 areap idade, saldao,
Y = : ~by| |+ : +by : +...+b3o :
Y1499 1 dreayqo9 idadey499 saldoj499
Y1500 1 dreaysoo idade;soo0 saldo500

Ou seja, encontrar bg, by, ... b3g tais que

Y1
V2 1 renda; area; .- saldao b
3 1 rendap areap  --- saldo, bo
Y= ~| : : _1 =Xb
Y1498 1 rendajgge dreajqoe ---  saldojsgg b.
Y1499 1 rendajsgo dreajspo -+ saldoiseo 0
Y1500

onde b = (by,...b3)". Isto é, queremos Y = Xb. Como resolver isto? Solucao:
projecao ortogonal X é uma matriz 1500 x 31, Y e Xb sdo vetores 1500-dim.
Além disso, Xb é uma combinacio linear das colunas da matriz X. Quere-
mos encontrar b tal que o vetor Xb seja o mais préoximo possivel do vetor Y.
Queremos b = argminy, ||Y — Xb||? Seja 9(X) o sub-espaco vetorial de R!5%
formado pelas combinagdes lineares das colunas de X. Se as colunas de X
sdo linearmente independentes, entdo 9t(X) é um espago de dimensdo igual ao
nimero de colunas de X (que é 31, no nosso exemplo). Solucdo: Xb € a projecdo
ortogonal de Y em 9(X). Projecdo ortogonal Seja W um sub-espago vetorial
de R". A projecdo ortogonal de um vetor ¥ € R” em W € o vetor w tal que
w L Y —w. Matriz de projec¢io ortogonal em M(X) é H = X(X'X) ' X’ Para
qualquer vetor Y € R% o vetor HY € M(X) Aleém disso, HY é a projegio
ortogonal de Y em i(X). De fato,

HY .(Y—HY)=Y'HY -Y'H'HY =Y'HY —Y'HHY =0

pois H'H = HH = H (verifique isto vocé mesmo) Solu¢iio de minimos quadra-
dos b = argmin, ||[Y — Xb||> Matriz de projegio ortogonal em 9 (X) é H =
X(X'X)~'X' Para qualquer vetor ¥ € R o vetor HY € MM(X) HY é a pro-
jecdo ortogonal de Y em 90t(X). Assim, a solugdo Xb é HY = X(X'X)~'X'Y
Isto é, b = (X’X)"'X'Y Uma visdo estocastica Uma abordagem mais proba-
bilistica vai permitir estudar melhor as propriedades do estimador de minimos
quadrados. Vamos assumir que o vetor Y é composto de n v.a.’s independentes.
Como estas v.a.’s assumem seus valores altos e baixos? Porque alguns aptos tem
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precos altos e outros possuem precos baixos? Vamos explicar como esta vari-
acdo ocorre quebrando suas causas em dois componentes: Causas determinadas
pelos atributos na matriz X Outras causas. Um modelo para a distribuicao de
Y Vamos considerar o i-ésimo apto com atributos representado pelo vetor-linha
p-dim

Xi = (1,)6,'1,)6,'2, oo ,xm,l)

Procuramos ver o pregco Y; deste apto aproximadamente como uma fungdo
linear dos atributos:

Y; = Bo+ Bixit ... +xip-1Bp

uma combinagdo dos atributos com pesos FIXOS para todo i. Vamos agora
pensar em ¥; como uma varidvel aleatéria. Vamos escrever

Y, = [30+[31xi1 +...+xl~7p,1ﬁp+85

A quantidade aleatdria €; € o “erro” aletério de aproximacio de Y —i pela fungdo
linear dos atributos. O erro & Considere o “erro” aletorio

g&=Y,— (Bo+Bixi+...+xip-1Bp)

Podemos SEMPRE assumir que E(g;) = 0. Para ver isto, suponha que E(g;) =
o # 0. Defina um novo erro aleatdrio €' da seguinte forma:

Y, = Bo+PBixia+...+xip-1Bp+&
Bo+Bixin+...+xip-1fptE—ata
(Bo— )+ Pixi+...+xip-1Bp+ (€ — )

= B +Bixu+...+xip1fBpt+e

O 1lo. termo do lado direito € uma combinagao linear dos atributos O novo erro
tem

E(g)=E(g—a)=E(g)—a=0—a=0

Modelo para Y; Assim, temos
i = EY)+e

= Bo+Pixii+...+xip_1Bp+&

= xB+eg
Supomos que os atributos em x; NAO SAO aleatérios. Mas, num apto escolhido
a0 acaso, como supor que o némero de quartos ndo é uma v.a.? NGs assumimos
um modelo DISCRIMINATIVO: Condicionamos nos valores dos atributos em
x;. DADAS AS CARACTERISTICAS do apto selecionado em x;, nés supomos
que seu preco é

Y, =x;B+¢

Modelos Discriminativos A partir dos n dados, um modelo discriminativo
aprende a distribui¢ao de probabilidade condicional de uma das v.a.’s dadas as
demais. Vamos isolar uma das varidveis, denotada por Y, a varidvel resposta.
CONDICIONAMOS em valores especificos e fixos x' = (xi,...,y,—1) para as
demais varidveis Vamos bolar um modelo para a distribui¢do de Y |x. Modelo de
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ModelRegO0.png

Figure 18.1: Modelo de Regressao linear simples: reta “verdadeira” o + B1x; e dados (x;;,y; onde
yi = Po+ Pixit + €.

regressao linear Temos Y1,Y>,...,Y, v.a.’s independentes mas nio i.d. Como
a distribui¢do muda com i? Muda em fung@o dos atributos em x/, a linha i da
matriz X. Até agora temos

(Yilx) = xiB + &

Como nés condicionamos nos valores do vetor de atributos x;, o termo x;f3 é um
valor ndo-aleatério. Assim, toda a aleatoriedade de Y; deriva daquela de €;:
/
(Yilx)) = Bo+Bixin+...+xip 1By +e&

= xB+e
E(Y;|x}) + &
= Termo nao-aleatério + Termo aleatdrio
Modelo de regressao linear Temos Y1,Y,,...,Y, v.a’s independentes mas niao

i.d.
(Yilx) = xif + & =E(Y|x) + &

Ja aprendemos que & € uma v.a. com E(g;). Como Y; é uma v.a. continua, entdo
& também serd uma v.a. continua Vamos assumir que €;,&,...,§, sdo i.i.d.
N(0,0?). Modelo de regressdo linear Seja p(y|x) a densidade de probabilidade
da v.a. Y dados os valores em x. Os modelos de regressdo caem nesta classe de
modelos condicionais. Queremos um modelo para Y (preco do imével) quando
sdo conhecidos os valores de drea (x]) e nimero de quartos (x;). Fazemos x =
(x1,%2). Modelo: (Y|x = (x1,x2)) ~ N(Bo+ Bix1 + Brx2,6%) Propriedades do
estimador de minimos quadrados Estimamos 8 por § = (X'X)~'X'Y. Note
que B = AY onde A = (X’X)~'X’ é uma matriz p x n com constantes (isto &,
uma matriz ndo-aleatéria). O vetor E € um vetor aleatorio porque o vetor Y é
um vetor aleatério. Como Y ~? N, (X3, 621,) e como B = AY temos

B =AY ~4 N, (AE(Y),AZyA")

(usando as propriedades da normal multivariada) Substituindo A = (X'X)~'Xx’
na expressdo anterior, nés encontramos

B =AY ~N,(B,c>(X'X)")
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ModelRegO1.png

Figure 18.2: Esquerda: Reta “verdadeira” By + PBix; e reta estimada [/3;) + [/3\1x1 com os dados. Note

que By # Po € que By # Bi. Direita: 10 retas estimadas usando 10 diferentes conjuntos de dados,
todos gerados independentemente pelo modelo verdadeiro.

Propriedades do estimador de minimos quadrados Como
B~N, (B0’ (x'x)7) ,

temos como consequéncia que
E(B)-p

Dizemos que 3 é ndo-viciado para estimar 3.
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