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Semana 1

1.1 Sistemas Lineares

Comecamos nosso estudo diretamente com um exemplo:

Exemplo 1. Considere o sistema linear que consiste de duas equacoes e duas variaveis

z+3y = 1
{2x_y _ g - (1.1)

Nosso objetivo é descobrir o valor (ou todos os valores) das variaveis = e y que satisfazem a
ambas equacoes.

Solucao 1. Ao multiplicar toda a primeira equacao por —2, nao alteramos a solucao do sis-
tema, pois, caso quiséssemos voltar ao sistema original, bastaria dividir a primeira equacao
do sistema abaixo por —2. Ficamos assim com o sistema

2z -6y = -2
{ Yr—y — -2 ° (1.2)

Em seguida, somamos as duas equacgoes € mantemos uma delas.

—2r -6y = -2
{ 7y = -4 (1.3)

Este sistema também tem as mesmas solugoes do anterior, pois podemos a qualquer hora
retornar ao sistema original fazendo (linha 2) — (linha 1).

Em verdade, manter a equacao da primeira linha multiplicada por —2 nao ajuda em nada
na resolucao do sistema e voltaremos a equacao original. Além disso, na linha dois ja podemos
isolar a variavel y e descobrir o seu valor. Ficamos entdao com o sistema:

z+3y = 1
{ STy = -4 (1.4)

Observamos, finalmente, que a solucdao do ultimo sistema (que é a mesma do sistema
original) ja esta muito facil de ser obtida. Sabemos o valor de y pela segunda equacao e, para
descobrir o valor de z, basta usar a primeira equagao:

4 4 12 5
=z : z=1 =1—- = =—=. 1.5
Y 7 == x+3 7 == x - - (1.5)
Podemos escrever a solucao do sistema como
x = =5/7
{ y = 47 < (1.6)

O simbolo <1 acima nas nossas notas indica o fim de uma solucao, exemplo ou observacgao.
Em seguida, fazemos algumas observacoes.
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Observacao 2. O sistema linear como o acima possui duas equacgodes e duas variaveis e por
isto € conhecido como um sistema linear 2 x 2 (l1é-se dois por dois). Mais geralmente, um
sistema linear com m equacgoes € n variaveis € conhecido como um sistema linear m x n (1é-se
m Ppor n).

Observacao 3. Sistemas 2 x 2 sdo dos mais simples de resolver e por isso o método acima pode
parecer desnecessariamente complicado. Mas, como veremos, este método pode ser aplicado
para qualquer sistema. Logo, € essencial que se entenda completamente todos os seus passos
para um bom acompanhamento do que esta por vir.

Vamos analisar a solucao apresentada acima mais de perto. Para chegar do sistema linear
em (1.1) para o sistema em (1.4), fizemos uma sequéncia de operacoes que:

e nao alteram a solucdo do sistema linear original e que;

e resumidamente, podem ser descritas como adicionar um multiplo da linha um na linha
dois.

Que a solugdo permanece a mesma pode ser justificado tal qual esta na “Solucao 1” acima.

Operacoes nas linhas de um sistema que nao alteram o conjunto de soluc¢ées sao chamadas
de operacoes elementares. Sao as seguintes:

1. Multiplicar uma linha por uma constante;
2. Trocar duas linhas de lugar;
3. Somar um multiplo de uma linha a outra linha.

Um artificio que torna todo o processo mais “automatico” é o de formar uma tabela de
numeros com os coeficientes do sistema:

c+3y = 1 1 3|1
{Qx—y = -2 - [2 —1—2] (1.7)

A tabela de numeros da direita é conhecida como a matriz aumentada associada ao sistema
linear. Vamos nos referir as linhas da matriz associada como ¢; € 4. Deste modo, “adicionar
um multiplo da linha 1 na linha dois” corresponde a fazer:

1 3 1 —201405 em £ 1 3 1
—_— . .
I - (18

Para este tipo de operacdo, olhamos para as colunas da matriz associada, fizemos mental-
mente (ou em uma folha de rascunho) os calculos envolvidos e preenchemos os valores na
respectiva linha da nova matriz que esta a direita:

(=2)-14+2=0, (=2)-34+(—-1)=-T1, (—2)-14+(-2)=—-4. (1.9)
Exemplo 4. Consideramos agora um sistema com trés equacoes e trés variaveis;

r+2y+2z=12
r—3y+5z=1 . (1.10)
20 —y+32=10

Vamos diretamente escrever a matriz aumentada associada ao sistema, que € a matriz com os
coeficientes da variavel z na primeira coluna, os coeficientes da variavel y na segunda coluna,
os coeficientes de z na terceira coluna e os coeficientes independentes na ultima coluna:

1 2 112
1 -3 5|1 |. (1.11)
2 -1 3|10

Em seguida, utilizamos operac¢des elementares nas linhas como no exemplo anterior. Ao subs-

tituir —¢; + ¢ em /5, obtemos
1 2 1 12

0 -5 4| -11 |. (1.12)
2 -1 3| 10

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com
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Ou seja, eliminamos o valor 1 da primeira posicao da segunda linha (em outras palavras,
eliminamos a variavel x da segunda equacao). Prosseguindo com a eliminac¢ao dos valores
abaixo da diagonal principal da matriz, obtemos:

1 2 1] 12 1 2 1] 12 1 2 1 12
0 -5 4|—11 | 2atbemb, | _5 4|13 | ZEHsemb 1o 5 4 |_11
2 —1 3] 10 0 -5 1|-14 0o 0 —-3| -3
(1.13)
Voltando a notacao original do sistema, obtemos

r +2y +z =12
5y +4z =-11 (1.14)

-3z =-3

Por causa do seu formato, este sistema é dito estar em forma triangular ou ainda que o
sistema € triangular.

Como ja tinhamos percebido no nosso primeiro exemplo, sistemas triangulares sao faceis
de resolver. Pela ultima equacado concluimos que z = 1. Subsituindo este valor na segunda
equacao, obtemos

—5y+4=-11 = y=3. (1.15)

Finalmente, substituindo estes dois valores na primeira equacao, obtemos
r+2-3+1=12 — x=5. (1.16)
Portanto, a solugao para o sistema € (z,y,z) = (5,3,1).<
Esta técnica de resolver sistemas lineares € importante por ser aplicavel a sistemas de

qualquer ordem e é conhecida como escalonamento ou eliminacao Gaussiana.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

1.2 Formas escalonadas e formas escalonadas reduzidas

Vimos dois exemplos de como resolver sistemas lineares por escalonamento. Vamos agora
introduzir uma terminologia, esperando tornar o método mais sistematico.
Dizemos que uma matriz esta em forma escalonada quando

1. As linhas que contém apenas zeros estao abaixo das demais.

2. O primeiro elemento nao nulo de uma linha, conhecido como elemento lider, esta em
uma coluna a direita do elemento lider da linha acima.

Estas duas condicoes implicam que os elementos que estdo abaixo de elementos lider sao
todos iguais a zero.
Por exemplo,

(1.17)

oS O o
o O O
O O N

|

[t

Q

(<]
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é uma matriz em forma escalonada. Notamos que os coeficientes a1, as,as, a4, a5 € ag podem
ser quaisquer numeros sem alterar o fato de a matriz estar em forma escalonada.
Outros exemplos, retirados livro do David C. Lay:

B o a1 a O B ay ay a3 a1 a5 ag ar ag
0 MW a5 ay 0 0 0 M a9 ayp a1 a2 a3 ay
’ ; 0 0 0 0 M a5 ay a7 aig ayp | . (1.18)
0O 0 0 O
O 0 0 0 00 0 0 O W ayxp axn a2 a3
0 0 0 0 O 0 0 0 B ay

Quando uma matriz esta em forma escalonada, as posi¢coes marcadas com B sdo chamadas
de posicoes de pive. Observe que, caso a matriz nao esteja em forma escalonada, o elemento
lider de uma linha pode nao estar na posicao de pivd. Dizemos também que uma coluna €
uma coluna pivo quando a coluna possui uma posiciao de pivo. Por exemplo, na primeira
matriz acima, as duas primeiras colunas sao colunas pivd enquanto a terceira e a quarta nao
sao.

Uma matriz estara em forma escalonada reduzida quando:
1. Esta na forma escalonada;

2. Todos os elementos lider sao iguais a 1 e sao os unicos elementos nao nulos das suas
colunas.

Por exemplo,
1 0 by 0 by
0 1 b3 0 b3 (1.19)
00 0 1 by

é uma forma escalonada reduzida da matriz da férmula (1.17) acima.
Quanto aos outros exemplos, temos

10 b b 01 bp 0 0 0 bs bs O g
0 1 by by 00 001 0 0 bix bz 0 biy
00 0 o | 00 0 01 0 big bir 0 big |- (1.20)
00 0 0 00 0 0 0 1 by bar 0 bos
00 0O0O0OO0O 0 0 1 by

Observacao 5. A forma escalonada reduzida ainda nao apareceu na secao anterior quando
estavamos resolvendo sistemas, mas notamos que poderia ter sido utilizada para automatizar
ainda mais o processo de resolucao do sistema. Vamos retomar o Exemplo 4. Fazendo mais
algumas operacoes elementares, € possivel transformar a matriz aumentada do sistema em
uma matriz em forma escalonada reduzida:

1 2 1] 12 ) e gl s 12 1 | 12
0 -5 4 |11 (09 e o (73) 0 1 —4/5]|11/5 (1.21)
0 0 -3|-3 00 1 1]
40540, om £ 1 2 1|12 et em b 1 2 011 ottty em £y 1 0 015
= 01 03 _— 01 0 3 —_— 01 03
0 0 1|1 0 0 1|1 0 0 1|1
i (1.22)
A ultima matriz acima esta em forma escalonada reduzida e esta associada ao sistema
T =5
y =3 (1.23)
z =1

que, na verdade, ja € a solugao explicita do sistema original.<

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com
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Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

1.3 Algoritmo de escalonamento

Sistematicamente, encontramos a forma escalonada de uma matriz aplicando os seguintes
passos:

1.

Analisar a primeira coluna pivo — da esquerda para a direita, esta € a primeira coluna que
possui algum elemento diferente de zero — e, se necessario, aplicar operacdes elementares
para que o elemento da primeira linha (esta € a posicao de pivo!) passe a ser diferente de
Zero;

. A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estdao abaixo do ele-

mento na posicao de pivd que obtivemos no Passo 1;

. Desconsiderando por um momento a primeira linha, procuramos pela préxima coluna

pivo — aquela que tem algum elemento nao nulo abaixo da primeira linha. Se necessa-
rio, aplicar operacoes elementares para que, na segunda linha, o elemento passe a ser
diferente de zero;

A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do ele-
mento na posicao de pivd que obtivemos no Passo 3;

. Desconsiderando por um momento a primeira e a segunda linhas, procuramos pela pro-

xima coluna pivd — aquela que tem algum elemento nao nulo abaixo da primeira linha e
da segunda linha. Se necessario, aplicar operacoes elementares para que, na segunda
linha, o elemento passe a ser diferente de zero;

A partir de operacoes elementares, eliminar todos elementos que estao abaixo do ele-
mento na posicao de pivd que obtivemos no Passo 5 e ssim por diante.

Essencialmente, sao apenas dois passos que se repetem até que se esgotem as colunas que
possuem posicao de pivo. Vejamos um exemplo.

Exemplo 6. Considere a matriz

0 0 0 0
2 1 -1 8

-3 -1 2 —11 |. (1.24)
6 2 -4 22

—2 1 2 =3

(e el e B e )
o O o oo

Passo 1. A primeira coluna pivo € a terceira. Escolhemos um elemento nao nulo da terceira
coluna para ocupar a posicao de pivo. Por exemplo, a segunda linha. Trocando a primeira e
a segunda linhas de lugar (esta € uma operacao elementar), obtemos:

2 1 -1 8
0O 0 0 0
-3 -1 2 —11|. (1.25)
6 2 —4 22
-2 1 2 -3

(e el e Jen )
o O o oo

Passo 2. Eliminar os elementos abaixo do 2 que esta na posicao de pivo da terceira coluna:

00 2 1 -1 8 00 2 1 -1 8
00 0 0 0 Sy e 00 0 0 0 0
00 -3 -1 2 —11 222 00 0 1/2 1/2 1 (1.26)
00 6 2 —4 22 00 6 2 —4 22
00 -2 1 2 -3 00 —2 1 2 =3

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com
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00 2 1 -1 8 002 1 -1 8

00 0 0 0 0 000 0 0 0
Shattemb g 9 0 1/2 1/2 1 | “tEembe g 0 0 1/2 1/2 1 |. (1.27)

00 0 -1 -1 -2 000 -1 -1 -2

00 -2 1 2 -3 000 2 1 5

Passo 3. A partir de agora, vamos essencialmente repetir o processo ja realizado até agora.
Notamos que a proxima coluna que contém elementos nao nulos (sem olhar para a primeira
linha!) é a quarta coluna. Portanto, esta € uma coluna pivd e vamos posicionar um elemento
nao nulo na segunda linha. Por exemplo, podemos trocar a segunda e a terceira linhas.

002 1 -1 38
000 1/2 1/2 1
000 0 0 o0 |. (1.28)
000 -1 -1 -2
000 2 1 5

Antes de prosseguir, podemos ainda simplificar alguns calculos multiplicando linhas por es-
calares (fazer isso é realizar um operacgao elementar!):

002 1 -1 8 00 21 -1 8
000 1/2 1/2 1 bty e (10 0001 1 2
000 0O o0 o |=—"""1% 0000 0 O (1.29)
000 -1 -1 —2 0001 1 2
000 2 1 5 0002 1 5

Passo 4. Prosseguimos como no Passo 2 para eliminar todos os elementos que estao abaixo
da posicao de pivo da quarta coluna:

002 1 -1 8 002 1 —1 8
0001 1 2 0001 1 2
0000 0 (]| fetlaembs, 0000 0 0 (1.30)
0001 1 2 0000 0 0
0002 1 5 0002 1 5
00 2 1 -1 8
0001 1 2
2lettsembs, 0000 0 0 (1.31)
0000 0 0
0000 -1 1

Passo 5. Finalmente, identificamos a coluna 5 como coluna pivé e obtemos uma matriz em
forma escalonada ao deixar um elemento nao nulo na posigcao de pivo:

0 021 -1 8
0001 1 2
0000 -1 1| (1.32)
0000 0 O
0 000 0 O

Agora, para obter a forma escalonada reduzida a partir da forma escalonada, primeira-
mente aplicamos os passos acima para obter uma matriz em forma escalonada. Em seguida,
aplicamos outros passos iterativos:

1. Comecar pela posicao de pivo mais a direita e eliminar os elementos nao nulos acima da
posicao de pivo;

2. Se necessario, dividir a linha pelo valor do elemento lider (que esta na posicao de pivo)
para que o elemento lider fique igual a 1;

3. Repetir os primeiros passos para o elemento lider na proxima (da direita para a esquerda)
coluna pivo.
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Observamos que poderiamos ter primeiro realizado o Passo 2 e depois o Passo 1 se julgas-
semos que seria mais simples para efetuar os calculos.

Exemplo 7. Voltamos ao Exemplo 6. Identificando novamente as posi¢oes de pivo:

00 21 -1 8
00 0 1 1 2
00 0 0 -1 1 (1.33)
00 0 0 0 O
000 0 0 O

O mais da direita € o —1 da quinta coluna. Eliminando os termos nao nulos acima, obtemos:

002 1 -1 8 002 1 -1 8 0021 0
0001 1 2 00071 0 3 0001 0
0000 -1 1 |Ltemb, 0000 —1 1| fethemb, 0000 -1
0000 0 0 0000 0 0 0000 0
0000 0 0 0000 0 0 0000 0

(1.34)

A proxima posicao de pivd mais a direita € o 1 na linha 2, coluna 4. Eliminando o termo nao
nulo acima, obtemos:

0020 0 4
0001 0 3

“hthemb, 0000 -1 1 (1.35)
0000 0 0
0000 0 0

Finalmente, dividimos a primeira linha por 2 e a terceira linha por —1 para chegar na forma
escalonada reduzida da matriz inicial:

001 00 2
0 0010 3
0 0001 -1 (1.36)
0 000 O0 O
0000 O0 O

Exercicios resolvidos

Esta secdo carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

1.4 Existéncia e unicidade de solucao

1.4.1 Sistemas que possuem apenas uma solucao

Os sistemas que vimos até agora possuiam apenas uma solucao. Esta propriedade, como
veremos, nem sempre é valida. No entanto, é facil de identificar quando um sistema possui
solucdo unica analisando a forma escalonada da matriz associada: quando todas as colunas
referentes as variaveis da equacao possuirem posicao de pivé. Por exemplo,

2 00 0] 10
12 1|12
131 01 0 0|12
{0 —7—4}’ 8‘05 _43 __131 100 2 0| 6 (1.37)
000 1] 1
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De fato, todas as matrizes com esta propriedade tem em sua forma escalonada reduzida a
matriz identidade do lado esquerdo da barra que separa as variaveis e os valores do lado
direito da igualdade do sistema:

1 0 0 0| 5
1 0 015
1 0|-5/7 01 0 0|-12
AR A (1.38)
0 0 0 1| 1

Escrevendo o sistema associado as estas ultimas matrizes, é facil de ver que a solucao sera
unica.
1.4.2 Sistemas impossiveis ou inconsistentes

Nem todo sistema linear possui solucao. Um exemplo simples deste fato é

r+y=1
{x—i—yz? . (1.39)

E claro que z + y nao pode ser ao mesmo tempo igual a 1 e igual a 2; portanto, o sistema nao
possui solugao. O fato de o sistema nao possuir solucao — ser inconsistente — nem sempre é
tao facil de ser identificado apenas olhando para o sistema. Mas esta propriedade salta aos
olhos quando analisamos a forma escalonada da matriz associada ao sistema. De fato, na
matriz escalonada de um sistema inconsistente aparece uma linha da forma

[000 00 0fa], (1.40)

com uma constante a # 0. Esta linha representa no sistema uma equac¢ao do tipo 0 = a # 0,
que é impossivel de ser satisfeita.
No sistema da formula (1.39) acima, temos a matriz aumentada

1 1|1 —01+05 em £ 1 1)1
eIt (141

Logo, nosso sistema € equivalente ao sistema impossivel

z+y =1
{ 0 =1 - (1.42)

1.4.3 Sistemas com mais de uma solucao

Com excecao da subsecao anterior, todos os sistemas que resolvemos anteriormente possuiam
apenas uma solucao. Vejamos um exemplo onde este nao € o caso.

Exemplo 8. Resolver

3.’E2 761’3 +61’4 +4(L’5 = =5
3x7y —Txeg +8x3 —b5zr4 +8x5 = 9 . (1.43)
3r1 —9x9 +1223 —-9x4 +6x5 = 15

A matriz aumentada associada a este sistema é

0 3 -6 6 4|5
3 =7 8 =5 8|9 |. (1.44)
3 -9 12 -9 6] 15

Transformando esta matriz em sua forma escalonada reduzida (faga todos os calculos!), obte-
mos
1 0 -2 3 0| -—-24
01 -2 2 0| =7 |, (1.45)
00 0 0 1| 4
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que € equivalente ao sistema linear

T, —2r3+3xy = —24
To —2x3+2x4 = —7 (1.46)
Irs = 4

Neste sistema z; possui um valor fixo igual a 4, mas as outras variaveis tem dois graus de
liberdade. De fato, atribuindo valores quaisquer para z3 € =4, obtemos os valores de z; € x9
pelas duas primeiras equagdes acima e temos uma solugdo do sistema. Diferentes escolhas
dos parametros z3 e x4 geram solucoes diferentes.

Uma forma sistematica de analisar a situacao é a seguinte: As variaveis correspondentes a
colunas que possuem posicao de pivo sio chamadas de variaveis dependentes e as demais
sao chamadas de variaveis livres. Assim, podemos escrever

Tr1 = 2173 - 3I4 —24
To =2x3 —2x4 — 7
r3, x4 livres

Ty = 4

(1.47)

e o sistema possui infinitas solugées.<

1.4.4 Conclusoes

Ao analisar a matriz aumentada associada a um sistema linear, concluiremos inevitavelmente
que uma das seguintes situacoes € valida:

e Todas as colunas referentes as variaveis do sistema possuem posigao de pivé, e.g,

1 3 —6]| 6
0 -8 11| = |. (1.48)
0 0 12 ]-9

Neste caso, vimos que o sistema possui apenas uma solucao. Nota que esta possibilidade
apenas é possivel se tivermos um sistema com o niimero de equacgoées igual ao niumero de
variaveis.

e Caso a coluna referentes a alguma variavel do sistema nao possua posicao de pivo, tere-
mos duas possibilidades

(i) Alguma coluna nao € coluna pivé mas nao existem linhas inconsistentes, e.g,

1 3 2 -6 2 6
0 -8 4 11 -1|-3]|. (1.49)
0 0 0 12 1 |-9

Neste caso, as variaveis referentes a colunas que nao sido pivd (na matriz acima,
colunas 3 e 5) podem ser consideradas variaveis livres e o sistema possui infinitas
solucoes.

(1) Alguma coluna nao é coluna pivd mas existem linhas que sdo inconsistentes, e.g,

1 3 2 -6 2 6
0 -8 4 11 -1 1 . (1.50)
0 0 0 O 0 |-9

Neste caso, nao existem solugoes para o sistema, pois uma das equacoes é impos-
sivel de ser satisfeita.

Concluimos assim que um sistema linear ou néo possui solucao, ou tem apenas uma solucao
ou ent@o possui infinitas solugées. Sao estes trés todos os casos possiveis e podemos decidir
em qual estamos apenas olhando para a forma escalonada da matriz aumentada associada
ao sistema.
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

1.5 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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2

Semana 2

Existem maneiras diferentes de representar e de interpretar elementos de Algebra Linear.
Nesta parte, vemos algumas das principais.

2.1 Vetores

Um vetor no espaco tridimensional é um objeto com magnitude, direcdo e sentido bem defi-
nidos. Assim sendo, ao representar um vetor como na figura abaixo, ndo importa onde esta o
seu ponto inicial. Todas as setas representam o mesmo vetor.

/ mesmo vetor

Fixando o sistema de coordenadas Cartesiano usual e usando a origem como referéncia,
podemos introduzir coordenadas:

U1
v= | vy | =vi1€] + v2€5 + v3€3, (2.1)
U3
onde
1 0 0
e1r=|101], e=1|1 e e3=1|0|. (2.2)
0 0 1

Intuitivamente, podemos pensar que o sistema de coordenadas Cartesiano fixa a origem como
sendo o ponto inicial do vetor e o ponto (vy, ve,v3) do espaco tridimensional como o ponto final.

11
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No livro “Algebra Linear e suas Aplicacoes”, de David Lay, vetores sdo representados por
letras em negrito. Nestas notas, utilizamos uma setinha em cima da letra para indicar um
vetor.

Raramente vamos confundir o ponto (vq, v, v3) com o vetor

vy | . (2.3)

De qualquer maneira, € bom estar atento, pois outros textos podem fazé-lo.
O conjunto de todos os vetores com trés componentes como acima é chamado de R? (leia-se
“erre trés”). Em coordenadas, se tivermos

U1 w1
7= V2 e W= wa s (24)
U3 ws

podemos definir a soma de vetores componente a componente:

v1 + wy
U+ w = Vo + Wo . (2.5)
U3 + w3

Geometricamente, isto pode ser interpretado como segue:

/

A multiplicacao do vetor ¥ por escalar % € R é definida como:

k"Ul
kv := | kvg |. (2.6)
kvg

Geometricamente,

Estas consideracoes que fizemos também sao validas para outro namero de componentes,
com a possivel perda de visualizacao geométrica, no caso de quatro ou mais componentes.

Mais geralmente, um vetor ¥ do conjunto R" pode ser pensado como um objeto com n
componentes:

U= =v1€1 + V262 + - + Vp_1€p—1 + Un€h, (2.7)
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onde

O =
o = O
!

o o
l

o o

gl = ) é'2 = [ €n—1 = : ) €n = . (28)

o
—_ .
)

0 0 0 1
A soma de vetores ¢ dada em coordenadas por:

V1 + wy
V2 + Wo

ST

+
g
I

(2.9)

Up—1 + Wp_1
Up + Wy,

A multiplicacao por escalar por:

ko= | 1 | (2.10)

k"Un,1
kv,
2.1.1 Representacao matricial para sistemas Lineares

Na linguagem da secao anterior, nés dizemos que dois vetores sido iguais quando todas as suas
componentes sao iguais. Desta forma, podemos interpretar as equacoes de um sistema linear

z+3y = 1
{2x_y _ (2.11)

como uma igualdade entre vetores de R?, isto &, de vetores com duas componentes:

x+3y | | -1
BN E! 212

Além disso, é desta forma que surge naturalmente o produto de uma matriz por um vetor:

1 3 x —1
BRI IM R 19
definido de modo que as duas ultimas igualdades acima signifiquem a mesma coisa. Esta

ultima notacéo é conhecida como a forma matricial do sistema linear.

Exemplo 9. O sistema, que ja apareceu nas notas da semana anterior

x1 + 209 + 23 =12
1 —3ry + 53 =1 (2.14)
2I1 — X2 + 31’3 =10

pode ser representado matricialmente por

1 2 1 xq 12
1 -3 5 T9 = 1 . (2.15)
2 -1 3 T3 10
De forma mais sucinta,
AT =1b (2.16)
onde
1 2 1 T B 12
A=|1 -3 5|, =] a2 |, € b= 1 (2.17)
2 -1 3 T3 10
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Chegamos a esta conclusdo colocando os coeficientes da primeira variavel z; na primeira
coluna, os coeficientes da segunda variavel z, na segunda coluna e os coeficientes da terceira
variavel x3 na terceira coluna. <

Mais geralmente, uma matriz do tipo m x n (leia-se “m por n”) € uma matriz com m linhas
e n colunas:

a1 a2 - QAin
a21 az2 A2n

A= (ai) = | . .. ) (2.18)
Am1 Am2 tee Amn

e pode estar associada a um sistema com m equacoes e n variaveis, ja que o produto

aix Q2 - Qin 1 by
azi aza v Qg T2 ba
= . ) (2 19)
am1 Am2 - Amn T bm
quando visto componente a componente, representa:
anzi + aips + -+ a1pn = by
a21%1 + g2 + - + A2, Ty = bo
(2.20)
Am1T1 + Gm2X2 + -+ + AmpTn = bm
Exercicios resolvidos
Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
Exercicios
Esta secdo carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
2.2 Combinacoes lineares de vetores
Uma combinacao linear dos vetores vy, vs, ..., 0; € um vetor da forma:
k
V=210 + 2ol + -+ + 2l = Y 23, (2.21)
=1
onde z1,x9,...,r; sao numeros reais. Em outras palavras, uma combinacao linear € uma
soma de multiplos dos vetores 1, ¥y, . . . , U.
Exemplo 10. Para os vetores
. 1 . 1
’U1_|:_1:| € 2_|:3:|, (222)

algumas combinacdes lineares sao:

L 1 1 2
U= s T2
04171:4171+0172:4|: 1 :|:|: 4 :|;

-1 —4
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017220171+1172=|::1;:|;

o 0¥ + 0Uy = |: 0 :| :6.
0
Geometricamente, qualquer vetor do plano pode ser representado como combinacao linear

de vetores que nao sao colineares.
Vamos ilustrar este fato na figura abaixo. Por exemplo, para representar o vetor ¢ como

oy

combinacao linear de v; e v2, podemos tracar retas paralelas aos vetores, passando pela origem
e pela extremidade do vetor ¢, como na figura da direita. Assim, pela interpretacdo geométrica
da soma de vetores (ver inicio deste capitulo), sabemos que ¥ € a soma dos vetores em azul. Mas
estes, por construgao, sao colineares aos vetores iniciais e logo multiplos destes. Concluimos
que

U= 04171 + B’l_}é, (223)

isto €, ¥ € uma combinacao linear de v; e v5. <

De forma mais geral, nés dizemos que um vetor v € R™ é combinacéo linear dos k vetores
U1, Va, ..., U € R™ quando conseguirmos encontrar nimeros reais i, zs, ..., z; tais que
LU + ToUs + -+ + T U = V. (2.24)

No6s vamos nos referir a este tipo de equacao por equacao vetorial. Para decidir se um vetor

é combinacao linear de outros, devemos decidir se existem estes numeros reais =, zs, ..., Tk.
Escrevendo em coordenadas:
V11 V12 V13 Uik by
V21 V22 V23 U2k by
171 = Us1 ) 172 = 32 ) H3 = 33 ) Hk = U3k ) v = bj ) (2'25)
Um1 Um?2 Um3 Umk bm

vemos que encontrar os coeficientes da combinacao linear, caso estes existam, equivale a
resolver a equacao vetorial

V11 V12 V13 U1k by
V21 V22 V23 Vg bo

21| V3L | dag | V32 | 4ag| Uss g | vk | = b3 | (2.26)
Um1 Um2 Um3 Umk bm
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que, por sua vez, € equivalente a

V1171 + V1222 + V133 + - - + V1 Tk by

V211 + V22%2 + V23T3 + - - - + Vop Ty by

V3171 + U32T2 + U33T3 + - - - + V3T —| b3 | (2.27)
Um1T1 + Um222 + Um3T3 +---+ UmkTk bm

Mas isto € resolver um sistema linear! Portanto este conceito (aparentemente) novo esta inti-
mamente relacionado com tudo o que ja tinhamos visto antes.

O espaco gerado por todas as combinagodes lineares dos vetores vy, s, ..., 0, € denotado
por Span{ﬁl, 172, e ,ﬁk}.

e Vimos que o conjunto gerado pelos dois vetores do exemplo anterior € o plano inteiro, isto
€, Span{ﬁl, 172} = RQ.

e Nota que o vetor nulo sempre pertence ao espacgo gerado, assim como todos os vetores
U1, V2, . . ., Uk.

¢ O conjunto gerado por apenas um vetor nao nulo representa uma reta.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

2.3 Sistemas lineares e combinacoes lineares das colunas

A associacao feita acima pode ser resumida como:

“resolver o sistema linear AZ = b equivale a decidir se o vetor b € uma combinacao linear das
colunas de A”

ou ainda

“resolver o sistema linear AZ = b equivale a decidir se o vetor b pertence ao espaco gerado
pelas colunas de A”

Desta forma, tudo o que ja vimos sobre existéncia de solucdes para sistemas lineares pode
ser “traduzido” para o contexto de combinacdes lineares e espacos gerados (faca as traducoes!).

Exemplo 11. Considere o sistema linear do Exemplo 9:

I1+2£C2+I3 = 12
Tr1 — 311]2 + 51’3 =1 (228)
221 —x9 + 323 = 10

(1) Vimos ques este sistema pode ser representado em forma matricial por

1 2 1 T 12
1 -3 5 T2 | = 1 1. (2.29)
2 -1 3 3 10

Este formato é interessante principalmente para uma andalise mais teérica. Podemos
escalonar a matriz para decidir sobre a existéncia de solucoes. Podemos também encarar
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(ii)

o sistema como uma equacao aparentemente escalar Az = b; por exemplo, mais adiante
no nosso curso, vamos tentar entender quando que pode fazer sentido escrever a solucao
como ¥ = A~'b; isto é o que se faria em uma equacao linear escalar (adiantando: nem
sempre se pode fazer isso!).

Também podemos representar o sistema como uma matriz aumentada associada:

12 112
1 -3 5|1 |. (2.30)
2 -1 3|10

Esta notacao € boa para a resolucao do sistema. Escalonando a matriz aumentada as-
sociada, conseguiremos dizer se o sistema possui solucao (no caso em que uma linha da
forma escalonada for contraditéria), se o sistema possui apenas uma solugdo (quando
todas as colunas referentes as variaveis do sistema possuem posicao de pivd) ou entao se
existem infinitas solugodes (caso sem linhas contraditorias em que existem colunas sem
posicao de pivo — assocaidas com variaveis livres).

Outra forma possivel é a forma vetorial (equivalentemente combinacao linear das co-
lunas da matriz associada)

1 2 1 12
I 1 —+ 2o -3 + x3 5 = 1 (231)
2 -1 3 10

Esta maneira de representar o sistema é favoravel para descricdes geométricas, pois ja
vimos como interpretar geometricamente combinacoes lineares de vetores. Também sera
interessante futuramente no curso quando a imagem de transformacoes lineares.

O entendimento dessas interpretacoes diferentes facilita (e muito!) o entendimento de varios
conceitos que veremos mais adiante no nosso curso de Algebra Linear.

Exercicios resolvidos

Esta secdo carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

2.4 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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3

Semana 3

3.1 Dependéncia e independéncia linear

No6s vimos, por definicao, que um vetor ¥ € R™ é combinacdo linear dos k vetores ¢, ¥, ..., 0 €
R™ quando conseguirmos encontrar nimeros reais =i, xs, ...,z tais que
2101 + 22U + - - - + 2T = T. (3.1)

Vimos também que para decidir se um vetor é combinacao linear de outros, devemos verificar
se existem estes numeros reais x1,zs,...,x;. Em coordenadas, isto é equivalente a resolver o
sistema linear:

V11 V12 vz v Uik Z1 b
V21 V22 V23 - V2K €2 bo
U3l Us2 U3zt U3k z3 | = | bs | . (3.2)
Uml Um2 Um3 “°° Umk Tk by,
Agora, dizemos que os vetores ¢, s, ...,0; € R™ sao linearmente independentes (LI) se

nenhum dos vetores puder ser escrito combinacao linear dos demais. Uma forma de escrever
isto matematicamente € a seguinte:

Se 1101 + ot + - + 20, = 0, entdo xy = x5 = - = x5, = 0. (3.3)

De fato, imaginem que pelo menos um dos coeficientes acima fosse diferente de zero, digamos
z2 # 0. Dai podemos dividir por z, € conseguiriamos escrever o vetor ¢, como combinacao
linear dos demais:

- 1 xr3 Tk
Ug=——10U — —Us— -+ — — Ug. (3.4)
T2 T2 X2
Se os vetores v, Us, ..., U, € R™ nao forem linearmente independentes, entao noés dizemos que
) ) )

eles sao linearmente dependentes (LD).

Exemplo 12. Vamos verificar se os vetores

1 1 1
01, 1, 1 (3.5)
0 0 1
sao LI ou LD.
Para verificar se sao LI, nés devemos considerar a equacao vetorial
1 1 1 0
0 0 1 0

Como a equagao € homogénea, temos pelo menos a solucao trivial: z; =0, z2 =0 e z3 =0. Se
esta for a tnica solugao, entao os vetores sao LI. Se existir alguma outra solucido que nao seja
a trivial, entao os vetores sao LD.

18
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Resolver a equacao vetorial equivale a resolver o sistema linear

1 1 1 z1 0
01 1 ze | =10 (3.7)
0 0 1 T3 0

E facil de ver que a unica solucao deste sistema € a trivial e, portanto, os vetores sdo LI. Se
este sistema nao fosse facil de resolver, deveriamos comecar a resolvé-lo por escalonamento,
como de costume. <

Exemplo 13. Analisamos agora os vetores

1 1 1 -1
01, 1, 1, 2 |. (3.8)
1 0 1 1

Como no exemplo anterior, para verificar se sao LI, n6s devemos considerar a equacao vetorial

1 1 1 -1 0
1| 0 | +a2 | 1 | +a3| 1 | +24 2 =10 . (3.9)
0 0 1 1 0

Como a equacao € homogénea, temos pelo menos a solugao trivial: z; =0, 2o =0 e z3 = 0. Se
esta for a tnica solugao, entao os vetores sao LI. Se existir alguma outra solucido que nao seja
a trivial, entao os vetores sao LD.

Resolver a equacao vetorial equivale a resolver o sistema linear

11 1 -1 1 0
01 1 2 T2 ] (3.10)
101 1 3 0

T4

Em um sistema com mais variaveis do que equacodes, podemos nao ter solugdes (no caso
de alguma linha inconsistente) ou podemos ter infinitas solugdes (no caso de haver variaveis
livres). Nao € possivel ter unicidade. Como ja sabemos que em um sistema homogéneo, sempre
temos pelo menos a solucao trivial x; = 0, 2 = 0, z3 = 0 € x4 = 0, podemos concluir que existem
infinitas solugodes. Logo, o conjunto de vetores é LD.

O argumento que utilizamos no Exemplo 13 acima € geral e se aplica em varias situacoes.
Temos

Se k > m, entao os vetores v, Us,...,70; € R™ sdo necessariamente LD. (3.11)

Desta forma, néo existem quatro vetores LI em R*. Ndo conseguiriamos encontrar sete vetores
LI em R® e assim por diante.
Facamos agora algumas observacoes gerais sobre independéncia linear:

¢ O vetor nulo, mesmo que sozinho, € LD. Se ¢ = 0 estiver em um conjunto de vetores, este
conjunto sera automaticamente LD.

e Ao considerarmos apenas dois vetores @ e ¥, dizer que estes vetores sao LD significa que
eles sao multiplos um do outro e, portanto, colineares.

e Veremos mais adiante no curso que a dimensao do espaco gerado por vetores linearmente
independentes € exatamente o numero de vetores. Desta maneira, concluiremos, por
exemplo, que o conjunto gerado por dois vetores do espaco tridimensional é um espaco
linear de dimensao dois: um plano.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
livroscolaborativos@gmail.com

Algebra Linear - Um Livro Colaborativo 20

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

3.2 Independéncia linear e sistemas lineares

Na ultima semana (capitulo anterior), vimos que resolver o sistema linear A7 = b equivale a
decidir se o vetor b é uma combinacao linear das colunas de A. Na secao anterior, introduzimos
a questao de decidir se os vetores 1, Us, . . ., U, sao LI ou LD. Isto, consequentementel, equivale
a decidir se existe solucao nao trivial para o sistema linear homogéneo

AZ =0, (3.12)
onde a matriz A é formada com os vetores ¥}, U5, ..., ¥y como colunas.

Exemplo 14. Naturalmente, podemos traduzir os exemplos da secao anterior desta forma.
Ou seja no Exemplo 12, temos que a matriz

1 1 1
A=1]10 1 1 (3.13)
1 0 1
tem as colunas linearmente independentes (LI). Por outro lado, as colunas da matriz

-1
2 (3.14)
1

B =

[ S

1
1
0

_ = =

do Exemplo 13 sao linearmente dependentes (LD). <

Podemos pensar ainda de outra forma. Considere uma matriz A de ordem m x n. Para
decidir se as colunas de A sao LI, devemos procurar por solucdes nao triviais do sistema
linear cuja matriz associada é A. Ao resolver um sistema homogéneo por escalonamento,
sabemos que

e Se existirem mais colunas do que linhas (i.e. m < n), entao as colunas de A sao necessa-
riamente LD.

e Se existirem mais linhas do que colunas (i.e. m > n), procedemos por escalonamento. Se
todas as colunas da matriz A possuirem posicao de pivd, entao as colunas sao LI (pois
dai a unica solucao do sistema homogéneo € a trivial).

¢ No caso de alguma coluna nao possuir posicao de pivo, o sistema homogéneo possui pelo
menos uma variavel livre; logo, as colunas de A sao LD.

Exemplo 15. Decidir se as colunas de A sao LI:

2 1 -1 8
-3 -1 2 -11
A= "0 T, L e | (3.15)

-2 1 2 =3

Como as colunas de A sdo quatro vetores de R*, pode ser que sejam LI (caso tivesse uma coluna
a mais, saberiamos automaticamente serem LD). Aplicando o algoritmo de escalonamento,
sabemos que

1 -1
1 1
0 -1
0 0

(3.16)

OO O N
O = N oo

ILembra que uma equacdo vetorial pode ser reescrita como uma equa¢ao matricial!
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Notando que a ultima coluna nao possui posicao de pivo, concluimos que as colunas de A
sao LD. Isto pois, neste caso, o sistema linear homogéneo associado, AZ = 0, cuja matriz
aumentada associada €

) (3.17)

S O N
O~ =
—

8
2
1

o O O

00 0 0|0

possui uma variavel livre (e portanto outras solucoes que nao a trivial). <

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

3.3 Transformacoes lineares
Uma transformacao linear é um tipo especial de funciao que associa um vetor a outro vetor
T : {vetores} — {vetores} (3.18)
e com a propriedade adicional:
T (at + b¥) = aT'(@) + bT(¥), paratodos a,bcR e todos ,7. (3.19)

Em geral, pensamos em uma transformacao linear como “transformando um vetor em outro”
de forma linear, isto é, satisfazendo a propriedade acima.

Exemplo 16. A aplicacao 7 : R®* — R?® dada por T(#) = 3i € a transformacao linear que
transforma um vetor de R® no vetor que tem o triplo do comprimento. Utilizamos a prépria
féormula da transformada para verificar que a tranformacao 7' é de fato linear:

T(aii + bF) = 3(ail + b%) = a- 3@+ b- 30 = aT (i) + bT(5).< (3.20)

Exemplo 17. Também ¢ linear a transformacao que faz uma rotacdo de um angulo 7 /2. Tente
se convencer geometricamente que esta transformacao é uma transformacéao linear. Voltare-
mos a este exmeplo com mais detalhes na secao seguinte. <

Exemplo 18. Consideramos a transformacio 7 : R? — R?, que transforma vetores de R* em
vetores de R?, dada pela formula

T(.’L‘l,xz) = (1’1 - 31’2,3I1 + 5.’L‘2, —x1 + "EQ)‘ (321)

Nota que, excepcionalmente, estamos representando os vetores como linhas. E comum quando
tratamos de transformacoes lineares. Esta formula nos diz, por exemplo, que os vetores

L 1 . 10
u-[l} e U—|:3:| (3.22)
sao transformados nos vetores
1-3-(-1) 4 0—3-3 -9
T(@)=|3-1+5-(-1) | =| -2 e T(0)=]|3-0+5-3|=| 15 |.< (3.23)

-1+ (-1) -2 -0+3 3
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

3.4 Matriz de uma transformacao linear
Voltemos a transformacao linear
T(x1,22) = (x1 — 3x9,3x1 + dxe, —x1 + T2) (3.24)

do Exemplo 18. Lembramos que um vetor qualquer de R? pode ser escrito como combinacio
linear dos vetores

. 1 . 0
e = |: 0 :| € e2 = |: 1 :| . (325)
De fato,
T I I R I B (3.26)
u = o =T 0 To 1 = T1€1 To€a. .

Logo, utilizando a propriedade de a transformacéao ser linear, temos que
T(’l_i) = T(mlé'l + .%'252) = $1T(€1) + $2T(€2) (327)

Calculamos T'(¢}) e T(é>) pela formula dada da transformacao linear:

1 -3
-1 1
Concluimos que
1 -3 1 -3
T@@)=z1| 3 |+a| 5|=| 3 5 { o } . (3.29)
-1 1 -1 1| L*

Desta forma, associamos uma matriz de ordem 3 x 2 a transformacao linear 7 : R? — R3.

O procedimento que aplicamos acima nao é particular do exemplo que analisamos, de
modo que é sempre possivel associar a uma transformacao linear 7 : R” — R™ uma matriz
A de ordem m x n, chamada matriz canonica associada a transformacao linear 7 ou ape-
nas matriz associada a 7', cujas colunas sao os vetores T'(€1),T(€2),T(€3),...,T(€,) € R™ (e
portanto n colunas com m componentes cada).

Exemplo 19. A transformacao linear T : R® — R3, T(@) = 5ii, satisfaz

5 0 0
TE)=|01|, T(E)=|5 e T(e)=10]. (3.30)
0 0 5
Assim, podemos escrever
5 0 0 x1
T@ =10 50 T2 | . < (3.31)
0 0 5 x3
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T(&)) = (—senf, cos f)

sen . T(@) = (cosf, sen )

Exemplo 20. O método acima pode também ser aplicado para conseguirmos uma féormula
para transformacées lineares como as do Exemplo 17. Vamos considerar a aplicacdo 7 : R? —
R? definida por

T(¥) = rotacao no sentido anti-horario de Z por um angulo 0 € (0, 27). (3.32)

A matriz da transformacéo linear tem por colunas a imagem por 7' dos vetores ¢; e 5. Obser-
vamos que (ver figura)

- cos 6 . —senf
T(e) = [ son ] o T(e) = [ s 0 } : (3.33)
Logo, concluimos que
o | cosf —senf T1
T@) = [ sen 6 cosf } [ T } : (3.34)

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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3.5 Transformacoes injetoras, sobrejetoras e invertiveis

Como de costume, dada uma funcao f : A — B, diz-se que A é o dominio de f enquanto B
€ o contradominio. A imagem de f € o subconjunto de B que consiste de todos os elementos
y € B tais que f(z) = y ou, intuitivamente, que consiste de “todos os elementos de B que sao
atingidos pela funcao f.

Na hora de decidir se uma funcéao ¢é invertivel ou nao, duas propriedades sdo essenciais:

1) cada elemento de B ser a imagem de no maximo um elemento de A4, caso em que f é dita
injetora ou injetiva;

2) aimagem de f ser igual ao contradominio, caso em que f diz-se sobrejetora ou sobrejetiva.

Quando estas duas propriedades sdo satisfeitas, isto é, quando a funcao f é injetora e
sobrejetora, vale que f € invertivel: podemos encontrar uma funcdo f~' : B — A que satisfaz

f ' (f(z)) ==, paratodoz € A e f(f '(y)) =y, paratodoy € B. (3.35)

Ao tentarmos encontrar uma funcao inversa ', as propriedades de ser injetora e sobreje-
tora, aparecem naturalmente.

Estas definicoes sdo usuais para fungdes quaisquer. A partir de agora, vamos analisar
quando que transformacées lineares sdo injetoras, sobrejetoras e/ou invertiveis. Vamos ver,
em particular, que é bem mais facil estudar tais propriedades para transformacgdes lineares.

3.5.1 Transformacoes lineares injetoras
A transformacao linear 7' : R" — R é injetora quando, para beR™, a equacao
T(Z) =b (3.36)

possuir uma unica solug¢do ou nenhuma (no maximo uma — comparar com a definicao acima).
Como vimos, existe uma matriz A de ordem m x n associada a transformacao linear 7', de
modo que temos que analisar as solucoes de

AZ = b. (3.37)

Recaimos novamente em um sistema linear!

No caso particular em que b = 0, o sistema homogéneo AZ = ( sempre possui a solucio
trivial # = 0. Neste caso, para que a transformacao linear seja injetora devemos verificar que
esta é a tnica solucao de AZ = (. Na verdade, é possivel verificar o seguinte.

Afirmacdo. 7T é injetora se, e somente se, A7 = 0 possui apenas a solucéo trivial.”

Justificativa da afirmacdo. Vamos provar matematicamente que, se soubermos que A7 = 0
possui apenas a solucao trivial, entao vale que A% = b possui no maximo uma solucgao, para
qualquer escolha de vetor b. Isto, por sua vez, implica que T € injetora. Caso nao existam
solucoes ou caso exista apenas uma, nada ha para provar. Suponhamos que entao que existem
infinitas solucoes (esta seria a unica outra possibilidade). Em particular, existiriam duas
distintas:

T # @, tais que A%, = b e também A7, = b. (3.38)

Por linearidade, temos entao que A(Z; — &) = b—b = 0. No entanto, nossa hipétese garante que
somente existe a solucao trivial para a equacao AZ = 0, de modo que deveriamos ter #; = 5.
Em outras palavras, se AZ = ( possuir apenas a solucao trivial, entdo nao existe mais do que
uma solucao para A7 = b. Portanto, T é injetora. O

Notem que a afirmacao acima é também equivalente a seguinte afirmacao.
Afirmacao. T é injetora se, e somente se, as colunas de A sao linearmente independentes.

Vamos deixar exemplos de injetividade para a subsecao seguinte (ver Exemplos 21 e 22).

2Em particular, este caso somente ¢ possivel se n < m (reler observacoes que seguem o Exemplo 3)
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3.5.2 Transformacoes lineares sobrejetoras

A transformacéo linear T : R” — R" é sobrejetora quando, para todo b € R”, a equacéo
T(Z)=0b (3.39)

possui alguma solucao (comparar com a definicao no inicio desta secao). Seja A a matriz de
ordem m x n associada a 7. Assim, para verificar que T é sobrejetora, devemos verificar que,
para qualquer b € R™, o sistema linear

AZ=1b (3.40)

possui ao menos uma solugdo (uma ou infinitas). Isto é equivalente a:

T € sobrejetora se, e somente se, as colunas de A geram todo o espaco R™. (3.41)

Em particular, este caso somente é possivel se n > m (veremos mais adiante no curso — a
imagem da transformacao 7' : R" — R™ sera de dimensdo no maximo igual a n).

Exemplo 21. Considere a transformacao linear 7' cuja matriz associada é
5 3 1 1
A=]10 -1 1 -1 |. (3.42)
0 00 3

Como sao quatro colunas de R?, vemos que as colunas sdo LD e, portanto, 7' néo é injetora.
Por outro lado, a matriz ja esta em forma escalonada. Vamos analisar se o sistema

. 5 3 1 1|6
AZ =b <— 0 -1 1 —1]bs (3.43)
0 0 0 3| bs

possui solugao para todo b € R®. De fato, o sistema possui solucao (ja que nenhuma linha
da sua forma escalonada ¢ inconsistente). Em verdade, o sistema possui uma variavel livre.
Logo, T € sobrejetora.

Exemplo 22. Considere a transformacao linear 7' cuja matriz associada é

3 1
A=15 7. (3.44)
0 —4

Como sao somente duas colunas, € facil ver que uma nao é multipla da outra: por causa das
primeiras componentes, podemos pensar que a primeira coluna € trés vezes a primeira, mas
verificando a segunda linha ja nao da certo 3-7 # 5. Logo, as colunas sao LI e a transformacao
T € injetora.

Por outro lado, as colunas de A geram um espacgo de dimensao no maximo 2; logo, nao
geram R®. Portanto, T nao é sobrejetora.

3.5.3 Transformacoes lineares invertiveis

Pelas observacoes das ultimas subsecoes, s6 € possivel da transformacao linear 7' : R” — R™
ser invertivel quando m = n, pois T' devera ser ao mesmo tempo injetora e sobrejetora. Veremos
na semana seguinte um método para calcular a transformacao inversa 7!, que sera também
uma transformacao linear.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Exercicios

Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

3.6 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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4

Semana 4

A operagao de soma de matrizes e de multiplicagao por escalar sao definidas da mesma forma
que definimos estas operacoes para vetores. Na soma, basta somar componente a componente,
enquanto que na multiplicagao por escalar o que fazemos € multiplicar todas as componentes
da matriz pelo escalar (numero) dado. Desta forma, por exemplo,

1 -1 7 0 1 4 1 9 [ 1+1 —-144 x+1 049
11 11 -2 0|+]| -5 10 2 11 |=|11-5 11410 -2+2 0+11
9 0 4 4 -3 8 0 —6 9-3 0+8 4+0 4-—6

(2 3 7+1 9
=16 21 0 11
608 4 -2

enquanto
1 4 1 9 5-1 5-4 5-1 5-9 5 20 5 45
5.1 =5 10 2 11 | =| 5-(=5) 5-10 5-2 5-11 =| —-25 50 10 55 |. (4.1)
-3 8 0 -6 5-(—=3) 5-8 5-0 5-(—6) —-15 40 0 =30

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

4.1 Produto de matrizes

E no produto de matrizes que aparece uma operacao diferente do que estamos acostumados.
Ja vimos como a multiplicacdo de uma matriz de ordem m x n por um vetor de R" (ou matriz
de ordem n x 1) aparece naturalmente quando resolvemos uma sistema linear:

ail a1z -+ Qln T1 1171 + a12T2 + - - - Q1 Ty
. g1 Q22 -+ Q2n T2 a21T1 + Q222 + + - Aop Ty
AT = ) ) . . = . . (4.2)
Am1 Am2 e Amn Tn Am1T1 + Am2T2 + - AmnTn

O resultado € um vetor de R™ (ou matriz de ordem m x 1). Observamos que necessariamente
o numero de colunas da matriz A deve ser igual ao namero de linhas do vetor Z, para que seja
possivel realizar o produto como indicado.

27
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Vamos generalizar este procedimento para definir o produto entre duas matrizes de qual-
quer ordem. Por exemplo, se A € como acima e B € uma matriz B de ordem n x 2, o que
vamos fazer é pensar nas colunas de B como dois vetores by e by e realizar os produtos como
ja estamos acostumados. O resultado sera uma matriz cujas colunas sio Ab; e Abs:

a1 @12 - Qi 1 Y1 1121 + a12T2 + -+ A1pTn a11y1 + aigy2 + -+ aQinln

Gg1 Q22 - A2 | T2 Y2 G21%1 + Q2222 + - + A2pTn a21Y1 + a22y2 + - -+ + A2plYn

am1 Am2 - Amn Tn  Yn Am1T1 + Gm2X2 + +++ + AmpTn  Aml Y1 + am2Y2 + -+ UmnYn
(4.3)

O resultado é portanto uma matriz de ordem m x 2.

De forma mais geral, podemos multiplicar uma matriz A de ordem m x n por qualquer
outra matriz de ordem n x p e o resultado obtido sera uma matriz de ordem m x p. E facil
de lembrar: o numero de colunas da primeira matriz deve ser igual ao numero de linhas da
segunda matriz e a matriz resultante tera por ordem o que “sobrar”:

[ ‘]mx% [ ..}%Xp = Jmxp- (4.4)

As colunas da matriz resultante sao obtidas ao fazer o produto da primeira matriz com os
vetores que formam as colunas da segunda:

aip a2 0 Gin
an az o oaze || 1] | L L 3
AB = . . . by by - by | = | Aby Aby .- Ab, (4.5)
: : : . | | | |
am1 Am2 - Amn
Acima, 51, 527 o ,51, € R™ sao as colunas da matriz B. Conclua que Al;l, AEQ, e Al_fp € R™ e que

AB é uma matriz de ordem m X p.

4.1.1 Exemplos

Vamos mostrar algumas contas que exemplificam tanto o procedimento quanto algumas das
propriedades essenciais do produto de matrizes.

Exemplo 23. Vamos calcular um produto de matrizes utilizando o procedimento explicado na
subsecao anterior:

1 4 1 9
1 -1 = 0| | -5 10 2 11 | _ |6-37r —6+8r -1 —2-0m (4.6)
1 11 -2 0 -3 8 0 —6| 50 138 33 232 ' '

0 2 -2 0

O elemento (AB);; da linha i e coluna j da matriz AB, pode ser obtido ao “multiplicar”’ a linha
i de A pela coluna j de B:

(AB)y = 1-1 4+ (-1)-(-5) + 7-(=3) + 0-0 = 6—3r
(AB)iz = 1-1 + (-1)-2 + 70 + 0-(-2) = -1
(AB)y 1M1 + 11-(=5) + (=2)-(=3) + 00 50 '
(AB)y, = 11-4 4+ 1110 + (-2)-8 + 0.2 = 138
(AB)os = 11-1 +  11-2 + (=2):0 + 0-(-2) = 33
(AB)yy = 11-9 4+ 11-11  + (=2)-(-=6) + 0-0 = 232

Observamos, a partir deste exemplo, que o produto de matrizes nao é comutativo. De fato,
as matrizes AB e BA sequer tem a mesma ordem. Além disto, pode ser que seja possivel
calcular AB, mas nao BA. Pense, por exemplo, em uma matriz A de ordem 3 x 2 € em outra
matriz B de ordem 2 x 5.

10 leitor ja familiarizado com geometria analitica pode identificar o elemento ij da matriz resultante como o produto
escalar entre a linha 7 de A e a coluna j de B.
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Exemplo 24. Uma propriedade de matrizes quadradas, isto €, matrizes cujo namero de
linhas e de colunas ¢ igual, € que o produto delas fornece uma terceira matriz com a mesma
ordem:

Mesmo neste caso, o produto de matrizes pode nao ser comutativo: ¢é possivel encontrar
matrizes tais que AB # BA. Por exemplo,

e 49

111 -1 10
{1 QHO 1}_[1 —1}4 (4.10)

4.1.2 Uma interpretacao para resolucao de sistemas lineares

enquanto

No6s podemos pensar em

a1 ai2 - Qlp 1 Y by ¢
az1 G2 - Q2n T2 Y2 by ¢

=1 . . (4.11)
aml1 Am2 *°°  (Qmn Tn  Yn b, cn

como a forma matricial de escrever dois sistemas lineares que possuem a mesma matriz as-
sociada:

a1 ai2 - Q1n
@21 az2 -+ Q2p L L.

A= . . . . A¥=0b, Ay=7_C. 4.12)
am1 Am?2 o Amn

(por qué?) E possivel de resolver os dois sistemas concomitantemente ao escrever uma matriz
aumentada generalizada:

a11 a12 an | b1 o
as1 G2 aon | b2 c2 4.13)
Gmi Gm2 ** Gmn | bn Cn

A analise das solucdes ¢ feita da mesma forma que aprendemos nas notas da primeira semana.
Observem que esta € uma forma de economizar as contas e nao precisar escalonar duas vezes
a matriz A associada!

Exercicio 1. Escrever dois sistemas lineares que possuem a mesma matriz associada. Resol-
ver usando a matriz aumentada generalizada acima.

Evidentemente, este método funcionaria para resolver ao mesmo tempo 3 ou 4 ou 20 sis-
temas lineares ao mesmo tempo, desde que a matriz associada seja a mesma em todos eles.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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4.2 Matriz transposta

A matriz transposta de uma matriz 4, de ordem m x n, é a matriz A7 que tem por colunas
as linhas de A. Consequentemente, A7 é uma matriz de ordem n x m.

Exemplo 25. As transpostas das matrizes

-1 1 1 1 -1 = 0
A= 10 |, B:{2 1 }, cC=1]1 11 -2 0 (4.14)
-9 9 4 4 4
sao, respectivamente, as matrizes
1 11 9
T _ T 1 2 T -1 11 4
At=[-1 10 9], B[_l THE c" = r —9 4|9 (4.15)
0 0 4

Valem as seguintes propriedades:
o (ANHYT =4
e Linearidade: (vA+yB)" = 2A” + yBT
e Produto: (AB)" = BT A"
Exercicio 2. Verifique que estas propriedades sao validas em alguns exemplos (escolha algu-

mas matrizes para fazer as contas).

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

4.3 Matriz inversa

Agora que temos definido um produto de matrizes, € natural de nos perguntarmos quais das
propriedades usuais do produto entre niimeros reais se mantém validas.

Por exemplo, a matriz identidade I, é a matriz quadrada de ordem n x n que tem 1 na
diagonal principal e 0 nas demais posicoes. No caso 3 x 3, temos

1 00
Is3=10 1 0 |. (4.16)
0 0 1

Esta matriz satisfaz Al,, = A para qualquer matriz A de ordem m x n. Da mesma forma, temos
I, B = B para qualquer matriz B de ordem n x m (observe atentamente os indices!). O nome
identidade vem desta propriedade, que é parecida com a propriedade da unidade nos niimeros
reais: 1.z =z =z-1.

Existindo a matriz identidade, outra pergunta natural € se existe um inverso multiplicativo.
Para nameros reais, qualquer namero nao nulo possui:

1
reR,z#0 = z ! = — é um inverso multiplicativo, 4.17)
X
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isto é, satisfaz z - 27! = 1.
Vamos procurar por matrizes inversas: dada uma matriz A, queremos encontrar uma

matriz A~! de modo que
AA Y =1, =A"1A. (4.18)

Escrevemos de duas formas diferentes acima, pois o produto de matrizes nao é comutativo. A
matriz A~! é chamada a matriz inversa de A. Observe que A deve ser quadrada (por qué?).

4.3.1 Caso 2 x 2

Vamos procurar pela inversa de

a b
A= [ ¢ d } . (4.19)
Escrevemos
Al = { v } (4.20)
T2 Y2
e queremos descobrir os valores x1,x2, y1, y2 que satisfazem
a b zr oy | _ |1 0
el =l v 421
Pela interpretacao que demos anteriormente ao produto de matrizes, encontrar
= T1 - 1 |
=[n] el 622

€ equivalente a resolver ao mesmo tempo os dois sistemas

A ideia é entao resolver por escalonamento os sistemas cuja matriz aumentada associada é:

b1 0
[Ccldo 1} (4.24)
Tem-se

a b|1l 0| ctreats | ac bc|c 0| —tite2emes | ac be c 0
|:C d| 0 1:|—>|:ac adOa:|—>|:0 ad —be | —e a:| (4.25)

acd —abe
w) [ C:)c blc _CC 2 ‘| M} “e 0 ad__cbc ada— bC (4.26)

ad —bc ad — bc 0

d —b
l1+ac 10
rac, ad_—cbc ada—bc ] 4.27)
0 1

ad —bc ad—bc
Dai concluimos (depois colocar em evidéncia o fator ad — bc que esta dividindo) que:

1 d —b 1 d b
—1 _ _
A _ad—bc[—c a ]_detA[—C a ] (4.28)

Nesta ultima expressao, definimos o determinante de uma matriz de ordem 2 x 2:
det A = ad — be (4.29)

e, como foi necessario dividir por este valor, concluimos que:

s6 existe a matriz inversa de A caso det A # 0. ‘ (4.30)
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Observacao 26. Veremos na seciao seguinte que o processo que utilizamos para inverter a
matriz A funciona para matrizes de qualquer ordem, mas é trabalhoso. No caso de uma matriz
2 x 2, talvez seja interessante memorizar a férmula, ja que nao é tdo complicada. Podemos
pensar da seguinte maneira:

e Calculamos det A. Se for diferente de zero, existe a inversa. Nos partimos de A e dividimos
pelo determinante.

e Em seguida, trocamos de lugar os elementos da diagonal principal (a e d).
e Finalmente, trocamos o sinal dos elementos da outra diagonal.
Atencao! Este método apenas funciona para matrizes quadradas de ordem 2 x 2!

Exemplo 27. Sejam as matrizes

1 1 1 0 -1 -1
T L e ! @)
Calculamos
det A=1-3—(-1)-1=4#0. (4.32)
Logo, A possui inversa e temos
(3 —-1| |34 -1/4
AT=111 1 |7 1/4 1/4 | (4.33)

(trocamos de lugar os elementos da diagonal principal e de sinal os elementos da outra dia-
gonal).
Facamos o mesmo para a matriz B:

detB=1-1-1-0=1#0. (4.34)
Logo,
11 =17 [3/4 —1/4
311{1 1 }[1/4 1/4 } (4.35)

(trocamos de lugar os elementos da diagonal principal — neste caso eram iguais — e de sinal
dos elementos da outra diagonal).
Ja para a matriz C, temos

detC = (=1)-2—-2-(=1)=0 (4.36)

e portanto C nao é invertivel (isto é, nio existe a matriz inversa C~!). «

4.3.2 Algoritmo para ordem maior

Considere uma matriz de ordem n x n:

aijp a2 - QGip
a1 Q22 - G2n

A= . . . . (4.37)
an1  Ap2 - Ann

Para obter a matriz inversa, devemos ter:

ai1 a2 -+ Qip T11 Ti2 v Tip 10 0
a1 Q2 -+ G2p To1 T2 o Tap o1 -0

= L. . (4.38)
an1 an2 tee Ann Tni Tn2 Tt Tnn 0 0 e 1

Da mesma forma que na secdo anterior, isto é equivalente a resolver simultaneamente os
sistemas:
A%y =€y, AZy=éy,..., AT, = éy, (4.39)
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onde #1,Zs, ..., %, sdo as colunas da matriz inversa A~!. Assim, devemos escrever a matriz
aumentada associada a estes sistemas lineares:

a1 a2 -+ aip |1 0 - 0
a1 azp -+ az, [0 1 --- 0
(4.40)
aml am2 “ .. amn 0 0 .« .. 1
ou, de forma mais sucinta,
[A]1]. (4.41)

E este é o algoritmo de resolucao: Deixar a matriz A em forma escalonada reduzida (até chegar
na matriz identidade) de modo que as solucdes obtidas ja serao a matriz inversa de A:

(1A (4.42)

Observacao 28. Para que seja possivel encontrar as solugdes, como indicado acima, a forma
escalonada da matriz A deve possuir n posicoes de pivd (caso contrario, algum dos sistemas
acima seria impossivel), de modo que todas as colunas de A sao colunas pivo.

Se A possuir alguma coluna sem posicao de pivo, podemos parar imediatamente o algo-
ritmo, pois isto significa que a matriz nao ¢é invertivel.

Exemplo 29. Vamos decidir se a matriz abaixo € invertivel e, em caso afirmativo, determinar

a inversa:
2110
4 3 31
A= 8 7 9 5 (4.43)
6 7 9 8
De acordo com o algoritmo, devemos escalonar
21 101 000
4 3 3 1|01 00
8 7 9 5/0 0 1 0 (4.44)
6 79 80 0 0 1

Caso a matriz seja invertivel, conseguiremos deixar a matriz identidade do lado esquerdo desta
matriz aumentada. Comecamos eliminando os termos da primeira coluna (abaixo do 2 que
esta na posicao de pivo):

2 1 1 0|1 000 2 1 1 0] 1 0 0 O
011 1|-2 1 0 0 segunda coluna 01 1 1|-2 1 0 0 (4.45)
0 35 5|—-4 0120 00 2 2|2 =310 )
0 4 6 8/-3 0 0 1 0 0 2 4|5 —4 01
2 1 1 0] 1 0 0 0 2 1 10 1 0 0 0
terceira 01 1 1}]-2 1 0 O reduzida — 4° 0 1 1 0 —7/2 3/2 1/2 —1/2
o0 2 2|2 =3 1 0 0 01 0f-1/2 -1 1 —1/2
o 00 2|3 -1 -1 1 0 0 0 2 3 -1 -1 1
(4.46)
2 1 0 0] 3/2 1 -1 1/2 10 0 0| 9/4 -3/4 -1/4 1/4
. 01 0 0 -3 5/2 —1/2 0 . 01 0 0| -3 5/2 —1/2 0
001 0|-1/2 -1 1 —1/2 0 01 0]-1/2 -1 1 —1/2
000 1| 3/2 -1/2 —-1/2 1/2 0 0 0 1] 3/2 -1/2 -1/2 1/2
(4.47)
Concluimos que
9/4 -3/4 -1/4 1/4
A1 -3 5/2  —1/2 0 (4.48)

~1/2 -1 1 -1/2
3/2 —1/2 —1/2 1/2

Verifique como exercicio que esta matriz é de fato a matriz inversa de A, isto €, calcule o
produto A- A~! e verifique que resulta em I,.
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Notamos que, caso nosso unico interesse fosse decidir se A € invertivel, sem necessaria-
mente calcular sua inversa, poderiamos ter feito o escalonamento de A (nem precisa ser da
matriz aumentada [I | A? ]) e parado o processo quando chegamos em

(4.49)

S OO N
OO ==
O N = =
NN = O

pois ja esta claro que todas as colunas possuem posicao de pivo. <

Exemplo 30. Vamos decidir se a matriz abaixo € invertivel e, em caso afirmativo, determinar

a inversa:
1 1 1

A= 1 3 =3 |. (4.50)
-3 -9 9

De acordo com o algoritmo, devemos escalonar

1 1 1|1 0 0
1 3 =310 1 0. (4.51)
-3 -9 9]0 0 1
Temos
1 1 1 1 00 1 1 1 1 0 0
o 2 —-4|-110]|—=10 2 —4|-1 1 0. (4.52)
0 -6 12| 3 0 1 0 0 O 0 3 1

Portanto, a terceira coluna nao possui posicao de pivd e a matriz A nao possui inversa.

4.3.3 Aplicacao na resolucao de sistemas lineares

Sistemas lineares de ordem n x n

AZ = b, (4.53)
cuja matriz associada A € invertivel, sao sistemas que possuem exatamente uma solucao,
para qualquer vetor beR" (ver Subsecao 4.3.4).

A existéncia da matriz inversa A~! permite-nos multiplicar ambos os lados do sistema por
A~! para obter 7 = A™' - A = A~'b. Logo,

7=A"1h. (4.54)
Exemplo 31. Resolver o sistema
11 z | [ 1
=[-8 .59
Ja calculamos a matriz inversa no Exemplo 27:
1 [ 3/4 —1/4 ]
A {1/4 14 | (4.56)
Segue que a solucao é
L .17 | 3/4 —1/4 11 [ 1/4
r=A b—[1/4 1/4 2| = | 34 . (4.57)

Embora nossa solugao do sistema possa parecer “elegante” ao utilizar a matriz inversa, este
método € muito ineficiente. Na verdade, escalonar a matriz aumentada associada ao sistema
exige um custo computacional muito menor do que calcular a inversa da matriz e, portanto,
em geral se usa o escalonamento.

Matrizes inversas tém uma importancia mais tedrica no nosso curso, COmo Veremos na
subsecao abaixo.
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4.3.4 Uma primeira caracterizacao de matrizes invertiveis

Vamos, nesta subsecao, verificar (provar de forma rigorosa) que

“a matriz A é invertivel se, e somente se, o sistema linear AZ = b possui exatamente uma
solucao, para qualquer vetor b € R".”

(=) Se A ¢ invertivel, entdo conseguimos resolver todos os sistemas
Afl = €1, AfQ = €2, " ,Afnzgn (458)
concomitantemente. De fato, qualquer vetor b pode ser escrito como

by
ba

>
I

S b1€1 + baéa + - - - + byén, (4.59)
b
e dai verificamos que se pode construir uma solucao ¥ pela féormula

T =b1T1 + baZla + - - + bp T, (4.60)
ja que pela linearidade do produto da matriz A por vetores, temos

AT = blAfl + bQAfQ + -+ bnAfna
=b1€1 + ba€y + - - - + b6,

—

(«=) Reciprocamente, suponhamos que o sistema possua exatamente uma solucao, para qual-
quer vetor b € R". Em particular, podemos resolver os sitemas

A$1 = €1, A$2:62,-" ,Afnzgn (461)

e escrever a matriz inversa de acordo com o nosso algoritmo:

| |
A= |3 & o T . (4.62)
| |

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

4.4 Exercicios finais
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5

Semana 5

5.1 Interpretacoes de sistemas lineares e de matrizes inver-
tiveis

Uma das belezas da Algebra Linear é que diversos conceitos podem ser interpretados de ma-
neiras diferentes. Assim, propriedades intuitivas de uma formulacao de um certo problema
podem ser traduzidas para outras formulagdes onde estas propriedades nem sempre sao tao
aparentes.

Um sistema linear pode ser reescrito de diversas maneiras.

1. Sistema linear:

7:171 — 3%2 =2
3xr1—x9+x3 =0 . (5.1)
i) =+ 2(E5 = -2

Aparece geralmente na formulacdo ou na modelagem do problema. As variaveis z1,zs, 3
indicam as variaveis que estamos interessados em analisar e o problema especifico no
fornece os coeficientes do sistema.

2. Matriz aumentada associada:

7T =3 0] 2
3 -1 1] 0 (5.2)
0 1 2|-2

Esta forma é adequada para resolver o sistema por escalonamento (também conhecido
como método de eliminacdo gaussiana). Poderiamos fazer eliminagcido gaussiana sem re-
correr a matriz aumentada associada, mas isto implicaria em ter que ficar reescrevendo as
variaveis independentes a todo momento, além de tomar certo cuidado para nao se con-
fundir com os coeficientes nulos. O escalonamento de uma matriz torna o procedimento
mais automatizado e minimiza as chances de erro.

3. Forma matricial:

7 =3 0 T 2 R
3 -1 1 ro | = 0 ou ArxX=0. (5.3)
0o 1 2 T3 -2

Nesta forma, aparece o produto de uma matriz por um vetor. Depois podemos considerar
produto de matrizes e a resolucao de sistemas lineares concomitantemente (ver também
capitulo da Semana 04). Caso a matriz A acima seja invertivel, sabemos que o sistema
possui apenas uma solucao e que

-

Z=A"1b. (5.4)

4. Forma vetorial ou combinacao linear das colunas:

7 -3 0 2
1| 3 | +a| =1 [ +a23| 1 | = 0 (5.5)
0 1 2 -2

36
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Aqui, ha uma interpretacao mais geométrica. Estudar a existéncia de solucoes do sistema
linear € equivalente a se perguntar se o vetor

b= 0 (5.6)

7 -3 0
ﬁl = 3 s 172 = -1 € ﬂg = 1 s (57)
0 1 2

que sao as colunas da matriz A. Logo, resolver o sistema linear € equivalente a perguntar
se b esta no espaco gerado por ¥, ¥s € U3, isto é, se b € Span{v;, v, U3 }.

5. Transformacdes lineares: Decidir se b pertence a imagem da transformacao linear 7 :
R?® — R3, definida por:

T(l‘l,.%‘g, 333) = (71,‘1 —3x9,3x1 — x2 + X3, 22 + 2.’11‘3). (5.8)

Apesar de esta ser apenas uma outra maneira de escrever a forma matricial, ela tem uma
interpretacao diferente, ja que traz a linguagem de teoria de funcdes para o contexto de
Algebra Linear. De fato, vemos que a matriz canonica associada a T' é A, de modo que

T(%) = Az (5.9)

e os conceitos introduzidos anteriormente podem ser traduzidos de forma natural. Por
exemplo, combinando as interpretacoes das formas matricial e vetorial, podemos dizer que
sao equivalentes:

e existir solucao do sistema linear AZ = b;
e vetor b pertencer ao conjunto gerado pelas colunas da matriz A;

e vetor b pertencer a imagem da transformacao linear 7'(%) = AZ.

Vamos analisar dois sistemas lineares, com todas as ferramentas que estudamos até agora
e com dois objetivos principais: familiarizar ainda mais os leitores com os conceitos até entao
introduzidos e preparar o caminho para o resultado da subsecao seguinte sobre matrizes
invertiveis.

Os exemplos abaixo sao de sistemas lineares cuja matriz associada é quadrada, ja que
estamos estudando matrizes invertiveis, que devem ser quadradas. De qualquer maneira,
alguns raciocinios podem ser adaptados para quaisquer sistemas (quais?).

Exemplo 32. Seja o sistema linear dado acima, cuja matriz aumentada associada é

7T =3 0] 2
3 -1 1|0 |. (5.10)
0 1 2|-2

Nossa técnica basica de escalonamento permite fazer uma analise de todos os pontos de vista
acima. Os primeiros passos do escalonamento podem ser:

7 -3 0] 2 7 -3 0| 2
Lol | g 1 9| g | Z@¥Mhtemb g 5| 9 (5.11)
3 -1 1] 0 0 2/7 1|-6/7
T4 7 _3 O 2 —20o+03 em £ 7 _3 0 2
Tholg 1 2| _g | DRetbemb g g 9| 9 (5.12)
0 2 7|-6 0 0 3]|-2

Estas continhas iniciais ja revelam muito! Por exemplo:
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e Chegamos a forma escalonada e nédo ha linha do tipo [0 0 0 | 1]; logo, o sistema possui
solugao;

e De fato, podemos dizer mais: ja que todas as colunas da matriz A possuem posicao de
pivo, existe apenas uma solucao;

e Podemos dizer mais ainda: ja que todas as colunas da matriz A possuem posicao de
pivo, o sistema possuiria solugao, quaisquer que fossem os numeros do lado direito da
igualdade, isto €, as coordenadas do vetor b;

e Todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivo e portanto a forma escalonada
reduzida da matriz A sera a matriz identidade /5. Em particular, seria possivel obter a
matriz inversa a A, desde que comec¢assemos escalonando a matriz [A |I3].

Agora, vejamos como poderiamos reescrever estas conclusoes utilizando os conceitos estuda-
dos nas semanas anteriores:

e Para todo b € R?, o sistema AZ = b possui exatamente uma solucao;

Todo vetor b € R3 pode ser escrito como combinacao linear das colunas v, ¥2, U5 de A;

Todo vetor b € R® pertence a Span{i, U2, U3}, espaco gerado pelas colunas de A4;

Span{#, ¥, U3} = R3;

A é equivalente por linhas a matriz identidade I3;

A é invertivel;

A imagem da transformacao linear 7'(¥) = A# é todo o espaco R3, isto &, T é sobrejetora;

A equacao T(¥) = b possui no maximo uma solucido para cada b € R® (de fato, possui
exatamente umal), de modo que T € injetora;

e T ¢ invertivel, ja que € ao mesmo tempo injetora e sobrejetora.

Todas estas conclusodes vieram de alguns passos que levaram a matriz A a sua forma escalo-
nada. Como veremos adiante, ainda mais coisas poderiam ser ditas! <

Exemplo 33. Analisamos agora o sistema linear cuja matriz aumentada assciada é

1 -3 0] 2
0 4 1|-3]. (5.13)
3 -1 2|0

Nossa técnica basica de escalonamento permite fazer uma analise de todos os pontos de vista
acima. Os primeiros passos do escalonamento podem ser:

1 -3 0] 2 1 -3 0] 2
Shttsemb b g o4 1| -3 | 2B g 4 1] -3 | (5.14)
0 8 2|-6 0 0 0|0

Assim como no exemplo anterior, estas contas também revelam toda a estrutura do sistema
linear e de sua matriz associada.

¢ Este sistema possui infinitas solugoes, pois possui uma variavel livre;

e Nem todas as colunas da matriz A possuem posicao de pivo. Consequentemente, es-
colhas diferentes do vetor b, poderiam resultar em um sistema impossivel. De fato, foi
uma coincidéncia que nossa ultima conta foi (—2) - (—3) 4+ (—6), que resultou em um zero.
Neste exemplo, qualquer variacao na segunda componente de b nos daria um sistema

impossivel:
1 -3 0|2 1 -3 0 1 -3 0| 2
0 4 1)1 | Bafleemb 1oy q| q | Z2etbemb 1o 4 1] g
3 -1 210 0 8 2|-6 0 0 0]-8
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e E um fato geral: se nem todas as colunas de A possuem posicao de pivd, podemos en-
contrar vetores b de modo que o sistema seja impossivel e vetores b cujo sistema possua
infinitas solugoes;

e A forma escalonada reduzida de A nao é a identidade, isto é, A nao é equivalente por
linhas a I3. Em particular, A nao € invertivel.

Vamos reescrever estas conclusdes como no exemplo anterior:

e Existe b; € R? tal que o sistema AZ = b, possui infinitas solucées e existe by € R? tal que
o sistema AZ = b, possui infinitas solugoes;

Nem todo vetor b € R? pode ser escrito como combinacao linear das colunas vy, v, U3 de
A;

Existe b € R® nao pertencente a Span{t;, U2, U3 };

Span{ﬁh 1727 63} 7é R3,

A nao é equivalente por linhas a matriz identidade Is;
e A nao € invertivel;

A imagem da transformacio linear T(¥) = AZ nédo é todo o espaco R?, isto é, T nao é
sobrejetora;

e A equacgao T(%) = b pode possuir mais de uma solugao, de modo que 7' nao € injetora;

e T nao ¢ invertivel, ja que nao € injetora e nem sobrejetora. <

5.1.1 Caracterizacoes de matrizes invertiveis

A discussao feita na secao anterior € valida para matrizes quadradas de forma geral e vamos
enunciar isto em um grande Teorema. A prova deste resultado abaixo segue as mesmas ideias
dos exemplos da secao anterior. Nao faremos a prova, mas é importante que o leitor esteja
familiarizado com estas ideias.

Teorema 34. Seja A uma matriz quadrada de ordemn x n. As afirmac¢ées abaixo sao equiva-
lentes (ou todas falsas ou todas verdadeiras):

1. A é invertivel;

Existe uma matriz B tal que AB = I;

Existe uma matriz C tal que CA = I,,;

A é equivalente por linhas a matriz identidade I,,;

A temn posicoes de pivo;

Para todo b € R?, o sistema A7 = b possui exatamente uma solucao;
O sistema A% = ( possui somente a solucdo trivial;

As colunas v, 73,73 de A sao linearmente independentes;

Todo vetor b € R® pode ser escrito como combinacao linear das colunas o, , v, U5 de A;

e v ® N o 90k LN

b~

. Todo vetor b € R? pertence a Span{, U, U3}, espago gerado pelas colunas de A;

b~
b~

. As colunas de A geram R"™: Span{#, vy, U3} = R?;

b~
N

T(Z) = AZ é sobrejetora;

~
w

. T(¥) = AT é injetora;

b~
N

. T(¥) = A% é invertivel,
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15. AT é invertivel.

Exercicio 3. Justificar, baseando-se nos exemplos da se¢do anterior, o porqué das afirmacoes
acima serem equivalentes.

O teorema é utilizado na pratica da mesma maneira que fizemos na secao anterior.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

5.2 Espacos vetoriais

Um espaco vetorial (sobre o conjunto R de escalares) € um conjunto V' equipado com as ope-
racoes de soma de vetores e de multiplicacdo por escalar e que satisfazem as propriedades
usuais dos espacos R". A ideia é que varios conjuntos mais abstratos possuem a estrutura
parecida com a dos espacos R" e esta abordagem permite que facamos uma analise sistematica
de todos estes casos.

De forma mais precisa, um espaco vetorial sobre R ¢ um conjunto V, cujos elementos sao
chamados vetores, equipado com duas operacgoes:

e Soma entre vetores, que satisfaz

1. Associatividade: (u+v) +w = u+ (v + w), para quaisquer u,v,w € V;

2. Elemento neutro: existe o vetor 0 € V que satisfaz v + 0 = 0 + v = v, para qualquer
veV;

3. Inverso aditivo: para cada v € V, existe o inverso u = —v € V, que satisfaz v + u = 0;
4. Comutatividade: v + v = v + u, para quaisquer u,v € V;
e Multiplicacdo de vetor por escalar, que satisfaz
5. Associatividade da multiplicacdo por escalar: a - (b-v) = (a-b) - v, para quaisquer
a,b € R e qualquer v € V;
6. Vale que 1-v = v, ou seja, a unidade dos numeros reais nao altera os vetores de V;

7. Distributiva de um escalar em relacao a soma de vetores: a-(u+v) = a-v+a-u, para
qualquer a € R e quaisquer u,v € V;

8. Distributiva da soma de escalares em relagao a um vetor: (a+b)-v =a-v+b-v, para
quaisquer a,b € R e qualquer v € V.

Exemplo 35. Naturalmente, R, R?, R?, ..., R" sdo espacos vetoriais sobre R, ja que as propri-
edades acima foram todas inspiradas nas propriedades validas para vetores de R".

Exemplo 36. O conjunto M,,., de todas as matrizes de ordem m x n € um espaco vetorial,
com as operacoes naturais que ja utilizamos anteriormente: Se

a11 a2 -+ Qln b11 bio -+ bin

a1 G2 - G2n bar  baa  --- ban
, (5.16)

am1  Am2 e Amn bml bm2 e bmn
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definimos
ai; +bir aiptbiz - am+bin k-ain k-aiz - k-a,
a1 +bar azetbe -0 az,+bop k-ax k-az - k-az,
A+B = . . . e kA=
am1 + bml am2 + bm2 T Gmn + bmn k- am1 k- Am2 - k- Amn
(5.17)
E imediato verificar que valem todas as 8 propriedades acima (faca!).
Exemplo 37. O conjunto de todas as funcodes de um intervalo I em R
F(I;R) ={f : I — Rfuncgoes} . (5.18)
forma um espaco vetorial sobre R, com as operacoes:
e Dadas duas funcoes f e g, a funcao f + g : I — R é definida por
(f +9)(@) = f(2) + g(x). (5.19)
e Dada uma funcao f e um numero real k, a funcao k- f : I — R é definida por
(k- f)(x) = k- f(x). (5.20)

Exercicio 4. Justifique que o espaco gerado por dois elementos Span{w, 7} € um espaco veto-
rial.

5.2.1 Subespacos vetoriais

Consideramos V um espaco vetorial e H C V um subconjunto. No6s dizemos que H € uma
subespaco vetorial de V' se, além de ser um subconjunto, H é por si s6 um espaco vetorial.

Na pratica, para decidir se um subconjunto H € subespaco de V, nido precisamos verificar
todas as oito propriedades da definicao de espaco vetorial. Temos o seguinte:

Teorema 38. Um subconjunto H C V é subespaco de V' se, e somente se, as duas propriedades
abaixo sao verificadas:

e 0cH;
e a-u+b-v eV para quaisquer a,b € R e quaisquer u,v € V.

Exemplo 39. A reta H, = {y = 2r} em R? é um subespaco de R?. Temos que
e (0= (0,0) pertence a reta, pois satisfaz a equacao da reta: 0 =2 0;

e se (r1,y1) € (x2,y2) pertencem a reta, vamos verificar que (az; + bxs, ay; + by2) também
pertence:
ayy + by2 =a- (2561) +b- (2%2) = 2(0,.1‘1 + b.’EQ) (521)

Portanto, H é um subespaco de R2.

Exemplo 40. A reta H, = {y = 2z + 3} ndo é um subespaco de R%. De fato, 0 = (0,0) nao
pertence a reta. De um modo geral, as retas que passam pela origem sao subespacos € as
retas que nao passam pela origem nao sao.

Exemplo 41. Mais geralmente, para u,7 € R", o espago gerado Span{u, 7} € um subespaco
de R". Caso os vetores sejam LI, este espaco pode ser pensado como o plano que contém os
vetores i, ¥ dentro de R" (por qué?).

Poderiamos argumentar que a reta do Exemplo 39 é um subespaco, pois todos os pontos

da reta satisfazem:
PRERA

istoé,H:Span{[ ; }}
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Exemplo 42. Um plano que passa pela origem 22 — y + 3z = 0 é um subespaco de R?, pois
podemos escrever pontos do plano como

T T 1 0
y|l=1|2r+3z | =x-| 2 |+2z-{ 3|, (5.23)
z z 0 1
isto €,
1 0
H = Span 21,1 3 (5.24)
0 1

Por outro lado, um plano que nao passa pela origem, eg, 2z — y + 3z = 1, nao pode ser um
subespaco, pois 0 € H.

Exemplo 43. O conjunto P(R) das fung¢oes polinomiais com coeficientes reais é um subespaco
do espaco das funcoes continuas do Exemplo 37. De fato, o polinomio nulo esta neste espaco.
Além disso, dados dois polinémios

p(z) = apz™ +---ax® + a1z +ag e q(x) = bpax™ + - -boa® + bix + by, (5.25)

sabemos que a-p+ b- ¢ vai ser um polindémio cujo grau € no maximo o maior dos valores m ou
n.

Exercicio 5. Considere o conjunto
P3(R) = {p(z) = azx® + - - - as2”® + ayx + ap tais que ag, a1, az, a3 € R} (5.26)
o conjunto de todos os polinémios de grau 3. Mostre que:
1. P3(R) € um subespaco de P(R);
2. P3(R) € um subespago de F(I;R).

E possivel generalizar estas conclusées para o conjunto P, (R) dos polinomios de grau n?

5.2.2 Espaco nulo

O espaco nulo de uma matriz A de ordem m x n é o conjunto definido por
NulA = {# € R"| A% = 0}. (5.27)

Para verificar que Nul A € um subespaco de R", consideramos @, € Nul 4 e a,b € R. Queremos
ver que au + by também pertence a Nul A: Pela linearidade do produto de matrizes, temos

Alat +b0) =a-Ai+b-AT=a-04+b-0=0. (5.28)
Portanto, como também 0 € Nul 4, concluimos que Nul A é subespaco de R”.

Exemplo 44 (Retirado do David C. Lay). Encontrar um conjunto gerador para o espac¢o nulo
da matriz
-3 6 -1 1 -7
1 -2 2 3 -1 (5.29)
2 —4 5 8 —4

Nos queremos determinar as solucoes do sistema linear homogéneo

A
-3 6 -1 1 -7 To 0
1 -2 2 3 -1 zz3 | =10 (5.30)
2 -4 5 8 —4 Ty 0

Poderiamos escrever a matriz associada aumentada e escalonar, mas como este é um sistema
homogéneo, nao faz diferenca escrevermos a ultima coluna com os zeros ou nao (nenhuma
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operacao elementar fara com que desaparecam os zeros). Logo, vamos obter a forma escalo-
nada reduzida da matriz A (contas como exercicio):

-3 6 -1 1 -7 1 -2 0 -1 3 Ty — 2x9 — x4 +3x5 =0
1 -2 2 3 -1 |~]10 0 1 2 =2|~<¢ 23+2x4—225=0 (5.31)
2 —4 5 8 —4 0O 0 0 O 0 To, X4, x5 livres.

Assim, podemos escrever qualquer vetor de Nul A como

T 2(E2 + T4 — 3(L’5 2 1 -3

X2 T2 1 0 0

r3 | = —2x4 + 2x5 =20 | 0 | +24| —2 | +5 2 . (5.32)

Ty Zq 0 1 0

Is Ty 0 0 1

Isto significa que
2 1 -3
1 0 0
Nul A = Span o1, —21, 2 < (5.33)

0 1 0
0 0 1

Uma das importancias tedricas do espaco nulo €

Proposicao 45. Seja A uma matriz m x n. Entdo a aplicagdo linear ¥ — AZ é injetora se, e
somente se, Nul A = {0}.

Em outras palavras, caso o sistema linear homogéneo A% = 0 possua somente a solucao
trivial, podemos inferir que AZ = b possui no maximo uma soluc¢ao, para qualquer b!

5.2.3 Espaco coluna

O espaco coluna de uma matriz A de ordem m x n € o espaco gerado pelas colunas de A:

| |
A=|d @ - @, | ~ ColA=Span{d,do,...,dn} (5.34)
| |

Exercicio 6. Verificar que Col A é um subespaco de R".
Lembrando ainda que
@181 + Toly + o+ Ty = b = AT =1, (5.35)
podemos reescrever a definicao como
Col A = {b € R™ | existe 7 tal que b = AZ}. (5.36)
O espaco coluna trata portanto de vetores na imagem da aplicacao linear. Temos:

Proposicao 46. Seja A uma matriz m x n. Entdo a aplicacao linear ¥ — AT é sobrejetora se, e
somente se, Col A = R™.

A definicao do espago coluna ja deixa claro um conjunto gerador (as colunas de A!). Nao
precisamos fazer calculos como fizemos para encontrar geradores para Nul A.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Exercicios

Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

5.3 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.

Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com


https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
livroscolaborativos@gmail.com

6

Semanas 6 e 7

6.1 Espacos vetoriais

Nos vimos que um espaco vetorial (sobre o conjunto R de escalares) € um conjunto V equi-
pado com as operagdes de soma de vetores e de multiplicacdo por escalar e que satisfazem as
propriedades usuais dos espacos R".

6.2 Bases de espacos vetoriais

Uma base para um espaco vetorial V' € um conjunto B que:
(a) gera V e;
(b) € linearmente independente.

Exemplo 47. R" é um espaco vetorial sobre R. Vimos anteriormente que os vetores

1 0 0
0 1 0

é’]_: . 562: . 7"'agn: . (61)
0 0 1

formam um conjunto linearmente independente. E também € verdade que eles geram R", pois
qualquer vetor pode ser escrito como combinacao linear deles:

1 1 0 0
2o 0 1 0
7= . =z | . | +m2| . |+t | L | =716+ 2260+ + TpCp. (6.2)
Tn, 0 0 1
Portanto, o conjunto de n elementos {é}, é,...,é,} € uma base de R".

Varias propriedades interessantes aparecem naturalmente como consequéncia da definicao
de base. Suponhamos que um conjunto B = {#},7s,...,7;} C V seja uma base de um espaco
vetorial V. Ja que Span B = V, qualquer elemento de V' pode ser representado como

T = 2101 + 22T + - -+ + 2qUy. (6.3)

Além disso, o fato de ser B um conjunto linearmente independente nos diz que esta forma
de representar o vetor ¥ € unica! De fato, vamos verificar que qualquer representacao €, na
realidade, a mesma representacao que tinhamos acima: se tivermos

U= k101 + koUs + - - - + kqUy, (6.4)
deveremos também ter

(z1 — k1)1 + (20 — ko)Ta 4+ - + (xq — ka)¥q = T— T = 0. (6.5)

45
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Sendo a base B formada por vetores LI, concluimos que os coeficientes da combinacao linear

acima devem ser nulos, isto &, x1 = k1,22 = ks, ..., x4 = k4. Portanto,
Todo vetor pode ser representado de maneira iinica como combinacao linear (6.6)
dos elementos de uma base.
Uma segunda propriedade fundamental é a seguinte:
’Toda base de um espaco vetorial fixado possui o mesmo nimero de elementos. ‘ (6.7)
Justificativa. Sejam duas bases By = {t,02,...,05} CV e By = {0, Ws,..., W} C V do mesmo

espaco vetorial V. N6s podemos escrever os elementos da base B; como combinacoes lineares
dos elementos da base Bs:

U1 = anW + a1 Ws + - + ap Wi
Uy = apaWi + ageWs + - - + ap2Ws

(6.8)
Ug = G14W1 + aaqWa + -+ + apqWi

O problema ¢é que, se tivéssemos quantidades diferentes de vetores nas bases, digamos k < d,
entao a equacao

b1y + bala + -+ - 4+ batiy =0 (6.9)
possuiria solucdes nao triviais, contradizendo o fato de ser 5; um conjunto linearmente in-

dependente. De fato, utilizando que B; € linearmente independente, encontrar by,bs,...,b; na
equacao (6.9) fica equivalente a resolver

a1 aiz -+ Gid by 0
a1 Q2 -+ Q24 bo 0

= . ) (6.10)
a1 Gg2 - Qgd by 0

que possui solucoes nao triviais quando k < d.
Argumentando de forma parecida, concluimos também que nao podemos ter d < k. Por-
tanto, d = k. O

O numero de elementos de uma base do espago vetorial V' é chamado de dimensao de V.
Gracgas a propriedade acima, tanto faz a base que considerarmos, pois todas tem o mesmo
numero de elementos. A dimensao de V, pelo que vimos até agora, indica o namero de para-
metros necessarios para representar qualquer vetor de V.

Quando um vetor ¥ € escrito em termos dos elementos de uma base B = {7}, ¥s, ..., 04}, €
comum utilizarmos a notacao

X1 T
X2 T2
T =10 + xols + -+ + x4y = : ou ainda [17]3 = : ) (6.11)
Tg—1 Td—1
Td B Tq
Exemplo 48. O conjunto
Pg(R) = {p(x) = (13:63 + (121'2 +a1x + ag tais que ap, ai, az,a3 € R} (612)

de todos os polindmios de grau 3 € um espaco vetorial. Uma base para este espaco pode ser
encontrada “de olho”: € facil ver que o conjunto de polinémios

{x3,x2,x,1} (6.13)
gera o espaco P;(R). Para ver que sao LI, precisamos verificar que se tivermos

asx® + asx? + a1z +ag = 0, para todo z € R, (6.14)

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com


livroscolaborativos@gmail.com

Algebra Linear - Um Livro Colaborativo 47

entio todos os coeficientes devem ser nulos. Isto segue do Teorema Fundamental da Algebra’,
que diz que todo polinémio nao nulo de grau 3 possui exatamente 3 raizes complexas; logo, no
maximo 3 raizes reais. Portanto, ja que no nosso caso, todos os valores de x reais sao raizes,
nosso polinémio deve ser o constante igual a zero, de modo que todos os coeficientes sao zero.

Concluimos desta maneira que B = {xg,xQ,x, 1} € uma base de P5(R), que consequente-
mente tem dimensao 4.

Desta maneira, qualquer elemento de P3;(R) pode ser representado por 4 parametros. Por
exemplo,

1
p(z) =2°—22° +3 ~ [p(z)]p = 52 7 (6.15)
3
2
3 2 1
g(r) =22"+a"+x—1 ~ [qg(@)s= | | (6.16)
1

Nota que a ordem que escrevemos os elementos de uma base altera as representacoes [p|s €
4] 5-

Exemplo 49. Em um curso de equacdes diferenciais, se aprende que o conjunto de todas as
solugoes de uma equacao linear de segunda ordem da forma

y'(t) + f(2)y (x) + g(x)y(z) = 0 (6.17)

¢ uma espaco vetorial cuja dimensao é 2. Desta forma, por exemplo, sabendo que ¥, (z) = ¢**

e y2(z) = e~ * satisfazem a equacgao
y"(t) —y'(x) — 2y(x) =0, (6.18)

podemos concluir que todas as solucoes desta EDO podem ser escritas como combinacao
linear destas duas:

y(x) é solugao de (6.18) += y(x) = C1e** + Coe™™, para algumas constantes C;,C5 € R.
(6.19)

6.2.1 Espaco nulo

Vimos que o espaco nulo (ntcleo) de uma matriz A de ordem m x n € o conjunto definido por
NulA = {# € R"| A% = 0}. (6.20)
Nas notas da semana passada, vimos também o seguinte exemplo:

Exemplo 50. Encontrar uma base para o espacgo nulo da matriz

A= -1 2 -2 0 2 . (6.21)
6 -4 1 1 —4

Por escalonamento:

2 2
I —5,%4—31‘5
10 3 1 2 100 25 2/5 -
A~n |02 1 1 4 | ~eoom |01 0 2/5 26/15 | ~{ 29— —Zay— —us  (6.22)
0 4 17 5 16 00 1 1/5 8/15 5 15
1 8
$3:*5$4*ﬁl‘5

!Mais geralmente, o Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio nio nulo de grau n possui
exatamente n raizes complexas; logo, no maximo n raizes reais.
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Logo,
X1 —2/5 —2/5
s —2/5 —26/15
x5 | =24 | —1/5 | +a5| —8/15 (6.23)
Ty 1 0
T5 0 1

de modo que dimNul A = 2 e uma base é

—2/5 —2/5

—2/5 —26/15

~1/5 |, | —8/15 . (6.24)
1 0
0 1

Ja que estes vetores sao LI, temos uma base para Nul A. <

E sempre possivel obter uma base para Nul A desta forma. Enfatizamos esta propriedade
abaixo:

Uma base para Nul A pode ser encontrada por escalonamento ao resolver o sistema
homogéneo associado a matriz A. Além disso, a dimensao do espaco nulo € igual ao
numero de variaveis livres do sistema.

(6.25)

6.2.2 Espaco coluna

Vimos também o espaco coluna de uma matriz A de ordem m x n, que € o espaco gerado pelas
colunas de A:
|

|
A=|d G - @, |~ ColA=Span{d,,as,...,an}. (6.26)
| |

Desta forma, a definicao de Col A ja deixa claro um conjunto gerador: as colunas de A! Para
determinar uma base, nos devemos “excluir” as colunas que podem ser geradas pelas demais,
de modo a obter um conjunto linearmente independente.

Uma base para Col A é formada pelas colunas pivo da matriz A. Para descobrir
quais sao as colunas pivd, procedemos por escalonamento. As colunas da matriz
original formam uma base de Col A. A dimensao do espago coluna é
igual ao namero de colunas pivo da matriz.

(6.27)

Exemplo 51. Encontrar uma base para o espaco coluna da matriz

A= -1 2 -2 0 2 . (6.28)

Vimos acima que a forma escalonada reduzida de A é

10 0 2/5 2/5
A~|0 1 0 2/5 26/15 |, (6.29)
00 1 1/5 8/15

de modo que todas as colunas piv0 sao as trés primeiras. Porntanto, uma base de Col A €
-1 , | —2 . (6.30)
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

6.3 Teorema do nucleo e da imagem

Nas secoes anteriores, vimos que
dim Col A = dim da imagem de A = numero de colunas pivd e (6.31)

dim Nul A = numero de variaveis livres do sistema homogéneo associado. (6.32)

Ora, mas ou uma coluna € pivo ou sua variavel associada pode ser considerada uma variavel
livre, de modo que temos o

Teorema 52 (Teorema do nucleo e da imagem). Para qualquer matriz A de ordem m x n, temos

’ dim Col A + dim Nul A = n = nuimero de colunas de A. (6.33)

Observacao 53. A dimensao do espaco coluna de A ou, o que é a mesma coisa, dimensao da
imagem da transformacao linear # — AZ, é também conhecida na literatura como o posto de
A. Assim, o Teorema do nucleo e da imagem pode ser reenunciado como: Se A € uma matriz
m X n, entao

posto A + dimNul A = n. (6.34)

Observacao 54. O teorema afirma que ha uma relacdo entre as dimensodes dos espacos coluna
e nulo. No entanto, nao esqueca que estes sao subespacos de universos diferentes! Temos

Nul A C R" enquanto que Col A C R™. (6.35)

Apesar da conclusao do teorema parecer simples, € muito atil na analise de sistemas line-
ares.

Exemplo 55. Todo sistema linear de ordem 5 x 9 deve possuir um espac¢o nulo de dimensao
4 ou mais. De fato, como a matriz associada tem apenas cinco linhas, pode ter no maximo 5
posicoes de pivo, de modo que

dim Col A < 5. (6.36)

Portanto
dimNulA =9 —dimColA >9—-5=4. (6.37)

Desta forma, se resolvermos um sistema homogéneo desta ordem e encontrarmos um conjunto
solucao de dimensao 3, certamente ha algum um erro nas contas!

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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6.4 Matriz de mudanca de coordenadas

Se conhecemos as coordenadas do vetor ¥ em uma base B = {Ul, Vg, ... ,Un}:
by
ba
[:L'}B = . = bl"Ul + b2'U2 + -+ bnvna (638)
bn B
podemos obter as coordenadas usuais (na base canénica) de ¥ de forma sistematica. Em
outras palavras, queremos encontrar zi,zs, ..., z, tais que
Z1
)
T = = 21€1 + X2€2 + - + Tp €. (6.39)
In

Uma maneira € considerar a matriz cujas colunas sao os vetores v;:

V11 V12 - Vin
\ | | V21 V22 - U2n
A= | v U -+ U, | = . . . . (6.40)
| | S :
Unl  Un2 o Unn

Funciona porque

b1171 + b2772 + -+ bn'l_)'n = ij’[fj = ij Zvijé’i = Z <Zb]’()w>é;
j=1 j=1 i=1

=1 j=1
= (Z ijlj>€1 + <Z bjUQj)gg + -+ (ijvn])é'n
j=1 j=1 j=1

Assim, devemos ter

1 = v11by +vigby + - +v1,by
xy = w2rby +v2eby + - 4 vanby .

i.e Z=A[7g. (6.41)
Tn = Unlbl + vn2b2 +--- 4+ Unnbn

A matriz A construida como acima é chamada de matriz de mudanca de coordenadas da
base B para a base usual (canoénica) {€},é,...,¢e,}.
A matriz de mudanc¢a de coordenadas da base candnica para a base B pode ser obtida a
partir da inversa de A:
[f]g = A" 7. (6.42)

(Notamos que a matriz A é necessariamente invertivel, ja que suas colunas sido elementos de
uma base; em particular, sao linearmente independentes).

Exemplo 56. Consideramos a seguinte base para R:

(3]

Este conjunto é de fato uma base, pois sao linearmente independentes e sdo dois (que é a
dimensiao de R?). Sabendo que as coordenadas de @ e ¢ nesta base B sao

1 3
s =[] e tls=| %] (6.44)
B B
encontrar as componentes de i e ¥ na base canénica {¢},é,} de R?.
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Pelo que analisamos acima, a matriz de mudanca de coordenadas que procuramos € a
matriz

1 -1
A—[1 1} (6.45)

Ll e[ ALl e

Observacao 57. A matriz de mudanca de coordenadas é uma forma de trocar de uma base
para outra de forma sistematica. Com o intuito de tornar mais intuitiva a construcao, vamos
repetir a argumentacao que fizemos no inicio desta secdo para o caso 2 x 2. Na base 5 do
exemplo anterior, a representacao

Logo,

[Zl } significa que v = b; - { ! } + by - { -1 ] (6.47)
2 | 1 1

Os vetores da base B sao representados na base candnica por

1 1 0 S -1 -1 0 S S
L-Llls]-ee = [F)- (R[] e o
Logo,

Uv=1b (51 + 52) + bo (—51 + 52) = (bl - bg)é& + (bl + b2)€2, (6.49)
de modo que as componentes de ¥ na base candnica sao
1 =b1 —bo
{ o = by 4 by (6.50)

Em notacao matricial:
I _ 1 -1 b1

Exercicios resolvidos

Esta se¢ao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

6.5 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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7

Semana 9

7.1 Determinantes

O determinante é um numero que esta associado com uma matriz quadrada.! Para os nossos
propositos neste curso, o determinante é principalmente utilizado para decidir se uma matriz é
invertivel. No entanto, o determinante tem outras interpretacoes. Veremos brevemente como
¢ utiliza-lo no calculo de volumes de paralelepipedos. Além disso, aparece em aplicacoes
variadas, como a férmula de mudanca de variaveis em integrais multiplas.

Vejamos inicialmente o caso 2 x 2. Consideramos a matriz

a b
A L d] (7.1)

No caso em que ambas as entradas a e ¢ sdo nulas, sabemos de antemao que A nao pode
ser uma matriz invertivel, pois neste caso sua primeira coluna nao possui posicao de pivo.
Suponhamos que a # 0 (caso contrario, poderiamos fazer uma troca de linhas). Por eliminacao
Gaussiana, chegamos a

c d 0—%4— 0
a

[a b] — 41 +0y em £y [a b
T

a b
ad — be | . (7.2)
a

Assim, A € invertivel (ou, equivalentemente, as colunas de A sao linearmente independentes)
se, € somente se, o valor numérico ad — bc € diferente de 0. Esta é a nossa definicao de
determinante para uma matriz A de ordem 2 x 2:

det A %" ad — be. (7.3)

Outras notagoes bastante utilizadas de determinante sao

det [a b} ou

e d (7.4)

a b
c d|’

. - . - a b .
Cuidado para nao confundir! Com estas notacoes, L } representa uma matriz enquanto

d

que Ccl Z representa um numero, o determinante de A.
A nossa discussao acima de imediato implica a seguinte propriedade:
’ A € invertivel <= det A # 0. ‘ (7.5)
Exemplo 58. A matriz A = [:1)) _21 € invertivel pois det A = 1-(—-1) —3-2 = =7 # 0. Em

particular, podemos utilizar o Teorema da Matriz Invertivel (Teorema ???) para concluir que a

!Como afirma ???, surgiu primeiro para sistemas lineares (e nao matrizes).
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transformacao linear associada € invertivel (injetiva e sobrejetiva), as colunas sao linearmente
independentes, espaco nulo tem dimensao zero e o posto é 2, etc.

Por outro lado, A = B a nao € invertivel, jaquedet A=1-6-3-2=0. <

Agora, vamos fazer as contas também no caso 3 x 3. Considere a matriz

aix  aiz2 ais
A= |an ax as]|. (7.6)
azip azz ass

Suponhamos que a;; # 0. Por escalonamento:

ail ai2 a3
11 Q12 Q13| _<221p 414 em ¢y 0 a11@22 — G21012  A110G23 — 421013
a1l

. . .
Q21 Q22 a23 981, 10, om £ ai al (7.7)
asy azz ass @11 ' ’

0 11032 — G31012 A11033 — 431013

L aii a11 J
Podemos ainda simplificar os denominadores
a11 Gi2 a3 a11 ai2 a13 - ail; a2 13
notacao
a21 G22 A23| ~ 0 aiidg2 — a21a12 Aa11023 — A21013 === 0 A33 A32 . (7.8)
asy asz ass 0 aii1az2 —aziaiz  a1asz — az1a13 0 Ay Aa

Em breve (esperamos que) ficara clara a escolha da notagao acima. O passo seguinte no
escalonamento sera, supondo que Ass # 0, eliminar o elemento As3 que esta na posicao 32.
Temos assim

ailp a2 ais ail G122 a13 a1;r a2 a13
A= las az ax|~ |0 Asz Az~ | 0 As Asp . (7.9)
a31 a2  ass 0 Ay Aaxp 0 0  AxpAszz — AzpAss

Nosso raciocinio € que nossa matriz A é uma matriz invertivel se esta ultima coluna pos-
suir uma posicao de pivo, isto €, se Az A3z — A3z2A23 # 0. Este ultimo pode ser escrito mais
explicitamente como

Ao Asz — AszaAgs = (ar11a22 — a21a12)(a11a33 — az1a13) — (ar11as2 — agiai2)(aazs — az1a13)

2
= 71022033 — 111022031013 — 021012011433 +W+
2
— a771a32a23 + 011032021013 + 431012011023 — (31032677013
= a1 (a11a22a33 — 22031013 — 021012033 — 11032023 1 432021013 + a31a12a23)
(7.10)
Destas consideracoes, segue que A € invertivel sempre que
11022033 — Q22031013 — A21012033 — 11032023 1 G32021013 + A31A12023 7’5 0. (7.11)

Definimos o determinante de uma matriz A de ordem 3 x 3 por (note que apenas mudamos a
ordem dos termos):

def
det A = aj1a22a33 — 011032023 — Q12021033 + Q12031023 + A13G21A32 — (13031 022. (7.12)

Existe uma forma de memorizacio deste determinante que usualmente é ensinado no ensino
meédio. No entanto, vamos utilizar um outro método que podera ser aplicado para matrizes de
qualquer ordem!

Observamos que a expressao acima esta cheia de simetrias, por exemplo, cada um dos
elementos da matriz A aparece exatamente duas vezes. Além disso, aparece uma vez com
sinal positivo e outra com sinal negativo. Podemos escrever:

det A = a1y (a22033 - 6132@23) — @12 (021633 + aglazs) + a3 (621032 - 631a22)~

a22 A2 a21 A2 a21 A22
= aq1 - det 3 — ais - det 3 + a3 - det
az2 ass az1 ass azir as2

(7.13)
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Esta ultima formula (que é apenas uma outra forma de escrever a nossa definicdo de deter-
minante de uma matriz de ordem 3 x 3), apesar de aparentemente complicada, nos permite
entender como que os coeficientes de uma matriz aparecem na definicao de det A. Vamos
escrever novamente:

ailp a2 ais

a22 A2 a21 Qa2 a21 Aa22
det |ao1 a0y as3| = aqq - det 3 = aio - det 3 + aq3 - det . (7.14)
a3z2 Aas3 asz1 ass asi ass
a3l asz ass

Podemos pensar como segue:

e No6s vamos percorrer a primeira linha da esquerda para a direita, alternando o sinal e
multiplicando por determinantes menores.

e O primeiro elemento € o elemento da primeira linha € a;;. Nao alteramos o sinal e mul-
tiplicamos por um determinante menor, obtido ao desconsiderar a primeira linha e a
primeira coluna (ou, em outras palavras, a linha e a coluna do elemento a1;):

a1 ai2 a3 D D D
def |G22 G923
az1 @z a3 ~ O az aos ~ Ay = . (7.15)

az2  G33
as1 asz2 ass U az2 ass
Denotamos por A;; a matriz obtida ao remover a linha e a coluna no elemento a;;.

e Em seguida, vamos para o segundo elemento da primeira linha, que é a,5. Alteramos o
sinal e multiplicamos pelo determinante menor da matriz A,-, obtida de A ao eliminar a
linha e a coluna de ajs:

- D O def |Q a
a1 O ass o A E in a;z] . (7.16)
a1 O ass

¢ Finalmente consideramos as;. Nao alteramos o sinal e multiplicamos pelo determinante
menor da matriz A,3, obtida de A ao eliminar a linha e a coluna de a3:

o o o

ag1 Qg2 O ~ A13 d:ef |:221 222] . (717)
as ass D 31 32
e Podemos entao escrever
det A = ay1 det A11 — a1odet A2 + a13 det Aqs. ‘ (7.18)
Exemplo 59. Calcular o determinante de

2 4 3
A=11 2 -1]. (7.19)

0 2 1

A notacao de “barrinhas” para o determinante é particularmente adequada para escrever o
determinante como aparece na féormula (7.18), pois assim podemos ir mentalmente desconsi-
derando (ou tapando com um lapis) as linhas e colunas que nao devemos escrever (indentifique
que tudo o que fizemos foi escrever a féormula (7.18)):

9 4 3
detA=[1 2 -1 2.‘2 _1‘4~‘1 _1‘+3~’1 2'. (7.20)
0 2 1 2 1 0 1 0 2

Agora, ja sabemos como calcular determinantes de matrizes 2 x 2, que € o que nos resta fazer:

2 4 3
1 2 -1|=2(2-1-2-(-1))—4(1-1-0-(-1 3(1-2—-0-2
0 2 1 ( ( )) ( ( ))+ ( ) (7.21)

=2-4-4-14+3-2=10.
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Exemplo 60. Calcular o determinante de

1 -3 —4
B=1{1 0 -1]. (7.22)
0 2 1

A notacao de “barrinhas” para o determinante € particularmente adequada para escrever o
determinante como aparece na féormula (7.18), pois assim podemos ir mentalmente desconsi-
derando (ou tapando com um lapis) as linhas e colunas que nao devemos escrever (indentifique
que tudo o que fizemos foi escrever a formula (7.18)):

1 -3 —4
0 -1 1 -1 1 0
detB=1{1 0 —1_‘ ‘(3).‘ ‘+(4).‘ ‘
0 2 1 2 1 0 1 0 2 (7.23)

—2+43-1-4-2=-3.

Analise com atencao como os sinais alternam, independentemente dos sinais dos coeficientes
da matriz! <

Como ja mencionamos, na férmula para o determinante de uma matriz A, cada um dos
elementos de A aparece exatamente duas vezes. Isto significa que poderiamos ter rearranjado
os termos da matriz nao a partir da primeira linha, mas a partir de qualquer linha ou qualquer
coluna. Mas devemos ter cuidado para que os sinais sejam levados em consideracido de forma
coerente.

Dada uma matriz quadrada A de ordem n x n, obtemos uma matriz menor A;; ao remover
a linha ¢ e coluna j. Agora € possivel entender a notag¢ao escolhida no inicio deste capitulo,
na férmula (7.9). Definimos o cofator (i, j) de A por

Cz’j d:ef (71)i+j det A” (724)

Este sinal +1 na defini¢cdo do cofator é o que faz com que o sinal seja levado em consideracao
corretamente.

Teorema 61. Podemos calcular o determinante de A a partir de qualquer linha ou de qualquer
coluna. Mais precisamente:

e Se consideramos a linha ¢, entéo

det A = a;1C;1 + a;2Ci2 + a;3C;3. (7.25)

e Se consideramos a coluna j, entao

det A = CLUCU + anggj + a3j03j. (726)

E prético de calcular o determinante pensando como vinhamos fazendo antes, alternando
os sinais. Isto é possivel de fazer utilizando qualquer linha ou qualquer coluna. Basta desco-
brirmos com qual sinal devemos comecar. Construimos uma “matriz” com os sinais que cada
posicdo da matriz nos da. Vamos colocar o sinal de (—1)"*/ na posi¢io ij da matriz:

1 141 -1 142 -1 143 + - 4+
(_1)2+1 (_1)2+2 (_1)2+3 o~ | — 4+ . (7.27)
(_1)3+1 (_1)3+2 (_1)3+3 + - 4+

Claro que poderiamos fazer esta matriz de sinais para matrizes de qualquer ordem.

Exemplo 62. Vamos calcular de varias maneiras o determinante da matriz

A=13 0 -1]. (7.28)
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Pela nossa definicao

3 0

0 -1 |3 -1
sl

| 3‘+4‘ ‘:(—1)-0—1(9+1)+4-0:—10. (7.29)
Uma boa escolha seria uma linha ou coluna que tenha o maior niimero de zeros! Pois assim,
economizamos tanto nos calculos quanto na escrita. Por exemplo, escolhemos a segunda
coluna. Para saber o sinal adequado, podemos proceder da seguinte maneira: comecando na

posicao 11 com o sinal “+”, vamos alternando o sinal até completar a segunda coluna:

+ + - + - + - —
~ ~ + ~ + ~» sinais segunda coluna sao |+
(7.30)
Assim, podemos calcular
-1 1 4 5
3 0 —-1j=-1- +0-0=-1(9+1)=-10. (7.31)
1 0 3 L3

Observe que nem escrevemos as determinantes menores que estdao multiplicados por zero.
De fato, nem precisariamos ter escrito os zeros, apenas o fizemos para exemplificar os sinais
alternando de forma correta.

A segunda coluna, neste caso, era a melhor escolha para o calculo do determinante, pois
apenas um elemento € nao nulo. De qualquer maneira, para praticar, vamos calcular ainda
mais uma vez det A, agora utilizando a terceira linha. Sinais que aparecem na frente dos
coeficientes, de acordo com a terceira linha:

_|_
— ~~ sinais terceira linha sdo [+ — +]. (7.32)
+ o+
Logo,
R 1 4 -1 1
3 0 —1|=1. 043 —1-(=1)+3-(-3) = —10. (7.33)
1 0 3 0 -1 3 0

Como exercicio, calcule o determinante utilizando outras linhas ou colunas. <

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

7.2 Determinantes de matrizes de ordem maior

Seja A uma matriz quadrada, de ordem nxn. O determinante de A é definido recursivamente:

’ det A = ail det A11 — a2 det A12 + a3 det A13 — aiq det A14 + 4 (—1)l+”a1n det A1n~ ‘ (734)

ou, na notacao dos cofatores:

det A = a11C11 + a12C12 + a13C13 + a14C1a + - - - + a1, C1n. (7.35)
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Nossa defini¢do é de fato recorrente, pois para calcular det A, de acordo com a defini¢cdo, nés
precisaremos calcular varios determinantes de ordem n — 1. Estes por sua vez, consistem de
varios determinante de ordem n — 2, e assim por diante. Isto implica, em particular, que o
calculo de determinantes é, em geral, uma tarefa bastante trabalhosa.

Assim como na secao anterior, podemos utilizar qualquer linha ou coluna desde que com
0s sinais corretos:

Teorema 63. Podemos calcular o determinante de A a partir de qualquer linha ou de qualquer
coluna. Mais precisamente:

e Se consideramos a linha i, entéao

det A = a;1C;1 + a;2Ci2 + a;3Ci3 + -+ - + ainCin.- (7.36)

e Se consideramos a coluna j, entao

det A = CLlelj + ang’Qj + agj03j + -+ CLnanj. (737)

Exemplo 64. Calcular o determinante da matriz de ordem 4 x 4:

-2 3 0 4
1 0 -1 0

A= 3 9 1 1 (7.38)
-2 2 0 1

Na tentativa de evitar muitas contas, vamos escolher para comecar, uma linha ou coluna
que possua o menor numero de zeros possivel. Neste caso, poderia ser a segunda linha ou
a terceira coluna. Vamos escolher a segunda linha (calcule, como exercicio, o determinante
utilizando a terceira coluna). Os sinais sao:

Jr
- + - + .. . -
~» sinais segunda linha sdo [- + - +]. (7.39)
Logo,
_12 g _01 g 3.0 4 -2 3 4
— 1.2 1 1/40—(-1)-|3 2 1|+0. (7.40)
3.2 11 2 0 1 -2 2 1
-2 2 0 1

Perceba que os dois zeros evitaram que calculassemos dois determinantes de ordem 3. Em
seguida, calculamos cada um dos determinantes de ordem 3 (no primeiro deles, escolhemos a
segunda coluna, por possuir dois zeros; no segundo, qualquer escolha seria parecida, ja que
a matriz nao tem entradas nulas — escolhemos a terceira coluna):

_12 g _01 é 3.0 4] -2 3 4
=—12 1 1}|+(3 2 1
3 2 1 1
5 0 1 2 01 |-2 21
A (7.41)
3 3 2 -2 3 -2 3
el (S B e )
:(—1)-(—5)+(4.10—1-2+1-(—13)):30.<1
Exemplo 65. Calcular o determinante da matriz de ordem 5 x 5:
2 0 0 8 0
1 -7 =5 0 0
A=13 8 6 0 O (7.42)
0 7 5 4 0
2 3 1 11
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Comecamos pela ultima coluna, pois esta possui apenas uma entrada nao nula. Assim, nosso
determinante ja é reduzido a calcular apenas um determinante de ordem 4 x 4 (em contraste
com calcular cinco determinantes 4 x 4).

Analise dos sinais da quinta coluna:

+ - + - + +
+| ~» sinais quinta coluna sao |+ (7.43)
+ +
Assim:
2.0 0 80 2 0 0 8 2 0 0 8
L -7 -5 00 1 -7 =5 0| |1 -7 =5 0
3 8 6 0 0=0-04+0-0+1- = . (7.44)
0 7 5 4 0 3 8 6 0 3 8 6 0
5 3 1 1 1 0 7 5 4 0 7 5 4
Em seguida, escolhemos (por exemplo) a primeira linha da nova matriz 4 x 4:
% _07 _05 (8) -7 =5 0 1 -7 =5
det A = =218 6 0/-8-13 8 6]. (7.45)
5.8 60 7T 5 4 0 7 5
0 7 5 4
Finalmente, temos dois determinantes de matrizes de ordem 3 x 3 para calcular:
-7 =5 8 6 -7 =5
detA_2'4"8 6’_8(‘7 5‘_3"7 5D (7.46)

=8-(—2)—8(-2+—-3-0)=—-16+16 = 0.<
Estes exemplos ja devem deixar claro que o calculo de determinantes é demasiado traba-

lhoso, exceto em alguns casos que a matriz tem muitas entradas nulas. Veremos nas proximas
secoes algumas propriedades e aplicagoes.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

7.3 Propriedades do determinante

Nesta secdo, vamos apontar as principais propriedades do determinante. A prova rigorosa
destas propriedades sera adiada para o apéndice desta secao.

Teorema 66. Valem as seguintes propriedades:

(i) O determinante depende linearmente de cada uma das linhas, isto é, se fizermos uma
combinacao linear de uma linha apenas, poderiamos ter feito uma cobinacgédo linear dos
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determinantes:
a1 s A1n ailr - QGln ai1r - Gln
det |aa;1 + Bbiy -+ aain + PBbin | =adet |a;n - aipn | +Bdet | by - b
an1 e Ann an1 e Anpn an1 e Ann
(7.47)

(#4) Se uma linha de A for composta sé por zeros, entdo det A = 0.

(ii7) O determinante de uma matriz triangular é igual ao produto dos elementos da diagonal

principal.

(iv) A operagdo elementar “trocar duas linhas de lugar” altera o sinal do determinante.

(v) A operacao elementar de somar o milltiplo de uma linha & outra néo altera o determinante.
Em outras palavras, se um miultiplo de uma linha de A _for somado a outra linha _formando

a matriz B, entao det A = det B.
(vi) Uma matriz A é invertivel se, e somente se, det A # 0.

(vit) Para quaisquer duas matrizes A e B de mesma ordem, det(AB) = det Adet B.

(viii) O determinante da matriz transposta de A é igual ao determinante de A, isto é, det(AT) =

det A.

(iz) Todos os itens acima que envolvem operagées com linhas poderiam ser enunciado.
“colunas” no lugar de “linhas”.

S com

Varias destas propriedades ja devem ser familiares para os leitores deste livro, com a pos-
sivel excecao do comportamento do determinante com as operacoes elementares de escalo-

namento. E estas vao ser muito uteis no calculo do determinante. Vamos enfatizar
propriedades abaixo. O método para calcular o determinante por escalonamento, se
seguinte raciocinio:

estas
gue o

e Caso seja necessario uma troca de linhas para que a posi¢ao de pivd fique com um
elemento nao nulo, somos permitidos de fazer a troca, desde que alterando o sinal do
determinante, como nos diz a propriedade (iv) acima;

e De acordo com a propriedade (v), eliminar os elementos abaixo da posicdo de pivo nao
altera o determinante. Um cuidado: multiplicar linhas por escalares altera o determi-
nante! Desta maneira, esta operacao elementar significa estritamente fazer uma opera-
cao do tipo

Observe que “adicionamos um multiplo da linha ¢ na linha j”. Atentem para o fato de
que nao pode haver coeficiente diferente de 1 em ¢;.

e Caso queiramos, para simplificar as contas, multiplicar ou dividir uma linha por um
fator qualquer, podemos fazer uma aplicacao cuidadosa da linearidade enunciada na
propriedade (i) acima. Considerando § = 0, esta propriedade se transforma em “colocar
um fator o de uma linha em evidéncia”:

ai1 A1n aix -+ Qln

a1 v Q| = o ain o Qi (7.49)

Gn1 e Qnn Gn1 e Ann
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Exemplo 67. Vamos calcular o determinante da matriz A do Exemplo 64 utilizando as pro-
priedades acima (em particular o escalonamento). Este método € particularmente tutil quando
as matrizes nao possuem muitas entradas nulas. Ja que a segunda linha possui um “1” na
primeira entrada, vamos fazer uma troca de linhas para facilitar as contas (cuidado com o
sinal!). Em seguida, eliminamos os elementos da primeira coluna.

-2 3 0 4 1 0 -1 0 10 -1 0 10 -1 0

1 0 -1 0_ |-23 0 4_ fo3 -2 4_ 03 -2 4 (7.50)
3.2 1 1 3.2 1 1 02 4 1 0 0 16/3 —5/3|" '
-2 2 0 1 -2 2 0 1 02 -2 1 0 0 —2/3 —5/3

As divisoes nos denominadores nos atrapalham um pouco na hora de fazer a conta. Podemos
retira-los dali, desde que cuidadosamente (0 mesmo para o sinal de “—1”), colocando-os em
evidéncia (note que devemos fazé-lo para cada linha!):

-2 3 0 4 10 -1 0 1 0 -1 0O
1 0 -1 0 110 3 =2 4 110 3 -2 4
32 1 1] 300 16 5| 9|0 0 16 -5 (7.51)
-2 2 0 1 0 0 —-2/3 —5/3 00 2 5
Finalmente, podemos fazer uma troca de linhas e eliminar o elemento “16”:
-2 3 0 4 10 -1 0
1 0 -1 0 110 3 -2 4 1
3 2 1 11="9l0 0 2 5 _—§~1-3-2-(—45)—30.< (7.52)
-2 2 0 1 00 0 —45

Observacao 68. No exemplo anterior, vimos como calcular o determinante utilizando escalo-
namento de maneira “straightforward”. Como pode-se perceber, o método nao parece muito
melhor do que calcular o determinante utilizando expansao por cofatores. Vamos ver que, de
fato, o melhor é misturar o método de cofatores com as propriedades acima! Vamos novamente
calcular

-2 3 0 4
1 0 -1 0
3 9 1 1l (7.53)
-2 2 0 1

Observe que a terceira coluna tem duas entradas nulas. Podemos ainda utilizar uma operacao
elementar para eliminar uma das entradas: por exemplo, substituir /5 + ¢, em ¢5. Assim:

-2 3 0 4 -2 3 0 4 + - +
1 0 -1 0 4 2 0 1 .. —
3 2 1 11713 21 1 lembrando sinais N (7.54)
-2 2 0 1 -2 2 0 1 -

Note que a terceira coluna agora ficou com apenas uma entrada nao nula; logo, utilizando a
terceira coluna para o calculo de det A (como na secao anterior), obtemos

_123—01:)l 234

=14 21 (7.55)
3 2 1 1 9 9 1
-2 2 0 1

Podemos também utilizar a propriedade (iz) do teorema para colocar em evidéncia um “—2”
da primeira coluna e, em seguida, continuar com o calculo:

_12 g _01 ‘0}‘ 1 3 4 1 3 4 13 4
5 1 1/="2|72 2 §=-20 8 9|=-2/0 1 3 |=-2(-15)=30.9 (7.56)
9 0 1 1 21 0 -1 =3 00 —15
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Exemplo 69. Por fim, recalculamos também o determinante da matriz do Exemplo 65, utili-
zando as propriedades desta secdo. Vamos fazer as contas de forma um pouco mais rapidas.
Tente acompanhar o que esta sendo feito de um passo para outro! Iniciamos aproveitando o
fato de a ultima coluna ter muitos zeros.

2 0 0 80

Lor 0 f—o7 —052 Catt 2?1174 _—1508 2 -0

3 8 6 0 0= “2athemb —4.|1 -7 —5]|. (7.57)
0 - s 4ol P8 60 3 8 6 0 s s 6

o 3 1 11 07 5 4 0 7 5 4

Em seguida, eliminamos o 2 e o 3 da primeira coluna sem trocar linhas de lugar (quanto mais
trocarmos linhas, mais riscos corremos de errar o sinal):

2 0 0 80

1 =7 =5 0 O 0 0 O

3 8 6 0 0/=4-11 -7 —=5/4-0=0. (7.58)
0 7 5 40 0 29 -9

2 3 1 1 1

Nota: antes de eliminarmos o 3, ja reparamos que o determinante vai ser nulo, gracas a
propriedade (ii). <

7.3.1 Demonstracao das propriedades do Teorema 66

Em construcao ... Gostaria de participar na escrita deste livro? Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

7.4 Uma aplicacao em calculo de varias variaveis

Como ja é conhecido de primeiros cursos de calculo?, é possivel fazer mudancas de coordena-
das em integrais unidimensionais (também conhecido como integrar por substituicao): para
I C R um intervalo e ¢ : [a,b] — I € diferenciavel com derivada continua e f: I — R € uma
funcao continua, entao

#(b) b
/ f(z) do = / f(o(1)¢'(t) dt. (7.59)
(b(a) a

Intuitivemente, pensamos na substituicao = = ¢(t) = dx = ¢'(t) dt.

Um tépico que nem sempre é abordado em cursos de Calculo em varias variaveis é a formula
de mudanca de variaveis para integrais multiplas, onde o determinante aparece de forma
fundamental.

Teorema 70. Seja U C R? um conjunto aberto e ¢ : U — R"™ uma funcdo vetorial cujas com-
ponentes sao todas diferencidveis e com derivadas parciais continuas. Entdo, para qualquer
f : U — R continua, vale a formula de mudanc¢a de varidveis:

///W) £(®) dU:///Uf(cp(ﬂ))Jcp(ﬂ) di, (7.60)

2Esta secao é opcional e necessita de conhecimentos basicos de Calculo.
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onde J (i) é o Jacobiano: valor absoluto do determinante da matriz_ formada com as derivadas

parciais de ¢ = (61, 6o, .., bn):
06 0 0]
O0x1 Oxg oxy,
, 00 002 00n
Jo(@) = det( d”)’: det | 971 Ows Oz (7.61)
8$j . . .
| 0x1  Oxo o, |

7.4.1 Coordenadas polares

Para uma regido R do plano R?, vamos verificar como fazer para escrever uma integral dupla
em coordenadas polares. Sabemos que

‘//RfdA://Rf(x,y)dxdy.

A funcao ¢ que muda de coordenadas polares para Cartesianas pode ser escrita como

(7.62)

@(r,0) = (rcosf,rsend), onde r > 0e 6 € (0,2m). (7.63)
Isto é, as componentes sao
x=¢1(r,0) =rcosb, y=¢a(r,0) =rsend. (7.64)
Assim, a matriz das derivadas parciais €
961 001
or 00 —
= [?OS 0 " se‘n 9] cujo Jacobiano € J¢ =r cos? 0 + rsen? = r. (7.65)
Oy Db senf  rcosf
or 90
Portanto, a formula de mudanca de variaveis implica que, em coordenadas polares:
//fdA:// f(z,y) dxdy:// f(rcosf,rsenf)r drdf. (7.66)
R R o~1(R)

7.4.2 Coordenadas esféricas

Para uma regiao R do espaco R?, vamos verificar como fazer para escrever uma integral tripla
em coordenadas esféricas. O raciocinio segue as mesmas linhas da subsecdo anterior para
coordenadas polares. Sabemos que

///RfdA:///Rf(%yw) dzdydz.

A funcao ¢ que muda de coordenadas esféricas para Cartesianas pode ser escrita como

(7.67)

d(p,0,0) = (psendcos, psen gpsend, pcosd), onde p > 0,0 € (0,27) e ¢ € (0, 7). (7.68)
Isto €, as componentes sao
z = 1(p,0,9) = psendeost, y=a(p,0.¢) = psendsend e == s(p,0,6) = pcosg.  (7.69)
Assim, a matriz das derivadas parciais €
dp 00  0¢
sen¢pcosf —psengsend pcos@cosh
% % % = |sen¢senfl psen¢cosf pcospsend| . (7.70)
P ¢ cos ¢ 0 —psen ¢
9%s 003 093
LOp 00  0¢
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cujo Jacobiano é (usando, por exemplo a segunda coluna para expandir em cofatores)

= ‘psen(bsenﬁ( —psen2¢sen9—p0082q§sen9) —|—psenq§cos€(—psen2q§cos€—p0052q§cose>‘

sen¢senf pcos@sentd
cos @ —psen ¢

sen¢gcosf pcos@cosl

+ psen ¢ cos 6 cos ¢ _psen

Jop = ‘psenqﬁsen@

= ‘psenqﬁsen&( —psen6‘> —l—psenqﬁcos@( —pcos&)‘ = ‘—pQ senqﬁ(senQQ—i—cosQG)‘

= |—p2 sen¢| = p?sen ¢.
(7.71)

Na ultima igualdade, utilizamos que ¢ € (0, 7) implica sen ¢ > 0, de modo que o valor absoluto
esta considerado corretamente. Portanto, a férmula de mudanca de variaveis implica que, em
coordenadas polares:

// fdA:// flz,y,2) dzdydz:/// f(psen ¢ cosh, psen psen, pcos @) p*sen ¢ dpdf de,
R R 6-1(R)
(7.72)

como € de costume em cursos de calculo.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

7.5 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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8

Semana 10

8.1 Cadeias de Markov como introducao a autovalores e au-
tovetores

Suponha que em um determindo pais existam dois sistemas operacionais para telefones ce-
lulares, os sistemas A e B.

Os habitantes deste pais sao livres para usar qualquer um dos sistemas, podendo trocar a
qualquer momento.

Suponha que uma pessoa que usa o sistema A no dia de hoje tem uma chance de 20% de
estar usando o sistema B daqui a um ano, enquanto uma pessoa que usa o sistema B no dia
de hoje migra para o sistema A com chance de 30% apo6s este mesmo periodo de 1 ano.

Para simplificar a analise, vamos supor que as probabilidades de troca introduzidas acima,
ou probabilidades de transicdo, mantenham-se fixas ao longo dos anos. Este tipo de modelo
€ chamado de uma Cadeia de Markov.

Se no dia de hoje temos 40% da populacao usando o sistema A e 60% usando o sistema B,
algumas perguntas podem ser feitas:

(@) qual a fracao da populacao usando o sistema A e qual a fragdo usando o sistema B
daqui a um ano? (Ou em outras palavras, qual a distribuicao da populacao daqui a 1 ano) ?

(b) podemos calcular a distribuicao da populagao daqui a 20 anos? Como fazer isso de
maneira pratica?

(c) existe uma distribuicao de equilibrio, que permaneca invariante a longo do tempo?

Qual a ligacao disto com matrizes ou algebra linear? Para responder a primeira questao,
seja

pa(0) = 0.4 a fracdo da populacao em A no dia de hoje

e

pp(0) = 0.6 a fracao da populacao em B neste mesmo dia de hoje.

Se chamarmos pa(1) e pp(1) a distribuicao de populacdo daqui a um ano, teremos
pa(l) =pa(0)-0,8+pp(0)-0,3 (8.1)
pB(1) =pa(0)-0,2+pp(0)-0,7

ou de forma matricial,
pa(l) _ 0,8 0,3 pa(0)
pa(1) 0,2 0,7 pi(0)

8’2 8’?; ] € chamada matriz de transicao da Cadeia de Markov acima.

Assim, (8.1) pode ser escrito como

onde a matriz A = [

— —

1= App.

Fazendo as contas com p4(0) = 0,4 e pp(0) = 0,6, temos pa(1) =0,5 e pp(1) =0,5.

64
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Para responder a pergunta (b), note que se chamarmos p,, a distribuicao de populacao no
tempo n (ou seja daqui a n anos), vale seguinte formula

Por exemplo 7, = Ap; = A(Apy) = A%py., onde A® é a matriz A elevada ao quadrado. No
Nnosso caso pa(2) = 0,55 e pp(2) =0, 45.
Seguindo, nosso modelo nos permite deduzir que

Prt1 = A"Po
onde A" significa a n-ésima poténcia da matriz A.
Neste momento surge uma quarta pergunta:

(d) como calcular de maneira prdtica uma poténcia de uma matriz?
Se soubermos responder a pergunta (d) acima, a pergunta (b) sera facilmente respondida.

Finalmente analisando (c), notamos que uma distribuicao em equilibrio pr, que permanece
constante ao longo do tempo, € tal que se coincidir com a distribuicao inicial 7y, deve também
coincidir com p;, de maneira que

Pe =p1 = Apo = ApE.

Ou seja, pr € um vetor invariante para a multiplicacdo pela matriz A: satisfaz a equacao

ApE = PE-
Pode-se ainda notar que
nh—>H;o ﬁn = ﬁE y
0 que nos leva novamente a equacao Apy = pp: basta para isso tomar o limite em ambos os
lados na equacao (8.2).

Um vetor ndo nulo ¢ que satisfaz A¥ = ¢ € um primeiro exemplo daquilo que em breve
chamaremos de autovetor para a matriz A. A nocao de autovetores é um pouco mais geral e
abrange também o caso Av = A\v/, onde A é chamado de autovalor associado ao autovetor o.

Estudaremos em detalhes autovetores e autovalores a partir de agora. Veremos, entre
outras coisas, que ao conhecermos os autovetores e autovalores de uma matriz A poderemos,
em muitos casos, escrever a matriz A na forma

A=PDP 1,

no que € chamada uma diagonalizacao de A, onde D € uma matriz diagonal, ou seja que
tem todas as entradas fora da diagonal principal nulas. Desta maneira poderemos calcular
poténcias de A através da expressao

A" = PD"PL,

algo que € muito 1til do ponto vista computacional, visto que o calculo de poténcias de matrizes
diagonais € muito simples. Isto nos da uma resposta a pergunta (d) acima.

8.2 Autovalores, autovetores e autoespacos associados

Associados com uma transformacéao linear T estdo os seus autovetores, que, como veremos,
sdo diregcdes especiais para esta transformacao 7. Por esta razdo, sdo também conhecidos
como vetores proprios ou vetores caracteristicos de 7. Aparecem em muitas aplicacoes, pois
nos ajudam a entender mais profundamente a transformacao linear 7T'.

Dada uma matriz quadrada A de ordem n x n, com entradas reais, nos dizemos que um
numero A € R € um autovalor de A quando existe um vetor nao nulo v tal que

AT = Av. (8.3)

Neste caso, ¥ € dito um autovetor de A associado a \.
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Geometricamente, ¥ € um vetor que nao muda de direcao quando aplicamos a matriz A. No
entanto, quando permitimos que A seja um numero complexo, esta interpretacao geométrica
€ perdida.

Ver também animacido em wikipedia.org

Exemplo 71. Considere a matriz

2 00
A= |0 3 4]. (8.4)
0 4 9
Temos que A\; = 2 € um autovalor desta matriz, porque o vetor
1 2 0 0]f1 1
v = |0 satisfaz 0 3 4]0 =2-10]. (8.5)
0 0 4 9|10 0

Assim, podemos dizer que ) € um autovetor de A associado ao autovalor 2. Colocando de
outra maneira, podemos dizer também que

0 2 0 0]]0 0
Uy = |1 € um autovetor de A, pois 0 3 4| |1 =111 =11-]1 (8.6)
2 0 4 9|12 22

Neste caso, concluimos também que 11 € um autovalor de A. <

Observamos que, se ¥ for um autovetor de uma matriz A associado a um autovalor A, entao
qualquer multiplo escalar o também é um autovetor de A associado a A:

A(a?) = aAT = a\v = A(ad). (8.7)

Da mesma maneira, se dois vetores v e @ forem autovetores associados a um mesmo autovalor
A, entao a soma v + @ também é um autovetor associado a A:

AT+ %) = AT + AT = M + M\ = A(T + 7). 8.8)

Logo, concluimos que o conjunto de todos os autovetores associados a um autovalor A, uniao
com o vetor nulo, forma um subespaco vetorial de R", denominado autoespaco associado ao
autovalor A:

autoespaco associado a A = {# € R" | 7 € autovetor associado a A} U {0}. (8.9)

Vamos analisar uma forma de encontrar os autovalores de uma matriz A de forma siste-
matica. Temos as seguintes equivaléncias:

A € um autovalor de A
< existe 7 # 0 tal que AT = A7
< existe 7 # 0 tal que (A — )7 =0
< o sistema homogéneo (A — AI)7 = 0 admite solu¢io nao trivial
<= A — A\l nao ¢ invertivel
< det(A—AI) =0.
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Esta ultima equacao pode ser utilizada para encontrar os autovalores: sao as raizes do po-
linomio caracteristico
p(A) = det(A — AI). (8.10)

A equacao det(A — A\I) = 0 é também chamada de equacao caracteristica. Observe, pelas
propriedades dos determinantes, que p € de fato um polinémio e tem grau n, que € igual a
ordem da matriz A. E assim consequéncia do Teorema Fundamental da Algebra que existem
no maximo n autovalores reais (ja que um polinémio de grau n > 1 possui exatamente n raizes
complexas).

Exemplo 72. Vamos encontrar os autovalores de

4 3
A_[l 2] (8.11)
Precisamos calcular
det{41)\ 23)\}_(4)\)(2)\)3~1_>\26)\+5, (8.12)
que tem raizes
Ao 0EVI6Z0 4, (8.13)

2
Portanto, A tem dois autovalores reais: \i =1 e Ay = 5.

Exemplo 73. Encontrar os autovalores de

5 8 16
A= 4 1 8 . (8.14)
-4 -4 -11
Precisamos calcular
5—A 8 16
p(A) =det(A — ) = det 4 1-A 8
—4 —4 —11 - A
1-A 8 4 8 4 1-X
B IR R\ ‘8" —4 —11-) ‘*16" 4 —4 ‘

=(5-=N[(1 =) (=11 = X) +32] —8[ — 44 — 4X + 32| + 16(—16 + 4 — 4))
= (5—A)[A* + 10\ +21] + 32X+ 12-8 — 64\ — 12 - 16

= A% — 507 429\ + 105 — 32\ — 96

=\ —5A7 =3\ +09.

As possiveis raizes racionais desse polindmio s6 podem ser os divisores do termo independente
acima: +1,+3,£9. Verificamos que 1 € raiz. Logo, dividindo p(\) por A — 1:

A B S8 0= — (A= D)(AZ 6N+ 9) = —(A— 1)(A +3)% (8.15)

Portanto, os autovalores de A sao A\; =1 e Ay = 3. Observamos que 3 € uma raiz de multipli-
cidade 2 do polindmio caracteristico. <

Um grande problema é que, em geral, encontrar raizes de polinémios € dificil. De fato,
mesmo quando o grau do polinémio € baixo, encontrar raizes de polindmios pode ser bastante
complicado. Ja ha muito tempo é conhecido! que polinémios de grau 5 ou mais podem nao
possuir formulas para calculo de raizes a partir de radicais.

Por outro lado, uma vez que os autovalores sao conhecidos, encontrar os autovetores € um
calculo direto: basta resolver o sistema linear homogéneo

(A= X)7 =0. (8.16)

Isto € o mesmo que dizer que o autoespaco associado a A € o espaco nulo Nul(A — AI). Vejamos
como encontrar os autoespacos das matrizes dos exemplos anteriores.

IEste resultado ¢ uma consequéncia da famosa Teoria de Galois.
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Exemplo 74 (de volta ao Exemplo 72). Para encontrar os autovetores de

4 3
A_{l 2} (8.17)

associados com o autovalor A\; = 1, vamos resolver o sistema homogéneo:

LA ] e

Ja que o sistema € homogéneo, nao € necessario escrever a ultima coluna de zeros na matriz
aumentada associada (no entanto, € necessario lembrar que ha uma coluna de zeros). Por

escalonamento
3 3 1 1 v1 +vy =0
{ 11 ] ~ { 0 0 } w{ 1 variavel livre. (8.19)
Em forma vetorial paramétrica:
vl e | T Nul(A— 1) = Spand | (8.20)
v | T Vs = V2 1 u = Spa. 1 . .
Para encontrar os autovetores associados a A\, = 5, resolvemos
4— X 3 | -1 3 1 -3 v —3ve =0
[ 1 2)\}_[ 1 3}”[0 0 }M{lvariévellivre. (8.21)
Em forma vetorial paramétrica:
v | 3vg . 3 _ . 3
[Uz]—{w]—vg[l]:Nul(A 5])—Span{[l}}. (8.22)
Exemplo 75 (de volta ao Exemplo 73). Vamos encontrar os autovetores de
5 8 16
A= 4 1 8 ) (8.23)
-4 —4 -11

e associados com o autovalor A\; = 1, vamos resolver o sistema homogéneo:

5— Al 8 16 V1 0
4 1-— )\1 8 (%] = 0 . (824)
—4 —4 —11 — )\1 V3 0
Por escalonamento,
4 8 16 1 2 4 1 2 4 1 0 2 v +2v3 =0
4 0 8 ~]10 -8 8| ~[0 1 1|~[0 1 1]|ewq vat+v3=0
-4 -4 -12 0 4 4 0 00 0 00 vg livre
(8.25)
Em forma paramétrica, os autovetores sao
(%1 —2’[}3 -2 -2
vy | = | —ws =wv3 | —1 = Nul(A — I) = Span -1 . (8.26)
V3 V3 1 1
e associados com o autovalor A\, = —3, vamos resolver o sistema homogéneo:
5— /\2 8 16 U1 0
—4 —4 —11 — )\2 V3 0
Por escalonamento,
8 8 16 11 2
448 I { glvz:ii‘lj/—e?s?)li;rgs (8.28)
-4 —4 -8 0 00
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Em forma paramétrica, os autovetores sao

1 —vg — 203 -1 —2 -1 —2

vy | = Vg = Uy 1 | +wvs 0 —> Nul(A-I) = Span 1 , 0

VU3 V3 0 1 0 1
(8.29)

Observamos que, nos exemplos anteriores, a dimensao do autoespaco associado ficou igual
a multiplicidade do autovalor. Isto nem sempre é verdade. Como exercicio, verifique que a
dimensao do autoespaco associado ao autovalor A = 1 da matriz

11
{0 1] (8.30)

€ igual a 1, embora a multiplicidade do autovalor seja 2.
De forma geral, chamamos a multiplicidade do autovalor de multiplicidade algébrica,
enquanto que a dimensao do autoespaco associado é chamada de multiplicidade geométrica.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

8.3 Diagonalizacao

Matrizes diagonais sdo matrizes da forma

M O 0 - 0
0 X O - 0
0 0 Az -~ 0, (8.31)
0 0 0 - X\,

Ja que sao triangulares, seus autovalores sao os elementos da diagonal principal. Observamos
também que os autovetores associados sao os elementos da base canoénica de R".

Na realidade, o fato de se conseguir formar uma base com autovetores de uma matriz esta
intimamente relacionado com se obter uma matriz diagonal semelhante a A. De fato, vamos
justificar que, sempre que for possivel formar uma base do espagco R" apenas com autovetores
de uma matriz quadrada A, entao é possivel fazer uma mudanca de base de modo que a obter
uma matriz diagonal, com os autovalores na diagonal principal. Este procedimento é chamado
de diagonalizacao da matriz A, por motivos 6bvios. O método, que é surpreendentemente
simples (mas, na pratica, trabalhoso), consiste em montar uma matriz P com os autovetores
de A e efetuar multiplicacoes de matrizes:

AN O - 0

| | 0 X -+ 0
P=\5, ¥ - ¥, = P 'AP=D-= . (8.32)

| | Lo

0 0 - A

Justificativa do método de diagonalizac@o. Vamos verificar que P~' AP = D mostrando que as
colunas da matriz P~* AP sdo iguais as colunas de D. Pela forma que construimos a matriz
P, sabemos que a primeira coluna de P € v:

P_’l = ’171 ou, ainda, 51 = P_1171. (833)
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Assim, ja que Av; = A\, temos

primeira coluna de P~'AP = P~'APé,
= P 1Ay
=P~ '\t
= NPl

= A€y

(8.34)

= primeira coluna de D.

Este mesmo raciocicio, repetido n vezes, para cada uma das colunas, prova que todas as
colunas sao iguais; portanto, P"*AP = D. O

Exemplo 76 (de volta ao Exemplo 73). Vimos que, para a matriz

5 8 16
A= 4 1 8 , (8.35)
—4 —4 -—-11
temos autovalores \; = 1 e A\, = —3 e autoespacos associados:
-2 -1 -2
Nul(A — I) = Span -1 ; Nul(A — I) = Span 1 (,] 0 . (8.36)
1 0 1
Montamos a matriz
-2 -1 =2
P=|(-1 1 0 (8.37)
1 0 1

Por escalonamento, podemos calcular a matriz inversa

-1 -1 =2
Pl=1]-1 0 -2 (8.38)
1 1 3
e temos

-1 -1 =-2][5 8 16][-2 -1 -2

P'AP=|-1 0 -2||4 1 8 -1 1 0

|1 1 3] |-4 -4 -11 1 0 1

-1 -1 —-2] [-2 -1 -2 1 0 0

=3 0 6]|-1 1 o0o]|=1/0 -3 0.«
-3 =3 —9] 1 o0 1 0 0 -3

Embora o método de diagonalizacao seja bastante transparente, pois basta seguir uma
sequéncia de passos, ele € muito trabalhoso! Nao devemos nos iludir com a aparente simpli-
cidade das contas no Exemplo 76, pois as contas ja haviam sido feitas anteriormente (além
de que “escondemos” o calculo da inversa P~!). Na totalidade, os passos envolvem:

e Calcular o polinémio caracteristico p(A) = det(4 — AI). Aqui ja entra uma quantidade sig-
nificativa de calculos, cuja quantidade aumenta de acordo com a dimensao do problema;

e Encontrar as raizes do polindmio caracteristico. Este passo pode ser muito complicado,
ja que muitas vezes nao € possivel encontrar raizes explicitamente;

e Depois de conhecidos os autovalores, calcular cada um dos autoespacos associados,
o que demanda a resolugao de tantos sistemas lineares quantos forem os autovalores
distintos da matriz;

e Caso todos os geradores de todos os autoespacos formem uma base para o espaco R", a
matriz A é diagonalizavel e formamos a matriz P como indicado acima;
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e Observe que, se estivermos apenas interessados em encontrar uma base de autovetores
e uma matriz diagonal equivalente a A, entao nao ha necessidade de se calcular P!,
pois ja sabemos que o método funciona e que P"'AP = D. No entanto, uma descricdo
mais completa pode ser necessaria nas principais aplica¢des, de modo que ainda seria
preciso uma quantidade grande de célculos para determinar a matriz P!,

Nem todas as matrizes sdao diagonalizaveis, como acima. Ja vimos que isto é possivel
quando uma base de autovetores existe. No exemplo

2 1
A= [0 2} (8.39)

nao ha dois autovetores linearmente independentes e, portanto, nao € possivel diagonalizar a
matriz A.

Em geral, valem as seguintes propriedades: seja A uma matriz de orden n x n. Entao:

e Se A possui n autovalores reais distintos, entdo A possui uma base de autovetores e
€ diagonalizavel, pois possui um autovetor associado a cada um dos seus autovalores
distintos.

e No caso de A possuir autovalores reais com multiplicidade maior do que 1, A apenas
sera diagonalizavel se cada autovalor de multiplicidade k tiver k autovetores linearmente
independentes. Em outras palavras, s6 sera possivel formar uma base de autovetores de
A quando

dim Nul(A — A\I) = multiplicidade do autovalor A. (8.40)

Na notacao introduzida nao secao anterior, isto € o mesmo que dizer que, se A for diago-
nalizavel, entao as multiplicidades algébrica e geométrica sao iguais.

e Caso dimNul(A — AI) seja menor do que a multiplicidade do autovalor A ou A possua
autovalores complexos, entao A nao é diagonalizavel.

Exemplo 77. A matriz

2 1
A= [1 2] (8.41)
tem polinoémio caracteristico
2—A 1 2 2
p(A) = det 1 91 =2-N"+1=X—-4\+5 (8.42)
44 31 4—-31
cujas raizes sdo A\; = o el = 5 ‘. Logo, A nao é diagonalizavel.

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

8.4 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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9

Semana 11

Nesta semana, nos come¢amos uma abordagem um pouco mais geométrica de espacos veto-
riais: angulo entre vetores, comprimento de vetores, ortogonalidade. Estes conceitos ja sao
de nossa familiaridade da geometria euclideana (em R? e R3). No entanto, é também nosso
objetivo estender estes conceitos para dimensoes maiores do que 3.

9.1 Comprimento, angulos e o produto escalar

Se, na base canénica (isto €, no sistema de coordenadas usual) do espaco R?, representamos
um vetor por
U1
U= |v2], 9.1)
U3

entdo o seu comprimento (ou magnitude ou norma) é dado por

|7]] = \/v} + v3 + v%. (9.2)

Esta é uma instancia do Teorema de Pitagoras’.

A definicao acima pode ser generalizada para dimensao n qualquer:

U1
V2

<y
Il

S Y Y 9.3)
,U'”/

O produto escalar ou produto interno entre dois vetores ¥ e @/ € um nimero (também dito
escalar) associado com estes dois vetores. Em coordenadas, se ¥ = (v1, va, v3) € @ = (w1, wa, w3)

'Duas aplica¢des do Teorema de Pitagoras usual do plano. Uma para obter o comprimento \/v? 4+ v3 da diagonal
que esta no plano zy e a outra para obter ||7]|.

72
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sao vetores do espaco tridimensional R?, temos
U W = viwi + Vawy + v3ws. (9.4)

Vejamos que realmente o produto escalar tem a ver com o angulo entre dois vetores. Isto é
uma consequéncia da Lei dos Cossenos, que nos diz que

17— @))* = [|9* + [|@]|* — 2] [[5]] cos 6, (9.5)

onde 6 € o angulo entre ¥ e .

Escrevendo estes comprimentos em termos das coordenadas e fazendo os cancelamentos ne-
cessarios, chegamos na seguinte identidade:

viwy + vows + vaws = ||J]|||W]| cosd, isto &, U-w = ||| cosb. (9.6)

Motivados pelos conceitos acima, consideramos

Z1 n

. L2 . Y2

r= | . e = (9.7)
xn y’l’L

vetores de R" representados na base canoénica, e definimos o produto escalar ou produto
interno entre 7 e 3

f'gleyl +x2y2+"'+xnyn- (9.8)
O angulo entre ¥ e g, para n qualquer, pode entao ser definido pela equacao

- =

cosf) = —=—.
(1211171

(9.9

Embora abstratos, estes conceitos sdo bem fundamentados geometricamente. Dois vetores
(linearmente independentes) de um espaco vetorial n-dimensional geram um subespaco veto-
rial de dimensao 2. Este pode, por sua vez, pode ser pensado como um plano que passa pela
origem de R". Assim, podemos imaginar o angulo entre estes vetores naturalmente.

- = =

Proposicao 78 (Principais propriedades do produto escalar). Para Z,y,Z € R" ec € R um
escalar, temos as seguintes propriedades

1.3-§=7-7
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2. (Z+4y)-Z2=2-247¢-Z

3. (cB) - y=cZ-§y=2-(c)

4. 7-¥>0e - =0 se, e somente se 7=0;
5. ||7|| = VI &

6. |[cz] = /]| Z].

Estas propriedades sao todas de facil verificacdo (e sdo deixadas para o leitor verificar,
como exercicio).

Exemplo 79. Considere os vetores de R’ escritos na base canédnica:

-1 4
2 3
=10 e y=|-1 (9.10)
3 —11
-1 1
Assim, temos
T-y=(-1)-4+2-340-(-1)+3-(-11)+(-1)-1=-4+6+0—-33—1=-31. (9.11)

Da mesma forma, podemos calcular os comprimentos

1Z] = V(~1)2+ 22402+ 32+ (—-1)2=V15 e ||§]| = 42 +32+ (=1)2+ (—11)2 + 12 = V148.
(9.12)
Logo, o angulo 6 entre estes vetores satisfaz (utilizamos uma calculadora para calcular as
raizes quadradas e a func¢ao inversa do cosseno):

- =

Ty -3l
1ZIgll V15148

Exemplo 80. Considere um vetor tridimensional

cosf =

~ —0,65794 — 6 ~ 2,28887634 radianos ~ 131, 12°. < (9.13)

2
u= |3 |. (9.14)
-1

Ja sabemos a multiplicacdao de um escalar pelo vetor ¥ muda o comprimeto (e talvez também
o sentido) do vetor. Por exemplo, se multiplicarmos por 2, o comprimento sera multiplicado
por 2; se dividirmos por 3, o comprimento sera dividido por 3. Se nés dividirmos pelo préprio
comprimento de % nds obtemos um vetor unitario. Para verificar analiticamente, basta utilizar
a Propriedade 6 acima:

1

=1 = |
]

i
]|

Entao se quisermos encontrar um vetor unitario na direcao de « acima, calculamos

_ ., 1.
| = el =l = ol = 1. ©.15

. . 2/V14
@l =vVET9+I=vVId ~ 7= = =314 9.16)

v |

€ o vetor procurado. Este processo de obter um vetor unitario na mesma dire¢cdao de um vetor
previamente fixado é chamado de normalizacao. Observe que existem apenas dois vetores
unitarios na mesma direcao de «, a saber, ¥ e —v. <

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

9.2 Ortogonalidade

Como vimos na secdo anterior, o produto escalar esta relacionado com o angulo entre dois
vetores pela formula
Z-y
21111
Quando este angulo 6 é igual a 7/2 (que é equivalente a 90°), vale que cosf =0 e logo 7 - 5 = 0.
Noés vamos dizer que os dois vetores 7 e i sdo ortogonais quando satisfazem

cosf = 9.17)

Z-7=0. (9.18)

Poderiamos também usar a palavra perpendiculares, mas por algum motivo esta terminologia
€ bastante menos comum quando lidamos com vetores em espacos vetoriais de dimensao
maior do que 3.

Dizemos também que um conjunto de vetores € um conjunto ortogonal se todo par de veto-
res do conjunto for ortogonal. Em outras palavras, um conjunto {#;, ¥, ..., 7} € um conjunto
ortonogonal se, para qualquer escolha de indices ¢ # j, tivermos v; - ¥; = 0.

Se, além de o conjunto ser ortogonal, todos os seus elementos serem unitarios (estarem
normalizados), entdo nés dizemos que o conjunto é um conjunto ortonormal. De outra

maneira, um conjunto {¢;,%s,...,7;} € um conjunto ortonormal se, para qualquer indice 4,
|#:]| = 1 e, para qualquer escolha de indices i # j, tivermos @; - #; = 0.?
Exemplo 81. Os vetores

L -1 L2

z{2} e y{l} (9.20)
sdo ortogonais, pois -y = (—1) -2+ 2-1 =0, enquanto que os vetores

L |11 -2

w = [2} e 7= L} 9.21)

nao sao ortogonais, ja que w-zZ=1-2+2-1 = 4. Nestes casos, podemso dizer que o conjunto
{#,y} € um conjunto ortogonal enquanto {, z} nao é.

Exemplo 82. A base canodnica do espaco R™:

1 0 0 0
0 1 0 0

g =19,a=10], =1, ... =10 9.22)
0 0 0 1

€ um conjunto ortogonal, porque quando escolhermos i # j, temos
€-€=1-0+0-1=0. (9.23)

E também ortonormal, ja que, para todo i,

&) =v02+02+ - 4124402402 =1. < (9.24)
2Uma notacéao bastante comum, principalmente em matematica e fisica, é a do delta de Kronecker:
o 1, seit=j
6”_{ 0. seiti (9.19)

Em notagédo matricial, I}, = (J;;) € a matriz identidade. Nesta notacido, podemos dizer, mais sucintamente, que um
conjunto {1, 72,...,7,} € ortonormal se ¥; - U = §;; para quaisquer ¢,j = 1,2,3,... k.
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Uma primeira propriedade de ortogonalidade € uma versao para espacos vetoriais quais-
quer do Teorema de Pitagoras, que aparece naturamente ao considerarmos vetores ortogonais.

Teorema 83 (Teorema de Pitagoras). Se dois vetores % e ij sado ortogonais, entao
12+ gl1> = 1Z)1° + 11711%. (9.25)

Demonstracdao. Esperamos que esta demonstracao auxilie no compreendimento analitico e
geométrico dos conceitos que introduzimos até agora. O vetor ¥ + ¢ pode ser considerado a
hipotenusa do triangulo retangulo de catetos ¥ e ¢ (fazer uma figura!).

Pelas propriedades do comprimento e do produto escalar, temos que, para quaisquer dois
vetores 7 e i (ndo necessariamente ortogonais), vale que

|2+ 71> =@ +9) @+§) =2 T+ §+7§-FT+7 7= 7> +2F 9 + [|7]* (9.26)

De certa maneira, esta € uma forma de reescrever a Lei dos Cossenos. Quando os vetores 7 e
y forem ortogonais, temos # - ¢ = 0, concluimos que

1+ 7% = IZ1* + 171> 9.27)
O

Notamos que, de acordo com a nossa definicéo, o vetor nulo € ortogonal a qualquer outro.
Vejamos, no entanto, que vetores nao nulos satisfazem propriedades adicionais.

Teorema 84. Todo conjunto ortogonal {v, s, ..., U} formado por vetores ndo nulos é um con-
Jjunto linearmente independente (LI).

Demonstracdao. Considerando uma combinacao linear
U1 + Colly + -+ + cxUy = 0 (9.28)
e fazendo o produto escalar com qualquer dos vetores ¢; na equagao acima, concluimos que
(1T + colia + -+ - + cxTy) - T; = 0 - Tj. (9.29)
Agora, a condicdo de ortogonalidade nos diz que ¥; - ¥; = 0 sempre que ¢ # j. Portanto,

N oL 7;#0
o111 = ¢ (@ - ) =0 2 ¢; =0, 9.30)

Isto é a definicdo de um conjunto ser LI: qualquer combinacao linear que resulte no vetor nulo
deve ter todos os coeficientes nulos. O

Exemplo 85. O conjunto

1 2
Uy = (2|, de=|1],us=|—-2 (9.31)
2 -2 1
pois
Uy -y =2+2—-4=0,
Uy - Uz =2—4+2=0, (9.32)

1

s iy =4—2—2=0.

Logo, pelo teorema acima, o conjunto {1, 4., i3} € linearmente independente. Neste exemplo,
sdo todos elementos de R?; portanto, formam uma base para R*® que é também ortogonal
(voltaremos a falar sobre bases ortogonais em breve). <

Uma das aplica¢des mais importantes do produto escalar reside no fato de nés conseguir-
mos fazer projecdes ortogonais em direcoes fixadas. Por exemplo, suponhamos que em um
sistema fisico, um vetor ¥ representa a forca aplicada em um ponto, como na figura abaixo.
Gostariamos de encontrar a componente do vetor na direcao da reta tracejada. Para isto, po-
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proj; v

il tal que |||

demos considerar um vetor unitdario « sobre a reta. Assim, a componente de ' na direcao de 4
é igual a ku, onde k tem a ver com o cosseno do angulo entre os vetores:
cateto adjacente k
) = (9.33)

cosf = =—.
hipotenusa 17]]

i|| = 1), concluimos que

Utilizando novamente que « € um vetor unitario (isto €&,
k = ||V]| cos @ = ||u||||V]| cos O = i - ©. (9.34)
Assim sendo, definimos a projecao ortogonal de ¢ em um vetor unitario 4 como sendo

(9.35)

| proj; ¥ = (- ) .|

No caso onde # nao esta normalizado, devemos primeiramente normalizar o vetor, de modo
que a projecao ortogonal € dada por

i @ a-v . @-v
o= 7)) = = i 9.36
prOJuU (”_‘u' v) ||l_[|| ||IZT[:||2 _‘.ﬂ:u ( )

Exemplo 86. Considere vetores no espaco de quatro dimensdes R*. Vamos determinar a

1 1
projecao do vetor v = _31 na direcao da reta que tem a mesma direcao do vetor « = 1
4 -1
Observamos inicialmente que ||i@|| = V4 = 2 néo é unitério. Temos que
1 1 1/4
. @7, 1-143-4|1 1]1 1/4
proj; v = IGIE U= 1 i 14 | (9.37)
~1 ~1 ~1/4

A projecao de 7 sobre o vetor ¢; da base canénica de R* é (observe que ||&;|| = 1)
0
(9.38)

o w o o

projggz"f:(5‘3.5’)53:(04_04_3_,_0)

O = O
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Observe que a projecao sobre o vetor ¢; da base canénica apenas “enfatiza” a terceira compo-
nente do vetor ¢. Isto é bastante natural, pois ¢ - &; deve fornecer o comprimento da projecao
de ¥ na direcao do vetor unitario €3, que deve ser igual a terceira componente do vetor. E jus-
tamente assim que usamos a base candnica para representar vetores geometricamente. De
forma geral, podemos escrever

T=(0-é1)é1+ (V- €2)é + (T &3)& + (T &)éy. (9.39)
Este tipo de represetacao sera explorado com mais detalhes na proxima secao. <

As projecoes ortogonais também podem ser utilizadas para o calculo de distancias de ponto
a retas que passam pela origem: Pela interpretacdo geométrica da subtracao de vetores, ob-
temos um vetor perpendicular a reta com a direcao de @ e que termina onde termina o vetor
(ver figura).

i

id = || — proj; 7

0 — projgv

proj; o

Desta maneira, o comprimento deste vetor, a saber || — proj; 7|, é a distancia procurada.®

Exemplo 87. Calcular a distancia do ponto P = (0,2,3) e a reta que passa pela origem e tem
1
a direcao do vetor @ = |2
1
Para isto, consideramos o vetor ¢ cujas componentes sao as componentes do ponto P.
Assim, estamos na situacao da discussao acima e vale que

-1 ] . [ —7/6
proj,;z_)’:g 2| = d—projzv= |2 ~ 35 2 = |-1/3]. (9.40)
1 3 1 11/6
Portanto,
~ . Vv494+1+121 /171
d = ||@ — proj; 7| = +6 i =—5 = 2,18. (9.41)

Exercicio 7. Como poderiamos fazer se a reta nao passasse pela origem? O mesmo raciocinio
funciona?

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

3Lembre: a distancia de um ponto a uma reta é a menor distancia entre este ponto e os pontos da reta; por esta
razao que procuramos um vetor perpendicular a reta.
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Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

9.3 Bases ortogonais e ortonormais

Vimos que uma das importancias do produto escalar € estender o conceito de ortogonalidade
para espacos vetoriais mais gerais. A ortogonalidade traz consigo a nocao de projecao orto-
gonal. Agora vamos ver algumas vantagens em se considerar bases de espagos vetoriais que
sao também conjuntos ortogonais; estas sao conhecidas como bases ortogonais.

Exemplo 88. A base candnica de R" forma um conjunto ortogonal e é, portanto, uma base
ortogonal. Assim como no Exemplo 86, é possivel representar qualquer vetor ¥ como

v=(0-e1)é1+ (T-ex)é+ -+ (T €,)én. (9.42)

Vejamos que esta propriedade da base canodnica €, na realidade, uma propriedade de todas
as bases ortogonais:

Teorema 89. Seja B = {¥}, ¥, , ¥, } uma base ortogonal de R". Entdo qualquer vetor v € R"
pode ser representado como

— 17'H1 — 17172 — ﬁ'an —
T=o—FU+—=— Vo4 4+ —5 Uy (9.43)
U1 1 V2 - V2 Up, - Un
Podemos escrever, de outra maneira, que
¥ = projg, U+ projg, v+ -+ + proj; v. (9.44)

Este resultado mostra que bases ortogonais sao especiais e boas de trabalhar. Lembra
que anteriormente, para encontrar os coeficientes de um vetor em uma base, tinhamos que
encontrar cy,cg,- - , ¢, resolvendo o sistema linear cuja forma vetorial é

C1U1 + el + -+ - + U, = U. (9.45)

O teorema acima afirma, em outras palavras, quando a base é ortogonal, os coeficientes do
vetor ¥ na base B sdo os nimeros

¢ = o (9.46)
J Y
Justificativa do Teorema 89. Se a representacao do vetor ' na base B for
U= c101 + cotig + - - - + ¢ Un, (9.47)

entao, fazendo o produto escalar desta expressao com ¥; e utilizando as propriedades de or-
togonalidade, concluimos que

T-U = (ath + c2lo + -+ culn) - T = e1(T1 - T;) + c2(Ta - Tj) + -+ - + n(Tn - Tj) = ¢;(T; - T;), (9.48)

pois ¥; - U; = 0 sempre que ¢ # j. Dai, concluimos, como queriamos, que os coeficientes devem
satisfazer

¢ =3 (9.49)
U5+ Uy O

Exemplo 90. Vamos justificar que os vetores

7= E] e 7= [_1] (9.50)

formam uma base ortogonal para R?.
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Em primeiro lugar, formam uma base, pois sao vetores linearmente independentes e sao
dois (que é a dimensao de R?). Agora, calculamos
w-v=4-(-1)+2-2=0. (9.51)
Segue que i e ¥ sao também ortogonais e, logo, formam uma base ortogonal de R?.
. 2 L

Para escrever um vetor 7 = { 7 nesta base, podemos calcular as projecoes nos elementos

da base (isto apenas vale se os elementos da base sao ortogonais!):
Z-u Z-v, —6_ —16 . .

— —— U= —Uu+—0v=-03u—327. < (9.52)
U-U Ry 20 )

Observe no exemplo acima que € muito mais facil obter as componentes por ortogonalidade
do que resolver sistemas lineares. Isto mesmo em dimensao baixa! Imagine se fosse um
sistema 5 x 5 ou ainda maior.

Note que a base canénica, como no Exemplo 88, tem a propriedade adicional que ||&;|| =1
para todo indice j. Isto fez com que a representacao de vetores do Teorema 89 assumisse um
formato ainda mais simples. Estas bases ortogonais que tem por elementos vetores unitarios
sao conhecidas como bases ortonormais. Mais explicitamente, uma base ortonormal é uma

base {7}, vs,- - ,¥,} de um espaco vetorial que adicionalmente satisfaz
;- U; = 0 para i # j e também ||7;|| = 1 para todo j ( < ¥;-7; =1) (9.53)
Uma consequéncia imediata € que, sendo {¢, 0, - - - , ¥, } uma base ortonormal de R", podemos
escrever
T=(T-0)0 + (T-0a) T+ -+ (T T,)Vy. (9.54)

Exemplo 91. Os vetores

1 0 0
i= 0|, 7= |V2/2|,ed=| V2/2 (9.55)
0 V2/2 —V2/2
formam uma base ortonormal de R3: verifique! Qualquer vetor Z € R® pode ser escrito como
= (% -0)a+ (Z-0)0+ (& @)w (9.56)
Por exemplo,
2 1 0
T=|-1| =20+00—-V20=2 0| +vV2| vV2/2 |. (9.57)
1 0 —V2/2

Observamos finalmente que bases ortogonais podem ser facilmente transformadas em ba-
ses ortonormais pelo processo de normalizacao.

Exemplo 92. Os vetores
1 1 1
u=|1|,v9=|0]| ed=|-2 (9.58)
1 -1 1

formam uma base ortogonal de R®. Normalizando cada um dos vetores, podemos obter uma
base ortonormal de R®:

|il =vi+1+1=V3
17 =vVI+1=v2 (9.59)
] = VI+a+1= V6
Isto implica que os vetores
AN 5@ KA Py Uf A ) B 12//\{/66 (9.60)
lall V3 |4 V3 Il v2 | _iyva] Il Ve V6

formam um base ortonormal de R>. <
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

9.4 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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10

Semana 12

10.1 Projecao ortogonais sobre subespacos

No ultimo capitulo, estudamos projecoes ortogonais e vimos que a projecao ortogonal de § na
direcao de um vetor @ pode ser calculada por

g

proj ¥ = v
w ’lD'

w (10.1)

g

Gostariamos de enderecar agora a seguinte questdo: como obter a projecio de um vetor 7 € R?
sobre um plano W*?

> Projuy

Vamos trabalhar geometricamente: suponhamos que o plano
W = Span{u_fl,u_ig} (102)

e que os vetores w; e Wy sdo ortogonais. Em outras palavras, {@;, >} € uma base ortogonal
de W. Como veremos abaixo, o Processo de Gram-Schmidt fornece um algoritmo para obter
uma base ortogonal de um espaco vetorial a partir de uma outra base qualquer de modo que
sempre € possivel considerar uma base ortogonal e, entdo, conseguimos calcular projecoes.

A projecao ortogonal sobre o subespaco 1V, denotada por projy;, ¥, € definida como
- Y- w+y'w2 by

Projy § = Projg, ¥ + Projg, ¥ = (10.3)

= W1+ o——
wi - Wq wo - W2
Notamos que este vetor pertence a W, ja que € uma combinacao linear dos elementos de uma

base de W. Mas mais fundamental é o fato de a projecdo ser feita em uma direcdo ortogonal
ao plano: passamos a verificar que

§J — projy, y € ortogonal a W. (10.4)

82
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Qualquer vetor de W pode ser escrito como

wewy L, Wy
— W1 + ———= Wa. (10.5)
T Wy W - W2

w =

&

Exercicio 8. Utilize as propriedades do produto escalar e a ortogonalidade da base {w;, w2}
para verificar que
w - (ﬁ—prong) =0. (10.6)

Exemplo 93. Vamos calcular a projecao do vetor
1
7= |1 (10.7)
1
sobre o plano gerado pelos vetores

1
W= | 2 e W= |5]. (10.8)
-7 2

Observamos inicialemente que somos permitidos de usar a féormula acima, ja que os vetores
W e Wy formam uma base ortogonal de W:

By 1y =4+ 10 — 14 = 0. (10.9)
Calculamos
. yeowr oo i y-we 442-7 n 1+5+2

Tro = w Wwo = —/—m— W — W
PoOIW Y = e T d, w2 T 16+4+49 P T 12544 2

K 1 24/115

=—— | 2|+— 15| =]30/23].<«
691 7| 2| |73/115

Desenvolvemos acima o conceito de projeciao ortogonal sobre um subespaco do espaco R?
de dimensao trés apenas pela conveniéncia da visualizacao geométrica. Na verdade, o conceito
pode ser definido em qualquer dimensao.

Seja W C R"™ um subespaco vetorial de dimensao k e {w;, ws,...,w;} uma base ortogonal
de W. Dado um vetor i € R" qualquer, definimos a projecao ortogonal de i sobre W como

) . TR B TR B _..u_).k B
pProjw y = g{ _1, w1 + g{ _2, wo + -+ + EJ, — Wk (10.10)
w1 - W1 wa - W WE - Wi

Pode-se verificar, como no Exercicio 8 acima, que
@ - (if — projy §) = 0, para qualquer @ € W, (10.11)

isto €, a projecao projy, i pertence a W e § — projy, ¢ € ortogonal a todo elemento de W, assim
como nossa intuicao esperaria.

Exemplo 94. Calcular a projecao do vetor

1
0

j=|-1 (10.12)
-3
2

sobre o espaco tridimensional W gerado pelos vetores

o

(10.13)

g
=
1
O O O
[\v)
1
o N O
o
g
w
\
o
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Observar que a base {w;, Wy, ws} de W € ortogonal! Devemos entdo calcular

., yeuwr y-wa y-ws
Projy Yy = —o——= W1+ ——= W2 + ——= Ws
w1 - W Ws + Wa w3 - W3
—18 _,+1—2—2 3y 2+6+4 .
14+36 ' 1+4+1 ° " 4+9+4+4 °
0 1 2 9/14
9 4 0 A -3 —552/175
6 0 -2 —578/175
0 -1 2 23/14

Confira estas contas com uma calculadora (os coeficientes dos vetores nem sempre sao boni-
tinhos!)

10.2 Distancia a subespacos e a melhor aproximacao

A projecao ortogonal pode ser utilizada para calcular distancias entre o pontos e subespacos.

d = || — projy- ]

" projiy

Dado um ponto P = (x1, s, ...,z,), formamos o vetor da origem ao ponto P
€
. €2
y=0P=| . (10.14)
LTn,

cujas componentes sao as coordenadas de P. Como vimos na se¢ao anterior, o vetor —projy, ¥
é ortogonal ao subespaco W. Sendo a distancia de P até W denotada por dist(P, W) e definida
como a menor distancia entre P e elementos de W, temos que

dist(P, W) = || — projw |- (10.15)

Justificativa desta afirmag¢do. Dado qualquer outro vetor @ € W, o Teorema de Pitagoras im-
plica que (ver figura)

17— @l* = ||& — projw glI* + |7 — projw #lI* > |7 — proju #*. (10.16)
Em outras palavras, ||§ — projy, ]| € de fato a menor distancia entre P e elementos de W. [
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i — proj,-y

projy-y

W — projy-y

Exemplo 95. Calcular a distancia do ponto P = (1,2,—1,0,7) até o plano W = Span{u, v}
(contido em R?) gerado pelos vetores (que sdo ortogonais!)

1 1
0 -1
U= |-8| e =12 (10.17)
0 0
5 3
Para isto, consideramos o vetor
1
. 2
y=0P=|-1 (10.18)
0
7
e vamos calcular ||§ — projy, ¢
1 1 1
g ger . |2 a0 st
y—projyy=y——u——=0=|—1 ~ 5 -8 BT 2
u-u v-v O O O
7 5 3
1 1 1 —31/45
2 0 -1 16/5
22 1
= -1 T 2 —% 2 | = [-197/45
0 0 0 0
7 5 3 61/45

Desta forma, a distanciade Pa W é

961 256 38809 3721_\/45795
2025

dist(P, W) = l7 = projw 7l = \/ 5005 + 55+ 5025 + 2025 =

V45795
~4,75. <

45

10.3 O Processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

O Processo de Gram-Schmidt é um algoritmo para obter uma base ortogonal (ou ortonormal)
a partir de uma base qualquer. De maneira mais geral, o método permite transformar um
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conjunto de vetores linearmente independentes em um conjunto ortogonal que gera o mesmo

espaco vetorial.
Vamos comecar com um exemplo.

Exemplo 96. Consideramos os vetores
1 1 0
_’1 =10 s ’172 = |1 € 773 =|1]. (1019)
1 0 1

O espaco gerado por {,7,, 73} € todo o espaco R*, ja que temos trés vetores linearmente
independentes em um espaco de dimensao trés.

O processo consiste em fixar qualquer um dos vetores como o primeiro dos vetores do
conjunto que vira a ser ortogonal. Por exemplo, fixamos

1
i =0 = |0 (10.20)
1
Em seguida, ja vimos que, ao fazer a projecao de 9> sobre #;, o vetor
Uy — projz, va (10.21)

¢é ortogonal a ¥, como ilustra a figura.

Sl

[

=l
1

hl

~

— projz,

—~

projy, vz

5 11 [ 1/2 R
iy = Ty — Projg, Uh = U — ——— i = |1 0= 1 |=5|2] (10.22)
tre 0 1 —-1/2 ~1

Temos que u; € iy sdo ortogonais e que estdo no mesmo plano, de modo que também temos
Span{ﬁl, ﬁg} = Span{ﬁl, ’(72} (1023)

Vamos escrever momentariamente W = Span{u;, iz} .
No préximo passo do processo, o terceiro vetor pode ser obtido como

17:3 = '173 — pI‘OjW 173, (1024)

pois, desta forma, i3 € ortogonal a todos os vetores de W; em particular, é ortogonal a ambos
iy € Uz. Além disso, como u; € i, ja sao vetores ortogonais, podemos calcular a projecao sobre
W como de costume:

L . L L Uz-uy L,  Uz-lp
3 = U3 — Projy, Us = s — — U — Ug. (10.25)

—
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i@y — projy i

Projy 3

Calculando, temos (observe como dois fatores 1/2 cancelam no ultimo termo)

0 1 1 0 1 1 -2/3 -1
1 2-1 1 1 2
1 1] IR B B B 1 -1 2/3 1
Concluimos assim que o conjunto
1 1/2 —2/3
{ty,da, U3} =< 10|, 1 |,]| 2/3 (10.27)
1 —1/2 2/3

é ortogonal e gera o mesmo espaco que {1, U, U3 }.
Na realidade, se tivéssemos considerado multiplos dos vetores acima, nao perderiamos a
propriedade de ortogonalidade, e temos

1 1 -1
Span{s, 2,43} = Spanq (0], ]| 2 |, 1 . (10.28)
1 -1 1

“Colocar em evidéncia” os fatores comuns desta forma e “desconsidera-los” pode facilitar as
contas em alguns casos.
Observamos também que, fazendo a normalizag¢ao dos vetores, podemos obter uma base

ortonormal:
@l =vI+0+1=v2
7] =vV1I+4+1=V6 (10.29)
6] =vVI+1+1=+V3
e assim,
. 1 1/V2] . 1 1/V6 . ~1 ~1/V3
1 1 1
Mo gl = U2 :2/\/66&71:1/\/3

= 0 |, o = — .
lanll V3 |4 1/V2 ldall V6 | 4 YN lasll V3 | 4 V3
(10.30)
forma um conjunto ortonormal que gera o mesmo espaco vetorial que {7y, v, U3}. <

Em seguida, mostramos como funciona o processo de maneira geral (um bom entendimento
do exemplo acima deve deixar claro o porqué deste processo funcionar): sejam k vetores linear-
mente independentes v, 7, - - - , U pertencentes ao espaco n-dimensional R"”. Vamos denotar

W = Span{¥, Vs, -+ , Uk} (10.31)

e construir uma base ortogonal (e em seguida ortonormal) para W. Comecamos com

(10.32)
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(10.33)

e definimos
L T 7 T
U2 = V2 — Projg, V2 = V2 — ——— Uj.
U - Uy

Temos que u; € iy sao ortogonais e que estdo no mesmo plano, de modo que também temos
(10.34)

Span{is, s} = Span{v, U2} = W2 «~ notacao.

Em seguida, definimos
L . L L U3-lUy L, U3-Up
U3 = U3 — Projyy, U3 = U3 — ———- U1 — — 1. (10.35)
Uy - Ul 2 U2
(10.36)

Temos que iy, Uz, U3 ortogonais e
Span{ﬁl, ’(227 ﬁg} = Span{{)'l, 172, 173} = W3 o nota(;éo.

Em seguida
L. L L Tar Uy -ty ,  Ug-ls
Uy = Uy — Projyy, Vs = U4 — o—— U1 — 5——= Uz — =——= U (10.37)
Uy - U Uz - U2 u3 - u3
Temos que uy, Us, i3, iy Ortogonais e
Span{ﬁl, 62, 637 ’lj4} = Span{{)’l, 172, 173, ’l_i4} = W4 e notagéo. (1038)
E assim seguimos fazendo as contas até chegar ao ultimo vetor: sendo
Span{ﬁl, 172, s ,’Jk_l} = Span{ﬁl, 172, cee ,ﬁk—l} = Wk—l Raaad notagéo, (1039)
€SCIrevemos
L : I N A 1 R U, - Ug—1
Up = U — Projyy, _, Uk = Uk — = Uy — o——= Uz — " — Ug—1 (10.40)
Uy - U Uz - U2 Uk—1 - Uk—1
Temos que {1, ds,...,U;} € um conjunto ortogonal e
LU} =W «w que é o espaco inicial, (10.41)

Span{y,ds, ..., U} = Span{vy, v, . .

Esta parte (obter o conjunto ortogonal) é a mais “pesada” do método. Por exemplo, se agora

como queriamos.
quiséssemos uma base ortonormal para W, basta considerar o conjunto
{1? T T } (10.42)
[ | (||| [ |

que continua sendo ortogonal, mas agora formado por vetores unitarios.
Exemplo 97. ' Vamos obter uma base ortonormal para o espaco coluna Col A da matriz

12 -51 4
A=|6 167 —68 (10.43)
-4 24 -4

Lembrando que Col A € o espaco gerado pelas colunas de A (e observando que, neste caso,
dim Col A = 3), vamos aplicar o processo de Gram-Schmidt para os vetores
12 —51 4
th=|6]|,0b=|167| e U3= |—68 (10.44)
—4 24 —41

1A matriz A deste exemplo foi retirada de Wikipedia.org neste link permanente, em 21 de Novembro de 2017.
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O Processo comeca como:

12
’L_l:1 = ’171 = 6 ,
—4
L _51 12 _51 12 —69
By 2 U gy | o ZO12HI002296 e | 296 g
@ - ot 144+36+16 | _, o | 196 |, 2

Em seguida (conferir estas contas com o auxilio de uma calculadora)

e G| | 48—d0s+164 |12 —276— 107441230 | Y
T dwm  dd |y 196 4| AT61+24694+900 | 4
4 12 —69]  [-58/5
19 12250
—41 —4 30 -33

Para obter uma base ortonormal para o espaco coluna, vamos ainda considerar

12'1 172 113

- (10.45)
[l lla ™ [l
Calculamos
1] = V196 = 14
(@] = V?;%(é2255= 175 (10.46)
il = 5= =35
Portanto, uma base ortonormal para Col A é
i 6/7 i —69/175 i —58/175
f=-——=|3/7T|, fla=-——=|158/175| e fiz=-——=| 6/175 |.<  (10.47)
(|1 ] —2/7 (|2 ] 6/35 [l —33/35

10.4 Fatoracao QR e matrizes ortogonais

Como passamos a discutir abaixo, o método de Gram-Schmidt permite fatorar uma matriz A
cujas colunas sao linearmente independentes em um produto

A=QR, (10.48)

onde Q € uma matriz cujas colunas formam um conjunto ortonormal e R € uma matriz tri-
angular superior. Tal fatoracdo € muito importante do ponto de vista computacional, como
veremos em breve, quando usarmos a fatoracdo QR como uma alternativa para resolucao de
sistemas lineareas por minimos quadrados. Também ¢ a base de um eficiente método numé-
rico para encontrar autovalores de uma matriz quadrada.

Matrizes cujas colunas formam um conjunto ortonormal sdo muito uteis e por isso rece-
bem um nome especial: sio chamadas de matrizes ortogonais. Aqui cabe uma observacao
relevante: este € um exemplo de uma situacao onde a terminologia classica esta longe de
ser satisfatéria: matrizes cujas colunas formam um conjunto ortonormal sdao chamadas de
matrizes ortogonais.

Faremos agora uma exposicdo da fatoracido QR usando uma matriz inicial A que tem 3
colunas, observando que a construcao abaixo € facilmente generalizada para uma matriz de
qualquer dimensao (desde que tenha colunas LI).

Dada uma matriz A = [171 Us 173} cujas colunas sao LI e sao denotadas pelos vetores ¥/}, ¥,
e U3, o processo de Gram-Schmidt comeca com a construcao de uma base ortogonal formada
pelos vetores i, s, € i3, para o espaco-coluna da matriz A. Para isso, definimos
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Uy = Uy
ﬁg = 172 — pI‘Ojﬁ1 172 (1049)
3 = U3 — prOJSpan{'El,ﬁz} U3

Desta forma, existem coeficientes b;, ¢; € c2 € R tais que

ﬁl = 171
U = 172 — blﬁl . (1050)

Uz = U3 — 1l — Collp

Estes coeficientes sao justamente aqueles que aparecem nas férmulas (10.33) e (10.35). Ape-
nas denotamos desta forma para nao poluir as equacoes e facilitar o entendimento.

Em um segundo momento, cada um dos trés vetores u;, iz, € U3 pode ser normalizado,
ou seja, podemos dividir cada um deles pelo seu comprimento para obter uma base ortonor-
mal. Assim, i, iy, € 3 formam uma base ortonormal para o espaco coluna de A, e existem
coeficientes a1, 51, B2, 71, 72 € 73 € R tais que2

ﬁl = 011171
Uy = Potia — Brils (10.52)

U3 = 7Y3V3 — 71U — Y2U2

Podemos agora inverter estas equacgodes (que sao do tipo triangular — faca as contas!) para
escrever as colunas da matriz A em funcao dos vetores da base ortonormal {uy,ds, 43} que
acaba de ser obtida:

171 = aflﬂ'l
Uy = By Bri + By M (10.53)
s = 3 'y + 5 y2ila + 5 s

Matricialemente, estas equagoes podem ser escritas como

] art BB wim
U1 Uy Us| = |U1 Ux Us 0 Bt v, (10.54)
. R 0 0 Vst

visto que cada coluna do produto da direita é definido como a combinacao linear das colu-
nas da primeira matriz com pesos dados pela respectiva coluna da segunda matriz.®> Assim,
definindo
] o' BB vm
Q = 7._[1 ﬁg ’L_L'g e R= 0 551 ’}/51’72 s (1055)
. 0 0

obtemos
A=QR, (10.56)

que é o que queriamos obter.

Note também que R € invertivel, ja que sua diagonal principal contém apenas termos nao-
nulos.

A construcdo acima € facilmente generalizada para matrizes quaisquer e nos permite enun-
ciar o seguinte fato (lembre que uma matriz ortogonal € uma matriz cujas colunas formam
um conjunto ortonormal):

2Ppara simplificar a notacao, continuamos escrevendo #; quando, na realidade, deveriamos escrever i; /||i;|. Ob-
serve também que cada um dos coeficientes é obtido simplesmente pela normalizacdo dos vetores. Mais explicita-
mente, temos

1 1 b1 1 c1 co
a1 ==+, B=i=—, /=5, B=i5—, V=715 € Y2= T (10.51)
ll21]] ll2]] ll2]] llas]] || lls]]

3Comparar, por exemplo, com as Subsecdes 4.1.2 e 4.3.2, onde este tipo de interpretacao para o produto de matrizes
foi discutido.
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Teorema 98. Qualquer matriz A cujas colunas sao linearmente independentes pode ser fato-
rada na forma A = QR, onde Q é uma matriz ortogonal e R é uma matriz triangular superior
invertivel. Ainda, o espaco coluna das matrizes A e (Q é o mesmo, ou seja, as colunas de @
Jormam uma base ortonormal para o subespaco gerado pelas colunas de A.

Note que a fatoracdo QR esta para o processo de Gram-Schmidt assim como a fatoracao
LU esta para o método de eliminacdo gaussiana a forma escada

Bem, vimos que a matriz () tem como colunas a base ortonormal gerada pelo processo de
Gram-Schmidt. E como podemos calcular a matriz R no caso geral ?

Usando o seguinte fato surpreendente:

Teorema 99. Uma matriz ortogonal é sempre invertivel e sua inversa é dada pela sua trans-
posta, ou seja Q! = Q.

Demonstracgao. A prova deste teorema € uma simples verificagao:

— @ — AR TR TR T T 100
QTQ=| — ity — | |y @ ils| = |ila-ih ip-ily do-ils| =|0 1 0| =1I  (10.57)
—das— || iy - iy s il s - il 00 1 O

Assim, se A = QR, basta multiplicar ambos os lados desta equacao por Q” pela esquerda
para obtermos:

QTA=QTQR — R=0Q7A. (10.58)

No ultimo exemplo da secao anterior, obtemos através do método de Gram-Schmidt uma
base ortonormal para Col A onde

12 -51 4
A=1]16 167 —68]. (10.59)
-4 24 41

Vamos definir a matriz ) como a matriz formada pelos vetores desta base ortonormal:

6/7 —69/175 —58/175
Q=|3/7 158/175 6/175 (10.60)
—2/7  6/35  —33/35

Vimos que R = Q7 A e portanto

6/7 3/7 —2/77[12 -51 4 14 21 -—14
R=QTA=|—69/175 158/175 6/35 6 167 —68| =|0 175 —70|.  (10.61)
—58/175  6/175 —33/35| |—4 24 —41 0 0 35

Finalmente podemos escrever

12 —51 4 6/7 —69/175 —58/175] [14 21 —14
A=|6 167 —68|=|3/7 158/175 6/175 | |0 175 —70| = QR. < (10.62)
—4 24 41 —-2/7  6/35  —33/35| |0 0 35

10.5 Matrizes Ortogonais preservam comprimento e angulo

Vamos aproveitar para falar um pouco mais sobre matrizes ortogonais. Um exemplo classico
de matriz ortogonal de ordem 2 x 2 é dada pela matriz de rotacao (esta no sentido anti-horario,
ver Exemplo 20)
cosf) —senf

Q= Len@ cos 6 } ’ (10.63)
onde 0 < 6 < 27x. Podemos ver que esta matriz define uma transformacao linear no plano que
rotaciona vetores em um angulo 6 no sentido anti-horario. Assim, tal transformacao preserva
comprimento e angulo entre vetores. Estas propriedades nao sao particulares da matriz de
rotacdo: todas as matrizes ortogonais se comportam da mesma forma. O teorema a seguir
traz estas informacgdes e mais algumas.
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Teorema 100. Seja ) = [61 Uy -+ ﬁn] uma matriz ortogonal de ordem n x n. Entao, para
quaisquer vetores v e W em R" temos

(i) QU- QW =70 -w
(i2) [lQv]l = |||
(i7) o angulo entre QU e Qu é igual ao angulo entre ¥ e W

Demonstracdo. A prova do primeiro item € consequéncia direta da linearidade do produto
interno e da hipétese das colunas formarem uma base ortonormal: se, na base candnica,
temos v = (aq,...,a,) € W = (f1,..., fn), entao

QF - Qi = (Zaim) A DB | =0 i il - (10.64)
i=1 j=1 i=1 j=1

devido a linearidade do produto interno (ou seja, a propriedade distributiva aplicada tanto na
primeira quanto na segunda componente do produto interno). Agora, lembrando que #;-i; = 0
se i # j, a ultima expressao iguala-se a

> i ;- . (10.65)
i=1
Finalmente, lembrando que cada coluna #; de ) tem comprimento unitario, concluimos que

QU Qi =Y a;f; =1 (10.66)

=1

Os proximos dois itens seguem diretamente do primeiro item, visto que

QU] = Q7 - Qi =V 7 = ||7| (10.67)
e o angulo entre Qv e Qw € definido como
Qv - Quw > ( v-w )
arccos | —————— | = arccos [ ——— |, (10.68)
(IIQvlleI [[oll{lw]
que por definicao € o angulo entre v e w. Assim, finalizamos a prova do teorema. O

Outros exemplos de matrizes ortogonais sao obtidos por matrizes de reflexao. Um caso
particular é dado pela reflexao em torno do eixo horizontal:

10
Q- {0 _1} (10.69)

Exercicio 9. Como é a matriz de ordem 2 x 2 que representa uma reflexdo com respeito ao
eixo vertical?

Exercicio 10. Encontrar uma matriz de ordem 2 x 2 que representa uma reflexdo com respeito
a reta que passa pela origem de equacao ax + by = 0.
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Semana 13

11.1 Meétodo dos minimos quadrados

Sistemas lineares aparecem como modelos matematicos de varios fenémenos e em varias si-
tuacdes. Acontece que alguns sistemas simplesmente ndo possuem solugdes e ficamos sem
saber como proceder. O método dos minimos quadrados é uma técnica que nos permite, de
forma aproximada, retirar alguma informacao desses sistemas impossiveis. A terminologia se
deve ao fato de que, como veremos, este método minimiza a soma dos quadrados dos erros
obtidos na aproximacao.

Como sabemos, resolver o sistema linear

Az =b (11.1)

consiste em encontrar um vetor & que satisfaca a esta equacao. Na terminologia que construi-
mos ao longo do curso, € equivalente dizer que b pertence ao espaco coluna da matriz A, isto
é, b € Col A. Desta forma, nao é possivel resolver o sistema quando b ¢ Col A. Representamos
esta situacao na figura abaixo.

P = Projcerab

Col A

O método dos minimos quadrados consiste em olhar para o vetor 7 = projg, 4 b € resolver o

sistema linear associado
AZ =p. (11.2)

Esta solucao de A% = p € chamada de solucao de minimos quadrados. A ideia é (ver figura)
considerar o vetor pertencente a Col A que € o “mais proximo” possivel de b e cujo sistema linear
associado possua solucao. Neste contexto, estamos pensando em mais préoximo no sentido

||b — projeo 4 bl < ||b— &l|, para qualquer & € Col A, (11.3)
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isto €, no sentido de ser a projecao a melhor aproximacao de b no espaco coluna de A. Escre-
vendo os vetores em coordenadas:

by b1

b2 S| P2

b= € prOjCOlA b= . 5 (1 1.4)
bn Pn

podemos definir o valor

16— projce 4 bl = (11.5)

como o erro da aproximacao ou erro quadratico. Logo, como anunciado, a soma dos qua-
drados dos erros obtidos cada componente € o minimo possivel.

Exemplo 101. Considere o sistema linear

LL‘1+LC272£L'3:3 1 1 -2 o 3

Ty —2r3 =2 I O R R 1 O ekl O B

g+ 220 — 0 e AT=| 0], ig ol =0 (11.6)
Z1+ 29 — 225 =0 -1 -1 2 3 0

Este sistema € claramente impossivel, pois a primeira equac¢ao € inconsistente com a ultima.
De forma mais automatica, um passo no escalonamento da matriz aumentada associada re-
velaria a mesma conclusao:

11 —23] 11 -2 3
10 =22 10 —2 2

AT=10 1 2 o/~fo1 2 o (11.7)
1 -1 2 0] (00 0 3

Vamos tentar encontrar, conforme descrito acima, uma solucao de minimos quadrados. Pas-
sos a serem realizados:

e Para calcular a projecao de b sobre Col A, precisamos, em primeiro lugar, obter uma base
ortogonal do espaco Col A4; isto pode ser feito pelo processo de Gram-Schmidt;

e Calcular a projecao p = projo,; 4 b;
e Resolver o sistema linear AZ = p.

Embora seja possivel realizar estes trés passos, temos de convir que seria muito trabalhoso.
Por isto, vamos analisar um pouco mais da teoria para encontrar um método mais eficaz. <

Suponhamos que:

e A € uma matriz m x n,

o ¥ cR",

eheR™ e

e 0 sistema A% = b nao possui solucao.

A solucao de minimos quadrados € a solucao de A7 = p, onde p' = projcg; 4 b. Observamos, por

outro lado, que, sendo p" a projecao sobre o espaco coluna de A, o vetor b— p’ deve ser ortogonal
a todos os elementos de Col A. Em particular, se escrevermos A em termos de suas colunas
| — & —
Yy —
A= |d, dy -+ dnl, que, em particular, implica AT = . (11.8)
|
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devemos ter
@-(b—p)=0, paratodoj <= AT(b-p) =0 <= ATb=ATj=ATAz (11.9)

Esta ultima linha € valida porque o produto escalar d; - (5 — p) € justamente a entrada j do
vetor obtido ao multiplicar A7 (b — 7). Além disso, AZ = .
Concluimos, desta forma, que, se ¥ € uma solucdo de minimos quadrados, ou seja, se

AT = p, entdao necessariamente
AT Az = AT (11.10)

Exercicio 11 (Tedrico). Justifique que o conjunto de solucoes do sistema (11.10) coincide com
o conjunto das solucées de minimos quadrados do sistema A7 = b.

Tudo isto implica que podemos utilizar a equacao (11.10) para encontrar as solucoes de
minimos quadrados de A¥ = b.

Exemplo 102 (De volta ao Exemplo 101). Calculamos

1 1 0 -1 1 (1) _; 3 2 -6
ATA=11 0 1 -1 0 1 o|=12 3 -2 (11.11)
-2 =22 2|| ] T -6 —2 16
€
B 1 1 0 -1 g 5
ATb=11 0 1 -1 ol =13 (11.12)
-2 -2 2 2]|, —-10

Para resolvermos o sistema A7 A7 = ATb, vamos escalonar a matriz aumentada associada:

3 2 -6 5 3 2 -6 5 3 2 —6 5
2 3 -2 3 |~|[05>5 6 —-1{~]0 5 6 -1 (11.13)
-6 -2 16 -—10 0 2 4 0 0O 0 4 1
Logo,
3x1 + 29 — 623 =5
5xg 4+ 63 = —1 . (11.14)
4$3::1
Assim,
1 1 1 3 3

Portanto, uma solucao de minimos quadrados é

X1 3/2
zo| = [—1/2]. (11.16)
I3 1/4

Observe como isto € muito menos trabalhoso do que o método que haviamos esquematizado
no Exemplo 101. <

Exercicio 12. Colocar em pratica o método discutido no Exemplo 101 e comparar o resultado
com o que obtivemos no Exemplo 102.

Observacao 103. Caso a matriz A ja seja uma matriz ortogonal, podemos calcular projecoes
diretamente, pois uma base ortogonal para Col A ja esté disponivel desde o comeco. Neste
caso, ambos os métodos exigiriam um trabalho parecido.

Licenca CC-BY-SA-3.0. Contato: livroscolaborativos@gmail.com


livroscolaborativos@gmail.com

Algebra Linear - Um Livro Colaborativo 96

Nossa aproximacéao linear foi encontrada de modo a minimizar o erro quadratico. Para
encontrar o erro, deveriamos calcular

15— projeg 4 bll- (11.17)

No entanto, note que nao precisamos calcular a projecao. Observando que a solugcao de mi-
nimos quadrados satisfaz A = proj; , b, podemos calcular o erro por

erro = ||5—A3§'||, (11.18)

onde 7 € a solucao de minimos quadrados.
No Exemplo 102 acima, podemos calcular o erro desta forma. De fato,

e [ [
AF = _1/2| = b AR = (11.19)
0 1 2 1/4 0 0
1 -1 2 ~1/2 1/2
= 25 1 v30

11.2 Regressao Linear Simples

Vamos apresentar uma aplicacao de algumas das técnicas do método de minimos quadrados
a Estatistica ou Econometria. Uma regressao linear simples é uma equacao, tipicamente da
forma

y=a+ bx, (11.21)

para estimar os valores (z, y) apenas conhecendo alguns valores especificos (z1,v1), (z2,¥2),- - -,
(zk,yx). A ideia é tentar capturar como que mudancas na variavel independente = afetam a
variavel dependente y (neste caso, supondo que esta dependéncia ¢é linear).

Exemplo 104. ! Com o intuito de analisar se é razoavel supor que ha um relacio linear entre
a idade de um motorista e quao longe ele consegue ver, uma empresa (Last Resource, Inc.,
Bellefonte, PA) coletou dados de 30 motoristas. Para simplificar as nossas contas, vamos listar
abaixo apenas alguns destes dados.

Idade | Distancia (em m)
20 590
32 410
41 460
49 380
66 350

Podemos pensar em y como a distancia e em =z como a idade. Gostariamos de achar uma
relacao linear da forma
y=a+ bx. (11.22)

Desta forma, os dados obtidos implicam que

b+ 20a = 590 1 20 590
b+ 32a = 410 1 32 410
b+4la =460 e |1 41 m — | 460 (11.23)
b+ 49a = 380 1 49 380
b+ 66a = 350 1 66 350

Ora, dificilmente um sistema linear com duas incognitas e cinco equacoes tera solucao (sé6
tera solucgao se todos os pontos do conjunto de dados estiverem perfeitamente alinhados em
uma reta!). Consequentemente, vamos procurar por uma solucao de minimos quadrados. Isto
é regressao linear simpes.

!Exemplo adaptado de https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/257
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Denotando
1 20 590
1 32 L |410
A= |1 41| e b= |460 (11.24)
1 49 380
1 66 350
precisamos calcular
1 20
1 32
s, 11 1 1 1 [5 208
4 A_{QO 32 41 49 66 i i; T {208 9832 (11.25)
1 66
e
590
410
e 11 1 1 1 2190
A b_{QO 32 41 49 66] 460 _[85500} (11.26)
380
350
Em seguida, a matriz associada aumentada pode ser reduzida por escalonamento:
T | 5 208 2190 1 0 468510/737 a ~ 635.7
[4 A|b]_{208 9832 85500 0 1 —7005/1474 b~ —4.75 (11.27)

Os numeros sao feios, mas as contas feitas foram as que sempre fizemos ao escalonar uma
matriz até sua forma escalonada reduzida.

A conclusao € que a reta de minimos quadrados que melhor aproxima os nossos dados € a
reta

y=a+bxr =635.7—4.75z. (11.28)

O erro de minimos quadrados nesta aproximacao (ou norma do residuo) pode ser calculado
como

1 20 730.7
] 787.7 ) .

Az = |1 41 [47'5]: 830.45| ~ projo, 4 b => erro = ||b— AZ| ~ 947.3 (11.29)
1 49| L™ 868.45
1 66 949.2

Na figura, mostramos um esboco da reta que melhor aproxima os dados deste exemplo. <

De uma maneira geral, para encontrar uma reta de melhor ajuste a uma quantidade de
pontos (dados coletados de algum problema)

(x1,91), (2,92), -+ (Th, Yk), (11.30)

devemos procurar pela solucao (a,b) de minimos quadrados do sistema linear

a+bry =y 1 = Y1
a+bre=1ys 1 x| g Ya

. oy . . bl =] (11.31)
a+bxrr = yr 1z Yk

Vejamos um outro exemplo:

Exemplo 105. Encontrar a reta que melhor se ajusta aos pontos do plano

(1,2), (2,3), (2,4), (3,2), (4,3), (4,4), (5,3), (5,5), (6,4). (11.32)
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distancia

700

100

-5 0 5 10 15 20 25 3o 35 40 45 50 55 60 65 70 75 a0 a5

idade

Como vimos acima, podemos considerar

(1 1] [2]
1 2 3
1 2 4
1 3 |2
A= 1|1 4| e b= |3 (11.33)
1 4 4
15 3
15 5
|1 6] 14]
Assim,
T, |9 32 r |30
A A= [32 136} e A b= {114} . (11.34)
A solucido de minimos quadrados, que é a solucdo de AT Az = ATb, é dada por
b=54/25 =2.16,a = 33/100 = 0.33. (11.35)

A reta procurada € portanto y = 0.33z + 2.16.
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11.3 Regressao nao linear

Podemos também procurar (em contraste com a subsecdo anterior) por fun¢des nao lineares
que se ajustem a um conjunto de pontos. Por exemplo, dado um certo conjunto de pontos

(3517y1)7 (x27y2)a ---a(xk7yk>)7 (1136)
vamos procurar por uma parabola
y:a+bm+cx2 (11.37)
que melhor se ajuste a este conjunto de pontos, no sentido de que a soma dos quadrados dos
erros seja a menor possivel. Isto corrensponde a procurar pela solucao (a,b,c) de minimos
quadrados do seguinte sistema linear

a+ bxry + cx? =1 1 = :U% Y1
a+ bxoy + cac% =1y 1 29 a:% a Y2

. s L. bl =1.1. (11.38)
a—+ bxy + cx% =y 1 ap xi Yk

Vejamos como ficaria a parabola que se ajusta aos dados do Exemplo 104:
Exemplo 106. Nossos pontos no Exemplo 104 sao
(20,590), (32,410), (41,460), (49,380), (66,350). (11.39)

Para encontrar a parabola de melhor ajuste como acima, devemos procurar pela solucao de
minimos quadrados do sistema

1 20 400 590
1 32 1024 a 410 .
1 41 1681 [b]| = |460| e~ AT =0 (11.40)
1 49 2401 c 380
1 66 4356 350
Calculamos (com o auxilio de uma calculadora)
1 20 400
1 1 1 1 1 1 32 1024 5 208 9862
ATA =120 32 41 49 66 1 41 1681| = | 208 9862 514834 |, (11.41)
400 1024 1681 2401 4356 1 49 2401 9862 514834 28773874
1 66 4356
590
1 1 1 1 1 410 2190
ATA=120 32 41 49 66 460| = | 85500 (11.42)
400 1024 1681 2401 4356 [380 3866080
350
e resolvemos (escalonando, por exemplo, com o auxilio de um computador)
5 208 9862 2190 1 0 0 28482529840/35036713
208 9862 514834 85500 [ ~ |0 1 0 —1505841055/105110139] . (11.43)
9862 514834 28773874 3866080 0 0 1 11779375/105110139
Logo, aproximando estas fracoes, obtemos
a~ 812.934
b~ —14.326 (11.44)
c~0.112
e a parabola desejada €, aproximadamente
y = 812.934 — 14.326x + 0.1122%. (11.45)

Observamos que, apesar de o erro quadratico ser provavelmente menor neste exemplo, esta
parabola se torna crescente a partir de um certo momento, fazendo com que o modelo nao
seja tao razoavel para idades maiores. Por exemplo, € pouco provavel que (na média), pessoas
com 95 anos vejam a uma distancia maior do que pessoas de 65 anos, como sugere a parabola
acima.
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11.4 Regressao linear multipla

Uma regressao linear miiltipla é o problema analogo a regressio linear simples no caso
em que a variavel dependente pode depender de mais fatores independentes. Tipicamente,

queremos encontrar uma equacao afim que melhor se ajusta a alguns dados conhecidos.
No caso especial em que y depende de apenas outros dois fatores, escreveremos
z=a+br + cy, (11.46)

que, geometricamente, representa um plano no espaco tridimensional R®. Seja agora uma
conjunto de dados:

(x17y1521)7 (xlayhzl)a'--7(xk7yk7zkr)~ (1147)
Queremos encontrar coeficientes (a, b, ¢) que satisfacam:
a+bri+cyr =2 1 =1 w1 21
a+bry + cy2 = 2o Iz yaf |@ 22
. o . b| = | . (11.48)
: : : c
a+ bz + cyr = 2k 1z y 2k

Quanto maior o numero de dados, mais provavel de o sistema ser impossivel (podemos fazer a
analogia geométrica de que por trés pontos nao colineares no espago passa um unico plano;
se aumentarmos o numero de pontos, mais dificil que haja um plano contendo todos eles).
Por isto, procuramos por uma solucao de minimos quadrados.

Exemplo 107. Uma pesquisa com 214 mulheres em uma universidade americana® coletou
informacgoes sobre a altura das participantes, assim como a altura de seus pais. Abaixo, lista-
mos apenas alguns destes dados, para que nossas contas nao fiquem tao extensas. Fizemos
também uma mudanca de unidades nas alturas (de polegadas) para centimetros,

Altura | Altura Mae | Altura Pai
152 155 165
162 155 160
165 170 173
170 163 183
173 168 183
183 165 183

2Referéncia: https://onlinecourses.science.psu.edu/stat501/node/292
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Queremos encontrar uma solucao de minimos quadrados para o sistema linear

[1 155 165] [152]
1 155 160 . 162
1 170 173 165 Lz
163 183 g =170 o AT = b. (11.49)
1 168 183 173
|1 165 183 183
Calculamos
1 155 165
11 1 111 i 1?8 igg 6 976 1047
ATA = |155 155 170 163 168 165 1 163 1s3| = 976 158968 170553 (11.50)
165 160 173 183 183 183 1047 170553 183221
1 168 183
1 165 183
c
152
B 1 1 1 1 1 1 ig; 1005
ATp= |155 155 170 163 168 165 170l = 163689 | . (11.51)
165 160 173 183 183 183 173 175803
183

Por escalonamento,

6 976 1047 1005 1 0 0 2154573/145769 a ~14.781
976 158968 170553 163689| ~ |0 1 0 14475/145769 | — b~ 0.099 (11.52)
1047 170553 183221 175803 0 0 1 114081/145769 c>~0.783

A equacao de melhor ajuste procurada €, portanto, aproximadamente,
z > 14.781 4 0.099z + 0.783y. (11.53)

Tente calcular sua altura z a partir da altura de sua mae = e de seu pai y. O teste deve
funcionar melhor para mulheres! Além disso, a aproximacao linear deve ser melhor utilizando
mais dados nos calculos.
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11.5 Fatoracao @R e Minimos Quadrados

Vimos que o processo de Gram-Schmidt nos permite escrever uma matriz A cujas linhas sao
linearmente independentes na forma A = QR, onde () € uma matriz ortogonal, R é triangular
superior invertivel, e as colunas de Q formam uma base ortonormal para o espaco-coluna de
A. Chamamos esta fatoracao de A de fatoragdo QR.

A fatoracao QR tem uma importante aplicacido na solucdo de problemas em minimos qua-
drados. Ocorre que, em muitos problemas, a matriz A” A é uma matriz mal-condicionada,
ou seja, uma matriz que € muito sensivel aos erros de aproximacao cometidos em calculos
numéricos usualmente executados no tratamento de problemas aplicados. Os exemplos que
virao a seguir nos mostram situacoes em que ha uma grande variacao de magnitude entre as
entradas da matriz A7 A, e isto costuma ser fonte de instabilidade numeérica.

Para isso, a fatoragdo QR oferece uma solucao alternativa em minimos quadrados para um
sistema linear A7 = b: se A = @R, entao

AT = RTQT que implicaem ATA=RTQTQR = RTR, (11.54)
onde usamos o fato de que Q! = Q7. Assim as equacdes normais AT A7 = ATb se reduzem a
RTR# = RTQ"b. (11.55)

Ainda, como R é invertivel podemos eliminar (cancelar) R? na equacédo acima, obtendo o se-
guinte:

Teorema 108. Se A = QR com ) ortogonal e R triangular superior invertivel, entao a soluc¢ao
em minimos quadrados do sistema Ax = b é unica e dada pela solu¢ao do sistema

R = QTb. (11.56)

Note que o fato de R ser triangular superior torna a resolucao do sistema acima pouco
custosa do ponto de vista computacional. Alternativamente, temos uma expressao explicita
para solucdao em minimos quadrados:

=R 'Q"b. (11.57)
E importante notar que existem algoritmos para fatoracao QR que sao numéricamente es-

taveis, ou seja pouco suscetiveis a erros de aproximacao ou arredondamento. Tais algorimos
sao diferentes do processo de Gram Schmidt usual.
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Semanas 14 e 15

12.1 Matrizes simétricas

Uma matriz simétrica é uma matriz que é igual a sua transposta. Para que esta definicao

faca sentido, apenas podemos considerar matrizes que sao quadradas. De forma mais precisa,

se A = [a;;] € uma matriz de orden n x n, nos dizemos que A é simétrica quando A4 = A”.
Formas equivalentes de dizer que A é simétrica incluem:

(1) A= AT;

(2) para todos os indices i,j € {1,2,...,n}, temos que a;; = a;;;
(3) as colunas de A sdo iguais as linhas de A”;

(

4) as linhas de A sdo iguais as colunas de A”.

Exemplo 109. As matrizes

1 -3 0
[_13 _23} {_13 _13} 3 -1 4| (12.1)
0 4 6
sao simétricas, enquanto as matrizes
1 -3 0
B _13} {_13 g} 4 -1 -3|x (12.2)
0 4 1

nao sao. Deve-se tomar o cuidado de verificar a simetria com relagdo a diagonal principal.
Qualquer outro tipo de simetria nao deve interferir na nossa analise. <

Um dos resultados mais importantes de Algebra Linear é o Teorema Espectral, que diz que
toda matriz simétrica € diagonalizavel por uma base de autovetores que € ortonormal. De
forma mais precisa:

Teorema Espectral. Suponhamos que A é uma matriz simétrica com coeficientes reais. Entao:
(i) todos os autovalores de A sdo reais;
(ii) autovetores associados a autovalores distintos sdo ortogonais.

(#i1) a dimenséao do autoespago associado a um autovalor é igual a multiplicidade deste auto-
valor como raiz do polinémio caracteristico;

(iv) existe uma base ortonormal de R" formada por autovetores de A;

(v) A é diagonalizavel por uma matriz de mudanca de coordenadas ortonormal P: a matriz P
cujas colunas sao os autovetores (ortonormais) de A é tal que

PTAP =P 'AP = D. (12.3)

103
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No6s vamos apresentar uma prova deste resultado no final destas notas. Antes de mais
nada, faremos alguns exemplos e aplicacdes que justificam a importancia do Teorema Espec-
tral. No entanto, é fortemente aconselhado que o leitor acompanhe os elementos da demons-
tracao, para efetivamente entender as propriedades essenciais das matrizes simétricas.

Exemplo 110. Considere
A [ 1 —5] . (12.4)

O polinémio caracteristico é

=(1-N?—-25=)\"-2\—24 (12.5)

-\ -4
det{ 4 5/\]

cujas raizes sao 6 e —4. Os autovetores sao calculados como

5 =5 [1 -1 V1 = vy L 1]
A+dal= =5 5| ~ 10 0] = { uma variavel livre = 1= {1_ ’ (12.6)
Associado com 6:
[-5 =51 [t 1 vy = —vy o 17
A=6l= =5 —5] ~ 10 0} = { uma variavel livre U2~ "2 [1_ ’ (12.7)

Uma base de autovetores é

ML)

Observe que sao de fato reais os autovalores e que os autovetores associados sdo ortogonais
(faca a conta!). Se quisermos uma base ortonormal para R? formada por autovetores, norma-

lizamos os que ja obtivemos:
- 1/v2] [1/vV2
R* = Span{ [1/\/5} , [_1/\/5} } (12.9)

Lembrando do nosso processo de diagonalizacao, sabemos que

P {1/\/5 1/V2 } . plap— [1/\/5 1/V2 ] [ 1 —5} {1/\/5 1/V2 } B [—4 0]
T2 —1/V2 I EVAVE RS VAVSY B Rt T U N D WAVO RS WAV B VR
(12.10)
A matriz P que montamos acima é uma matriz ortogonal (de modo que P~! = PT), pois sabe-
mos que autovetores associados com autovalores distintos sdo ortogonais e fizemos a norma-
lizacao dos autovetores (lembra que uma matriz ortogonal deve ter colunas ortonormais). <

Exemplo 111. Vamos aplicar o procedimento de diagonalizacao para encontrar uma base
ortonormal de autovetores de uma matriz de ordem 3 x 3. Considere a matriz simétrica

3 -2 4
A=1|-2 6 2]. (12.11)
4 2 3

O polindémio caracteristico de A é

p(A) =det(A—Al)=det | =2 6-—X 2
4 2 3—A

=B=AN)[6-XN(B=X) —4] +2[-6+2\ — 8] + 4[4 — 24 +4)]
=(3=X)[A* —9A+14] — 28 + 4 — 112 + 16\

=3A% —27A +42 — [A® — 9\ 4 14A] + 20X — 140

= A3+ 12)\% — 21\ — 98,

Como sabemos, se os coeficientes da matriz simétrica acima fossem escolhidos de maneira
aleatoria, dificilmente conseguiriamos encontrar as raizes deste polindmio com precisao. De
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qualquer forma, quaisquer raizes racionais (este exemplo foi construido artificialmente) deste
polinémio s6 podem ser divisores de 98 dividido pelos divisores de —1, isto é: +1,4+2,+7, +14, +21.
Testando os primeiros, vemos que —2 € uma raiz. Pela divisdo de polinémios, fatoramos

p(A) = —(A+2)(A2 — 14X +49) = — (A +2)(A = 7)% (12.12)
Logo, os autovalores de A sao —2 (simples) e 7 (duplo).

e Autoespaco associado com o autovalor —2:

5 -2 4 -1 4 1 -1 4 1 -1 2 0 v = 2vs
A+2I = -2 8 2|~ |5 =2 4|~ |0 18 9~ |0 2 1| e~ vz = —209
4 2 5 4 2 5 0 18 9 0 0 0 1 variavel livre
(12.13)
Assim, um autovetor associado € (vy = 1)
2
= |11. (12.14)
-2
e Autoespaco associado com o autovalor 7:
-4 -2 4 -2 -1 2 -2 -1 2 — o 42
A=Tl=|=2 -1 29 ~12 1 =2/ ~10 0 0 { SQV;rié\igis ligies
4 2 —4 0 0 0 0 0 O
(12.15)
Assim, qualquer autovetor pode ser escrito parametricamente como
U1 1 0
T=|—-2v1 +2v3| =v1 |—2| +vg [2]. (12.16)
(%] 0 1

Ja era de se esperar que encontrariamos duas variaveis livres, porque sabemos (item
(#41) do Teorema Espectral) que deve ser dois a dimensao do autoespaco associado com
um autovalor de multiplicidade dois.! Concluimos que uma base para o autoespaco
Nul(A —71) é

0
G= |—2| 0= |2] }. (12.17)
1

Observamos que, em concordancia com o item (i¢) do Teorema Espectral, autovetores as-
sociados a autovalores distintos sao ortogonais: temos que ¥, € ortogonal a cada um dos
vetores 5 e U3 (faga as contas!). No entanto, estes trés vetores nao sao ortogonais, pois os dois
autovetores que estdao associados com o mesmo autovalor satisfazem o, - 93 = —4 # 0.

O fato de que os trés autovetores que encontramos nao sao ortogonais nao contradiz o
Teorema Espectral. Pelo que vimos, o autoespaco associado com o autovalor 7 tem dimensao
dois. Encontramos uma base da maneira usual, mas ocorre que esta base nao € ortogonal.
Para obter uma base ortogonal, aplicamos o procedimento de Gram-Schmidt:

1
Ty = Ty = | —2 (12.18)
0
U3 - U 0 —4 1 4/5 dem nsiderar x5 4
{iy = U3 — projg, U3 = U3 — 1;;_ *Z iy = |2| -+ |-2| = |2/5 podemos considera 2| (12.19)
1 0 1 5
Agora
P 1 4
1], [=2], [2| . (12.20)
) 0 5

!Enfatizamos que isto nao ¢é verdade para qualquer matriz, apenas para as simétricas!
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é uma base ortogonal de R® formada por autovalores da matriz A. Para obter uma base
ortonormal, basta normalizar cada um dos vetores da base:

2/3 1/V5 4/(3v5)
1/3 |, |=2/v5|. |2/(3V5)| ¢ . (12.21)
—2/3 0 5/(3v5)

Pelo método de diagonalizacao de matrizes, concluimos que A pode ser diagonalizada pela
matriz
2/3  1/V5  4/(3V5)
P=11/3 —=2/V5 2/(3V5)|, (12.22)
—-2/3 0 5/(3V/5)

que, neste caso (em que A € matriz simétrica), pode ser obtida ortogonal. Sendo P ortogonal,
tem-se P~! = PT e portanto PTAP = D, isto é,

2/3  1/V5 4/(3V5) [5 -2 4] [2/3 1/V5 4/(3V5) -2
/3 =2/v5 2/8VE)| -2 8 2| | 1/3 —2/V5 2/(3V5)| =
2 5

0 . (12.23)
—-2/3 0 5/(3V5)] | 4 -2/3 0 5/(3V5) 0

O N O
~N O O

Enfatizamos ainda mais uma vez a aplicacao do Teorema Espectral: ele afirma que, no
caso de uma matriz simétrica A, o procedimento que aplicamos nos exemplos acima sempre
vai funcionar! Teremos todos os autovalores reais. Sendo um autovalor A de multiplicidade
m, seremos capazes de encontrar m autovetores linearmente independentes, que geram o
autoespaco Nul(A — A\I). Estes podem ser ortonormalizados pelo processo de Gram-Schmidt.
Além disso, associados a autovalores distintos, temos autovetores ortogonais, de modo que
seremos capazes de obter uma base ortonormal de autovetores de A.

12.1.1 Formas quadraticas

Nesta secao, apresentamos uma aplicacdo matematica de matrizes simétricas. Uma forma
quadratica em R" é uma funcao polinomial em que todos os termos sio de grau 2.

Exemplo 112. A funcao Q : R? — R, definida por
Q(x1,m2) = 327 + w122 (12.24)

¢ uma forma quadratica em R?, ja que cada um dos termos tem grau 2.
Mais geralmente, qualquer forma quadratica em R? pode ser escrita como

Q(x1,x2) = az% + 2bz1xo + cz%, (12.25)

onde a, b, c € R, ja que os trés termos acima sao todos os possiveis monoémios de grau dois em
duas variaveis z; € z3. O coeficiente 2 que aparece no segundo termo é motivado pela formula
mais geral (12.28) abaixo (observe que cada termo z;2; aparece duas vezes na soma).

Exemplo 113. A funcao Q : R® — R, definida por
Q(z1,x2,23) = x% — x% + 3x120 — 82123 (12.26)
¢ uma forma quadratica em R®. Qualquer forma quadratica em R® pode ser escrita como
Q(z1,x2) = ax? + bx3 + cx§ + 2dx129 + 2ex123 + 2f 1023, (12.27)
onde a,b,c,d,e, f € R.

De forma geral, uma forma quadratica @ : R” — R pode ser escrita como

n

Q(l‘l,ﬂfg,...,xn) = ZZaija:ixj, (1228)

i=1 j=1
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onde cada um dos coeficientes a;; sao nimeros reais. Podemos também supor que a matriz
A = (a;;) é simétrica.”

Notamos o seguinte: se A é uma matriz de ordem m x n e ¥ € R” € um vetor com n com-
ponentes, entao o vetor A%, que é o produto de A por Z, tem na sua i-ésima componente o
produto escalar entre a linha i de A e o vetor z:

(AZ), = componente i de AZ = Z @i T;. (12.29)
j=1
Dessa forma, temos
Q(Il, Loy .. ,In) = Z Z AjjTiTj = Z (AAf)z T; = (Af) - 2. (1230)
i=1 j=1 i=1

E ai esta a relacdo entre as formas quadraticas e matrizes simétricas. Acabamos de verificar
que:

Qualquer forma quadratica em R" pode ser escrita na forma
Q(x1,xa,...,x,) = AT - T, (12.31)
onde A € uma matriz simétrica de ordem n x n.

Uma outra forma de escrever a mesma coisa (verifique a tltima igualdade como exercicio) é
Q(z1,22,...,1,) = AT - T = ZT AZ. (12.32)

Exemplo 114. Voltamos a analisar os Exemplos 112 e 113 acima. Uma forma quadratica em
R? pode ser escrita na forma

Q(z1,32) = axi + 2bw1ws + cal = [x1 2] [Z 107] [ij (12.33)
Assim,
3 1/2
Q(z1,12) = 327 + w122 = [11 73] [1/2 (/) ] [2] . (12.34)

Observe como o coeficiente do termo misto ;x5 aparece (dividido por 2) nas posicoes a2 € as;
da matriz A. Os coeficientes de z? e de 22 aparecem na diagonal principal. Antes de prosseguir,
faremos uma conta para verificar que de fato tudo esta de acordo:

[fEl .’EQ} |:1§2 1/2:| l:x1:| = [xl IL'Q} |:3$1x<1’/$22/2:| = 33}‘% + 1112 + 551332. (1235)

0 | |22 2 2
No caso 3 x 3, aplicamos a mesma ideia

0 3/2 —4 T
Q(z1, w0, x3) = 23 — x§ + 3z129 — 8T1T3 = [ml To (L’g] 3/2 1 0 To (12.36)
—4 0 -1 T3

Assim como anteriormente, observe que

e os coeficientes de 27, de 3 e de 3 aparecem na diagonal principal;

n n
2Caso Q(x1,%2,...,xn) = Zzbi‘jxim]‘ com uma matriz B = (b;;) nao simétrica, podemos escrever
i=1j=1
Q(x1,x2,...,2n) = Zb“zf + Z(bif + bji)z;xz;. Definindo a;; = 22— temos também Q(z1,x2,...,Tn) =
i=1

i<j
n
E aiixf + 2 E a;;xix;. Esta forma é mais semelhante com as dos exemplos acima. Note como aparece o coefi-
i=1 1<J
n n
ciente 2 nos termos com ¢ # j. Finalmente, observamos que A = (a;;) ¢ uma matriz simétrica e que g E bijaxix; =

i=1j=1
n n n
2
E aj;x; + 2 E Qi TiT; = E E Qi TiTj.
=1

i<j i=1j=1
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e 0 coeficiente do termo misto z;xs aparece (dividido por 2) nas posi¢oes a2 € az; de A;
e 0 coeficiente do termo misto z;x3 aparece (dividido por 2) nas posi¢oes a3 € az; de A;
e 0 coeficiente do termo misto z,x3 aparece (dividido por 2) nas posicoes aq3 € aszy de A.

Faca as contas para verificar a igualdade acima! <

12.1.2 Diagonalizacao de formas quadraticas

Embora nao tenhamos dito explicitamente, estavamos trabalhando na base canénica de R".
Da forma usual, é possivel fazer mudanga de coordenadas. Do ponto de vista da matriz A,
que € simétrica e portanto diagonalizavel, a base (ortonormal) de autovetores associados € a
mais natural de todas. Suponhamos que

Q) = 2T Az (12.37)

e que B = {4, 0s,...,0,} € base ortonormal de R"” formada por autovetores de A. Desta forma,
| |

P=|t, ¥ --- ©,| satisfaz P"'AP =D, (12.38)

onde D € a matriz diagonal, com os respectivos autovalores na diagonal principal. Além disso,
P é ortogonal: PT = P~'. O vetor Z pode ser representado na base B por:

T =101 + yoUs + - - + yn¥, = Py, onde denotamos ¢= | . | = [m]B. (12.39)
y'n/

Agora, vamos escrever a forma quadratica na base B, isto €, em termos do vetor ¥ (lembre que

Z=Pj = z' =4’ P):

7T Az = (5F PTYA(PY) = " (PT AP)y = ¢ Dy (12.40)

Isto significa que, ao mudar da base candnica (componentes z;) para a base 5 (componentes
¥:), temos

Z AT T5 = fTAf: ZjTD:lj: Z)\zy?7 (12'41)
i,j=1 i=1

onde os numeros A; € R sao os autovalores da matriz A (sao reais porque a matriz é simétrica).
Em outras palavras, a base (ortonormal) de autovetores de A deixou transformou a nossa
forma quadratica original em uma que nao possui mais termos mistos, muito mais simples
de trabalhar.

Exemplo 115. Considere a forma quadratica

Q(x1,0) = 622 — 2r129 + 422« Q(F) = ZTAZ, onde A= [62 32} . (12.42)

Vamos fazer uma mudanca de coordenadas que transforma a forma quadratica ¢ em uma
forma sem termos mistos. Os autovalores de A sao as raizes de

pA) =det(A—X)=(6—-A)(3—N) —4 =X -9\ + 14. (12.43)

Assim,

_9+£+B1-56 9+5
o 2 )

Ja sabemos que, ao obter uma base ortonormal de autovetores e escrevermos Z nesta base, a
saber ¥ = Py, teremos

Q(Z) = Q(Py) = 2y} + Tys. (12.45)

Vamos verificar neste exemplo que isto de fato acontece.
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e Autovetor unitario associado ao autovalor \; = 2:

4 =21 2 41 B 11 . [1/Vv5
e i R PR 7 ST
e Autovetor unitario associado ao autovalor Ay = 7:
-1 -2 -1 -2 B -2] . [-2/V5
ama= [ e [ n =[] w2an

Portanto, encontramos uma base ortonormal (de modo que P abaixo € matriz ortogonal e
satisfaz P = P”) e podemos escrever

S —2/\/5} T [2 o}
P_[Q/\/t:) 1/\/5 :PAP_D_0 7 (12.48)
Assim,
Q(z1,22) = Q(F) = Q(Py)) = " AT = if" Aj = 297 + Ty3. < (12.49)

12.1.3 Aplicacao a classificacao de conicas

Nesta subsecdo, nos restringimos a formas quadraticas em R?. Uma curva de nivel de uma
forma quadratica, também conhecida como uma coénica, é um conjunto definido implicita-
mente pela equacao

Q(z1,m0) =k axf + bx1x0 + cz% =k, (12.50)

onde k£ € uma constante. Em outras palavras, uma curva de nivel € o conjunto de todos os
pontos (z1,x2) que satisfazem Q(x1,z2) = k.
Ja conhecemos alguns exemplos:

e 22 + 12 = r? representa um circulo de raio ;

° - + i 1 representa uma elipse;
2 2
X X . -
e “1 "2 _ 1 representa uma hipérbole.
a? b

Graficamente, vemos alguns exemplos na figura abaixo.

L
|

Vamos ver como que a diagonalizacdo de formas simétricas se aplica para conseguirmos iden-
tificar cénicas de formas quadraticas que possuem termos mistos.

a -a (0,0) a

Exemplo 116. Vamos identificar a cénica cuja equacao é
3122 — 10V/3z 129 + 2123 = 144. (12.51)

Podemos escrever

(12.52)

#T A7 — 144, onde A:[ 31 _5\/5].

—5v3 21
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Autovalores de A:

p(A)=B1-XN)2L-N)—-75=0 = X\ =52\ +576 =0 (12.53)
52 £+4/2704 — 2304 52+ 20
= A= 5 R =26+10 = A1 =16, A\ = 36. (12.54)

Autovetores associados:

e ao autovalor \; = 16:

15 _5\/§ 3 —v3 podemos escolher  _, 1 / 2
~Y — % — ) )
|:_5\/§ 5 :| |:O ﬂ = S \/gvz € ja normalizando U1 |:\/§/2 (12.55)

e a0 autovalor \y = 36:

[ -5 —5\/3} N [(1) Jﬂ sy = /3y, Podemosescolher [\/5/2]. (12.56)

—5\6 —15 € ja normalizando 1 / 2
Temos
s~ [16 0
PPAP =D = [O 26} (12.57)

Assim, na base de R? determinada por {7, 7>}, podemos escrever a equacdo da equacgao conica
como

ST 4= T 1 — 16 0 U1
AT =y Dy = [yl yg] {0 2| [y, = 144. (12.58)
Isto pode ser reescrito como
2 2 2 2
16y? + 36y2 = 144 Yy N e B0 12.59
Ov1 + 36y 7 (144/16) T (144/36) 32 o ( )

Esta equacao € pode ser agora identificada como uma elipse nos “novos eixos” ¥, € vs.

Observamos que quando a coordenada y; = 0 devemos ter que 32 = 22, de modo que deve ser
T = y1U1 + yoUh = £275, como na figura. Este € o analogo da analise que normalmente fazemos,
s6 que agora na base ortonormal {7}, 75}

Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

12.2 Problemas de otimizacao restritos a esfera

Nesta secao, estudamos alguns problemas de otimizacao bem especificos. Mais precisamente,
podemos encontrar valores de maximo e minimo de formas quadraticas

Q) = 2T Az (12.60)

sujeitos a restricao
i+ a3+ a2l =1, (12.61)
que caracteriza os pontos (z1,zs,...,x,) € R" que tem comprimento unitario, isto é, a esfera de

raio 1 e centro na origem em R"”. Em outras palavras, nosso problema de otimizacao restrito
consiste em achar, na esfera unitaria, os vetores em que a forma quadratica ) assume seu
maior valor e seu menor valor.

Mais resumidamente, queremos:

maximizar/minimizar Q(Z) sujeito a restricao ||Z|| = 1. (12.62)

Ideia por tras do método. Sendo A uma matriz simétrica, todos os seus autovalores sao
reais. Vamos ordena-los em forma crescente

M <A <<\, (12.63)

Podemos também encontrar uma base ortonormal de autovetores e, com eles, formar uma
matriz ortogonal que diagonaliza A:

AN 0 - 0

. | 0 X -+ O
P=\t, @ - ¥, = P 'AP=D= . (12.64)

o | P

0 0 - A

Nota que P, sendo ortogonal, preserva comprimentos (ver Observacao 119 na secao seguinte).
Assim, escrevendo ¥ = Py, temos que ||Z]| = 1 se, e somente se, ||5]| = 1. Além disso, esta matriz
P é a matriz ortogonal que diagonaliza A, de modo que, pelo que vimos na secao anterior,

#r AZ = 4T Dy. (12.65)

Mas a forma quadratica 7 Dy é mais facil de maximizar: sendo ), a maior das entradas da
diagonal principal de D, temos (ja que cada A\; < A, e [|§]] = 1)

F'DT = My? + Aoy + -+ M2 < Aa(yi+ys + -+ 42) = M (12.66)

Logo, )\, é uma cota superior para j’ Dj. Além disso, ja que D é uma matriz diagonal, esta
cota superior € atingida pelo vetor i = €,, o tltimo vetor da base candnica de R". Traduzindo
estas informacées para a variavel 7, temos que ), é o valor maximo de i’ AZ (pois € igual a
§' Dij) na esfera unitaria. Além disso, este valor maximo é atingido quando # = P¢, = #,, um
autovetor unitario associado com o maior autovalor \,,.

Exercicio 13. Fazer toda a analise acima para o problema de minimizacdo. Dica: olhar para
o menor autovalor.

Exemplo 117. Vamos maximizar a forma quadratica
Q(l’l,l'g, $3) = 7x% + LE% + 7£C§ — 81’1.’£2 — 4£C1(E3 — 8152!1,'3, (1267)

sujeito a restricao z7 + x3 + 23 = 1.
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Note que podemos escrever

T 7 —4 -2
= o = Q@) =aT|-4 1 —4|Z (12.68)
T3 -2 -4 7

Precisamos determinar o maior autovalor e um autovetor unitario associado. O polinémio
caracteristico de A é dado por

T—-A -4 -2
det | =4 1—X —4 | =-X\>+15\% — 27\ — 243, (12.69)
-2 -4 T7T-A
cujas raizes sdo \; = —3 e A\, = 9. Portanto, o valor maximo que a forma quadratica @) assume

na esfera unitaria é 9.
Além disso, sabemos que qualquer um autovetor unitario associado com o autovalor Ay =9
assume este valor maximo. Resolvemos

-2 -4 -2 1 21 —20y — 3 -2 —1
A—9I=|—-4 -8 4|~ |0 0 0] = T= Vo =wvy | 1| 4+v3|0]. (12.70)
-2 -4 =2 0 0 O V3 0 1
Um autovetor (unitario!) possivel é
L [ ~-1/V2
~lol = 0 . (12.71)
V2| 1/V2
Conferimos que
1 1 7 7 4
—0,—]==4+0+=--0+=--0=9.« 12.72
IERERT SN R aa

Observacao 118 (Opcional). Em cursos de calculo com varias variaveis, estudamos multipli-
cadores de Lagrange, uma ferramenta para estudar problemas de otimizacao com restricao.
De uma maneira geral, queremos

minimizar f(zq, 9, - ,2,) com a restricao g(z1, 2, -+ ,2,) = 0. (12.73)

O método dos multiplicadores de Lagrange nos da uma condicao necessaria: se um ponto €
de maximo/minimo com restricao, entao existe uma constante A tal que, neste ponto,

Vf=AVy. (12.74)

Esta constante A é conhecida como um multiplicador de Lagrange. Como mencionamos,
esta € uma condicao necessaria, de modo que nao garante que o ponto € de minimo/maximo.
Na pratica, depois de encontrarmos os possiveis valores de ¥ e de A, podemos substituir na
funcao para ver quais sao os pontos de minimo e quais sao os de maximo.

Vejamos como esta técnica se aplicaria no Exemplo 117 que ja resolvemos acima. Vamos
considerar f(z,z2,23) = Q(1, 2, 3) € g(x1, T2, x3) = % +x3+22 — 1 Se estivermos em um ponto
de maximo, entao existe a constante A como acima. Calculamos:

ﬁQ = (14.’)31 — 8$2 — 41‘3, 21‘2 — 8:171 — 8%3, 143&‘3 — 4.’)31 — 8%2) (1275)

Vg = (221,222, 273) . (12.76)

A condicao vQ = )ﬁg nos diz que devemos resolver

141’1 - 8!172 - 4‘%5 = 2)\531 Simplifi 9 7 —4 -2 X1 T

impli m
—8u1 4 2my — 813 = 2\py — TR 4 1 4| || = A | . (12.77)
—4x1 — 8x9 + 14a3 = 2)x3 em cada eq. -2 -4 7 T3 T3

Chegamos, por outro caminho, a mesma conclusao: A deve ser um autovalor e ¥ um autovetor
(unitario, ja que g(x1,z2,z3) = 0) associado. <
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Exercicios resolvidos

Esta secao carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

12.3 Matrizes simétricas e prova do Teorema Espectral

Nesta secao vamos utilizar a notacao (i, ¥) para o produto escalar, ao invés de 4 - ¥, para enfa-
tizar qual € o vetor @ e qual € o vetor ¥ (em especial quando um deles esta sendo multiplicado
por uma matriz).

Observacao 119. Uma matriz quadrada A, ndo necessariamente simétrica, cujos coeficientes
sdo reais, satisfaz
(AZ,7) = (Z,ATy), para todos 7,ij € R™. (12.78)

Isto se pode verificar ao analisar os coeficientes de A7 e de A”§. Assim, uma matriz A de
ordem n x n é simétrica se, e somente se, satisfaz

(AZ,y) = (¥, AY), para todos 7,y € R". (12.79)
Outras formas de escrever esta mesma coisa (concorda?) sao

AZ-y==2- Ay, paratodos Z,ye€R" (12.80)

gL Az = T Ay, para todos Z, i € R". (12.81)

Observacao 120. A observacgido anterior nos permite estender a definicdo de matriz simé-
trica para transformacoes lineares, pois é independente do sistema de coordenadas utilizado
(depende apenas de uma escolha de produto interno/escalar).

A equivaléncia que foi apresentada na Observacao 119 é muito util na analise de matrizes
simétricas. Vamos ver como se aplica diversas vezes na demonstracao do Teorema Espectral
que sera dividida em trés proposicoes preliminares. Cada uma delas apresenta, em ordem, o
procedimento usual que viemos utilizando para diagonalizar matrizes: analise dos autovalo-
res, construcao dos autoespacos e verificacao de que é possivel formar uma base de autove-
tores. Neste caso de uma matriz simétrica, veremos que, além de tudo, € possivel encontrar
uma base ortonormal de autovetores.

Proposicao 121. Os autovalores de uma matriz simétrica A, de entradas reais, sdo niimeros
reais.

Demonstragao. Seja A uma raiz do polinémio caracteristico de A, que pode ser um numero
real ou um numero complexo. Podemos encontrar um vetor ¢, de entradas possivelmente
complexas, tal que AY = A/. A menos de um passo de normalizacdo, podemos pensar que
|#]] = 1. Vamos verificar que de fato A € um numero real. Para isto, vamos mostrar que X é
igual ao seu conjugado, A\ = )\, de forma que a parte imaginaria de \ deve ser igual a zero.
Sendo A simétrica, temos que

X = MNT)2 = (N0, 0) = (A0, 0) = (0, AD) = (0, \0) = A0, 0) = A. (12.82)

A simetria de A foi necessaria (apenas) no quarto sinal de igualdade acima. Ainda, na penul-
tima igualdade, utilizamos sem muitos comentarios uma propriedade do produto interno em
espacos vetoriais com escalares complexos, a saber, que

(@,7) €S " um;. (12.83)
=1
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Os conjugados das componentes do segundo vetor aparecem para que a formula usual para
o comprimento continue sendo valida:

Jid]f* = (i) = witt; = fugl*. (12.84)
i=1 i=1
Desta forma, continua valendo que
ki, ¥) = k(i@,7), enquanto que (i, kv) = k{i, ). (12.85)
O

Proposicao 122. Se A é uma matriz simétrica, entdo autovetores associados a autovalores
distintos sao ortogonais.

Demonstracdo. Sejam A\; e A\, autovalores distintos de A e ¢, v; respectivos autovetores. Entao
(observe que € necessario que A seja simétrica na segunda e na ultima igualdade!)

AL (T, ) = (AN, ) = (AT, 1) = (T, Alh) = Ag (T, ) = Ao (T, Ta), (12.86)

de modo que (A; — A2)(01,72) = 0. Ja que estamos supondo que os autovalores sao distintos,
A1 # A9, concluimos que (¢, ¥5) = 0. O

Proposicao 123. Seja A uma matriz simétrica. Entao, a dimensado do autoespago associado a
um autovalor é igual a multiplicidade deste autovalor.

Demonstragao. Suponhamos que A; € um autovalor de A de multiplicidade k. Seja ¢; um
autovetor unitario associado. Podemos encontrar uma base ortonormal de R" da qual 7; faz
parte, isto é, podemos encontrar vetores unitarios ¢; de modo que

{00, 92, U35 U } (12.87)

¢ uma base ortonormal de R".
Considere a matriz @ cujas colunas sao os elementos desta base:

[ |
Q=101 ¥ ¥ - Un|, (12.88)
o |

que é, consequentemente, ortogonal. Vamos calcular Q 'AQ = Q7 AQ. O produto AQ pode
ser interpretado como o produto de A por cada uma das colunas de Q:

AQ = |ATy Ays Ays -+ Agn| = (Mt Ay Ays - Afn| . (12.89)
| | | | | | | |
Logo,
— 5 —
- | | |
QTAQ= |7 ¥ | |\G Ajp Af - Af, (12.90)
: | | | |
A (O, ) (U1, Ag) (01, Ays) o0 (U1, Al)
M (G2, T) (Y2, A2) (G2, AYz) -+ (Y2, Aln)
— QTAQ = A (U3, V1) (Y3, Aip) (U3, AGs) - (3, Aln) (12.91)
A (Yns V1) Yy AY2) (Y, AYz) -+ Yy ATn)
Observamos que, pela simetria de A e por ser {71, 2, ¥, - - - , ¥ } UM conjunto ortonormal, temos

(01, AY;) = (AT, §;) = M (01, ¥y;) =0, para qualquer indice j. (12.92)
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Logo,
A O o --- 0
0 by baz -+ ban
— QTAQ=|0 bsz b oo by | LG (12.93)
0 bn2 bn3 T bnn

Chamamos os coeficientes restantes de b;; simplesmente porque nao nos interessa muito
quanto valem (notamos, no entanto, que a simetria de A implica que b;; = b;;). Observamos
que

det (A — AI) = det (Q (A — AI)Q) = det (A - /\I) = (A — \) - det(B — AI), (12.94)

onde B € a matriz de ordem (n — 1) x (n — 1) dada por (b;;). Além disso, se a multiplicidade de
A1 como autovalor de A for maior do que 1, devemos ter, pela igualdade acima, que \; também
é um autovalor de B. Desta forma, A possui um autovetor unitario 7, associado com \; que
esta contido em Span{#s, ¥s, ..., ¥, } €, portanto, é distinto e linearmente independente a #;. O
processo de Gram-Schmidt permite obter {¢;, ¥>} ortonormais.

A partir dai, repetimos o processo completando o conjunto {7;, 7>} a uma base ortonor-
mal {7y, ¥s,J3,...,¥-} de R". Dai vamos obter um terceiro autovetor ortogonal aos anteriores
e unitario. Procedemos desta meneira até encontrar k£ autovetores ortogonais e unitarios as-
sociados ao autovalor A\;. Assim, o autoespaco Nul(A — A\;I) tem dimensao %, que € igual a
multiplicidade do autovalor \;. O

12.3.1 Prova do Teorema Espectral

O Teorema Fundamental da Algebra afirma que todo polinémio ndo constante de grau n possui
exatamente n raizes complexas. Sendo assim, qualquer matriz A de ordem n x n possui n
autovalores complexos. No entanto, sendo A uma matriz simétrica, a Proposicao 121 garante
que todas estes n autovalores sao todos reais. Vamos denotar por

A g, A €R (12.95)

os autovalores distintos de A e por mj,ms, ..., m; suas respectivas multiplicidades. Temos,
em particular, que m; + mg + -+ - + my = n.

Pela Proposicao 123, a dimensao do autoespaco associado a A; € m;. Podemos encontrar
(da maneira usual, por escalonamento) uma base de autovetores

Nul(A — M TI) = Span{, Uz, ..., Un, }- (12.96)

Estes autovetores, possivelmente nao sao ortogonais, mas, aplicando o Processo de Gram-
Schmidt, podemo obter uma base ortonormal de Nul(4 — A\ 1):

Nul(A — A1) = Span{@y, ¥, - . . , Um, }. (12.97)

Fazendo este mesmo procedimento para cada um dos autovalores, obtemos n autovetores,
que, consequentemente, formam uma base para R". Logo, A é diagonalizavel.

Além disso, a Proposicao 122 garante que todo autovetor de um autoespaco € ortogonal a
todo autovetor de outro autoespaco (associado a um autovalor diferente). Temos entao k auto-
espacos, cujas bases sao ortonormais e elementos da base de um autoespaco sao ortogonais
aos elementos das outras bases. Segue dai que a uniao das bases dos autoespacos, como
consideramos, é uma base ortonormal para R".

Explicitamente, a matriz

| |

I
P= |6 @ - 7, (12.98)

formada pelos autovetores é ortogonal e

MO0 0 0
0 X O 0
plap=p=|0 0 Az --- 0], (12.99)
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Sendo P ortogonal, tem-se ainda que P~! = PT,

Exercicios resolvidos

Esta secdo carece de exercicios resolvidos. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

Exercicios

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html

12.4 Exercicios finais

Esta secao carece de exercicios. Participe da sua escrita.
Veja como em:
https://www.ufrgs.br/reamat/participe.html
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